Aula 10 - Algebra I

Teorema. [Factorizagdo tnica em Cz]]

Todo o polinomio r(x) € Clx] de grau positivo pode ser escrito na forma

r(@) = cpr (@) pa(x)™ - - po()™ (1)
onde ¢ € C'\ {0}, pi(x),p2(x),...,p(x) sdo poliménios mdnicos irredutiveis em
Clz], todos distintos, e ny,ng,...,ny € N.

E mais: esta factorizacao € unica a menos da ordem pela qual se escrevem o0s

factores.

Demonstra¢cao.  Comecemos por demonstrar a existéncia da factorizacao, por
inducao sobre n = gr(r(x)).

O cason =1 é evidente: r(x) sendo de grau 1 é irredutivel. Seja c o coeficiente
do termo de grau 1. Entao r(x) = c¢(c"!r(x)), onde ¢ !r(x) é um polinémio ménico
irredutivel.

Suponhamos, por hipdtese de inducao, que o resultado é valido para todos os
polinémios nao constantes de grau < n. Seja r(x) um polinémio de grau n. Se r(x)
é irredutivel nada hé a provar (basta considerar a factorizagdo candnica como no
caso n = 1). Se r(x) é redutivel entdo r(x) = r(x)r2(x), onde 1 < gr(ri(x)) <n
el < gr(ra(x)) < n. Por hipétese de indugao, ri(x) e ro(x) podem ser factorizados
na forma (1), logo () também.

Quanto a unicidade da factorizagao, sejam

epi(x) pa(2)™ - pe()™ = dgi(x)™ ga()™ - - - gre(x)™

duas factorizagbes candnicas de r(x). No polindmio da esquerda, ¢ é o coeficiente
do termo de maior grau, enquanto que no da direita esse coeficiente é d. Portanto

¢ = d. Daqui segue imediatamente que

pi(®)" p2()" - pu(@)™ = (@)™ go ()™ - - i ()™ (2)

Entao pi(x) | ¢1(x)™ ge(x)™ - - - gx(x)™ donde, pela Proposigao 2 da aula ante-
rior, p1(x) | ¢i(x) para algum i € {1,2,...,k}. Como g;(x) é irredutivel, entao
¢i(x) = ap1(x) o que implica a = 1 (pois quer ¢;(x) quer p;(x) sdo mbnicos), ou

seja g;(x) = p1(x). Entao (2) equivale a

—ng —nt my

pi(x)" " =po(x) () M (@)™ i1 ()T i ()L ()™

o que implica ny = m; (sendo, p;(x) = ¢;(x) dividiria algum p;(x), j # 1, ou algum

q;j(x), j # i, o que é manifestamente impossivel pois p;(x) é diferente de qualquer
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outro dos polinémios p;(x) e ¢;(x) é diferente de qualquer outro dos polinémios

g;())-

Cancelando ¢;(x) e pi(x) em (2) obtemos

pa(x)™ - pi(x)" = ()™ @2 ()™ - - gia ()

mi—1 my

Girr ()" - qr()

Repetindo o raciocinio, chegaremos a conclusao que po(x) = g;(x) para algum

je{l,2,...;i—1i+1,...,n} e ng =m,.

Continuando assim, apds um nimero

finito de passos, temos provada a unicidade da factorizacao (1), a menos da ordem

pela qual se escrevem os factores.

Apéndice 1:

apontamentos para estudo complementar

[0 Teorema da Factorizagdo Unica & t&o importante que é natural

averiguar se se pode generalizar a outros anéis.

Por outro

lado, o estudo que acabamos de fazer dos anéis polinomiais C|x]
exibe tantas semelhangas com o anel 7Z dos inteiros que é bem
possivel que ndo sejam mera coincidéncia, e sejam sim casos
particulares de resultados validos num contexto muito mais

geral.]

Como sabemos, um inteiro p # 0 ndo invertivel é primo se p|ab implica p = a ou

p=b. E claro que podemos adaptar esta definicdo a C[x] e, mais geralmente, a

Diz]. Do mesmo modo, podemos adaptar a definigdo de polinémio irredutivel ao

dominio dos inteiros:

DOMINIO Z O]
unidades Uy ={-1,1} Uca) = {p(x) € Clz] : gr(p(x)) = 0}
primo plab = pla ou p|b p(x)|a(x)b(x) = p(x)|a(x) ou p(x)|b(x)

p%oap¢uZ
p=ab=aclUyoubecly
isto é

irredutivel

p=ab=>a=1oua=-1

oub=1loub= -1

p(x) # 0, p(x) & U
p(x) = a(x)b(x) = a(x) € Ucpy) ou b(x) € Ucpy
isto é
p(x) = a(x)b(x) = gr(a(z)) =0
ou gr(b(x)) =0
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DOMINIO Dlz]
unidades Up = {p(x) € D[x] : p(x) = c € Up}

p(x) # 0, p(x) ¢ Upy
primo p(x)|a(z)b(x) = p(z)|a(z) ou p(x)|b(x)

p(x) # 0, p(@) ¢ Upp
irredutivel | p(x) = a(x)b(x) = a(x) € Upp) ou b(x) € Uppy

isto é
p(x) = a(x)b(x) = a(x) = ¢ € Up ou
b(w) =delUp

E claro que podemos estender estas duas nocoes a um dominio de integridade

D qualquer:
e pe D éprimosep#0,pé¢Up e plab= pla ou plb;
e pe D éirredutivel se p# 0, p ¢ Up e p=ab= a € Up ou b € Up.

Portanto, os elementos irredutiveis sao os que apenas admitem factorizacoes triviais
e um elemento p # 0 é primo se e s6 se o respectivo ideal principal (p) é primo. E
facil verificar que nos anéis Z e C[z] os elementos primos no sentido da defini¢ao
acima sao exactamente os elementos irredutiveis, e é apenas por razoes historicas
que usamos o termo “primo” em Z e o termo “irredutivel” em C[x]. Nao é esse
o caso em todos os dominios de integridade, mas é possivel identificar extensas
classes de dominios onde estas duas nocgoes sao equivalentes, e onde é possivel
estabelecer uma generalizacao apropriada do Teorema Fundamental da Aritmética
e do Teorema da Factorizacio Unica em C[z].

No caso geral, a unica implicagao que ¢é valida é a seguinte:
primo = irredutivel.

De facto, se p € D é primo e p = ab, entao p|a ou p|b. Se, por exemplo, p|a, entdo
existe x € D tal que a = pz. Concluimos entao que p = ab = pxb, e como p # 0,

1 = xb, ou seja, b é invertivel. De igual forma, se p|b concluimos que a é invertivel.
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A implicacao reciproca é, em geral, falsa. Por exemplo, no dominio dos inteiros
pares, 18 é irredutivel mas nao é primo, uma vez que 18|(6 x 6) mas 18 1 6 (note
que neste caso nao ha factorizac¢do tnica: 36 = 6 x 6 = 2 x 18). Outro exemplo:

no dominio

Z[vV—=5] = {a+bv—=5 | a,b € 7},
9=3-3=(2++v-5)(2—+/-5), donde 3|(2 + v/-=5)(2 — v/=5). No entanto, 3,

que é irredutivel, ndo divide 2 + /=5 nem 2 — /=5, pelo que nao é primo (note
que também neste exemplo nao hé factorizagoes tunicas).

No entanto, a demonstragao, na Proposicao 2 da Aula 9, de que todo o poli-
némio irredutivel em Cz| é primo pode imediatamente ser adaptada a qualquer

dominio de ideais principais D. Portanto:

Proposicao. Num dominio de ideais principais, um elemento € irredutivel se e

80 se € primo. "

Um elemento a de um dominio de integridade D diz-se associado de b (e escreve-
-se a ~ b) se alb e bla. Um dominio D diz-se um dominio de factoriza¢ao unica

(abreviadamente, d.f.u.) se as seguintes duas condigbes sao satisfeitas:

e Paracadad € D (d #0, d ¢ U), existem elementos irredutiveis py, pa, . .., P
tais que d = pip2 - - Pa.

® Se pi,p2, ... ,DPn € q1,q2, - .., S0 irredutiveis, e pips -+ pn = Q12" Gm,

entao n = m e existe uma permutacao 7 € S, tal que p; ~ qr(;).

Por outras palavras, num dominio de factorizacao tinica, todo o elemento nao-
nulo e nao invertivel possui uma factorizacao num produto de elementos irre-
dutiveis, e esta factorizacao é tnica a menos da ordem dos factores e da multi-
plicacao de cada factor por uma unidade convenientemente escolhida. Por exemplo,
em Z, 1 x5=5x1=(-1) x (=5) = (=5) x (—1) sdo as unicas factorizagoes
do primo 5 e 1 x (—=5) = (=5) x 1 = (—1) x 5 =5 x (—1) sdo as tnicas factori-
zagoes do primo —5. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, Z é um dominio
de factorizacio tnica. Pelo Teorema da Factorizacdo Unica em C[z], C[z] é um
dominio de factorizagao tinica. Outro exemplo de dominio de factorizagao tinica é

o anel dos inteiros de Gauss,
Z[i| ={a+1ib|a,beZ}.

Mais exemplos: Dlz]| é um d.fu. sempre que D o é. Em particular, Z[z] é um

d.f.u., assim como D[z|[y].
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Pode ainda provar-se o seguinte:

Teorema. Todo o dominio de ideais principais é um dominio de factorizacao

unica.

O reciproco é falso, como o exemplo Z[z]| mostra.
Observe-se que a factorizacao indicada na definicao de d.f.u. pode equivalen-
temente ser expressa em poténcias de elementos irredutiveis, mas neste caso pode

ser necessario incluir uma unidade u na factorizagao, que passa a ser da forma
— mi m
d=upy™ - p,",
como enuncidmos no teorema da factorizacdo tnica em Cz].

Mais pormenores:
[R. L. Fernandes e M. Ricou, Introdugio & Algebra, IST Press, 2004]
[M. Sobral, Algebra, Universidade Aberta, 1996]

Apéndice 2: «critérios de irredutibilidade

(para as aulas praticas)

Como vimos, em C[z]| e R[z] sabemos quais s@o os polinémios irredutiveis:
(1) Em C[x] os polinémios irredutiveis sao os polinémios de grau 1.
[Pelo Teorema Fundamental da Algebra, que assegura que

qualquer polinémio ndo constante de coeficientes em C

tem pelo menos uma raiz complexa]
(2) Em R[z] os polinémios irredutiveis sdo os de grau 1 e os de grau 2 com
binémio discriminante negativo ( az? + bx + ¢ tal que b* — 4ac < 0).
[Também pelo Teorema Fundamental da Algebral]
A situagao é diferente em Qz]:

(3) Em Q[z] a identificagdo dos irredutiveis é mais dificil. Neste caso apenas
conhecemos condigoes suficientes de irredutibilidade mas nao podemos in-
dicar explicitamente os polinomios irredutiveis como fizemos nos dois casos

anteriores.
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Em primeiro lugar vejamos que todo o polindémio de coeficientes inteiros que
seja irrredutivel em Z[x] também o é em Q[z] (contudo, o reciproco é falso: 2z é

irredutivel em Q[z] mas é redutivel em Z[x] — pois quer 2 quer = nao sao unidades

de Z|x]):

Lema. [Lema de Gauss]

Se um polinémio p(x) € Z[z] se pode escrever como produto de dois polindmios
a(x) e b(x) de Qlx|, com graus inferiores ao de p(x), entdo existem ai(x) e by(x)
em Z[z] tais que p(x) = a1(x)bi(x), sendo ai(x) associado de a(x) e by(x) asso-
ciado de b(x).

Deste lema conclui-se que

um polindmio de coeficientes inteiros € irredutivel em Qx] se e sd se

nao pode decompor-se num produto de polindmios de grau > 1 em Z[z].

E claro que a todo o polinémio de coeficientes racionais se pode associar um
polinémio de coeficientes inteiros: basta multiplica-lo pelo minimo multiplo comum
dos denominadores dos coeficientes.

Também é simples calcular as raizes racionais (logo os factores lineares) de

polinémios de coeficientes inteiros:

. o~ , . c . L . . .
Proposicao. Se o nimero racional p € raiz do polinomio de coeficientes inteiros
ap + a1 + agx® + - + a,x”, comn > 1,

entao ¢ divide ag e d divide a,,.

(Este resultado é muito 1til. Por exemplo, se quisermos saber se o polinémio
2x¢” + 1 € Zs[z] tem raizes no corpo Zs, como Zsz tem apenas trés elementos,
é possivel calcular o valor da respectiva funcao polinomial em cada um deles,
concluindo-se que 1 é a unica raiz do polinémio. No entanto, se substituirmos
Zs por QQ, ja nao é possivel calcular o valor da fungao polinomial em todos os
elementos de Q. Contudo, a proposicao acima reduz o nosso campo de procura a
um conjunto finito. Os elementos de Q que podem ser raizes do polinémio sao 1,
-1,1/2 e-1/2. E facil ver que estes nimeros nio sio raizes do polinémio. Portanto

ele nao tem raizes racionais.)

Deste modo, determinar os factores lineares, quando existam, de um polinémio

de coeficientes inteiros é simples. O problema é mais complicado para factores de
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ordem superior. O critério seguinte da-nos uma condicao suficiente de irredutibi-
lidade em Q[z]:

Teorema. [Critério de Eisenstein|
Seja a(x) = ag+ arx+ - - - + a, "™ um polindmio de coeficientes inteiros. Se existe

um inteiro primo p tal que
(1) pla; parai=0,1,...,n—1,
(2) p1 an,
(3) P*1 ao,

entao a(x) € irredutivel em Q[z].

Utilizando este critério, podemos concluir que sao irredutiveis sobre Q, por
exemplo, os polinémios

1 1
5:134 —2x’ 4+ 1= 5(:04 — 4 4 2),

x’ + 11z* — 22 + 11,
x® + 9% +27x* + 3

e muitos outros. Mas nada podemos concluir sobre, por exemplo, x> —3x%+6x+5.
Como proceder neste caso?
E f4cil concluir que o polinémio nao tem factores lineares. Suponhamos entao
que
x’ — 3x” 4 62 + 5 = (a1x® + bz + ¢1)(asx® + byx® + cox + dy)

é uma factorizacao desse polindmio em Z[x]. Verifica-se com relativa facilidade
que o sistema

ajas =1

a1by +bias =0

aicg + biby + cras =0

aids + bicg 4+ c1byg = —3

bidy 4+ c1co =6

c1dy = 5

\

nao tem solugoes inteiras. Logo, o polindémio é irredutivel em Q[x].

Este tipo de problemas pode resolver-se de modo mais rapido com a ajuda de

outros critérios.
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Dado um homomorfismo de anéis ¢ : A — B, é evidente que existe um homo-
morfismo ¢ : Alx] — B[z] tal que 5‘ 4 = ¢, definido por

n

(Y aw) = 3 olaa

=0

Teorema. Sejam A um corpo, B um dominio de integridade, ¢ : A — B um
homomorfismo e a(x) € Alx]. Se ¢(a(x)) tem o mesmo grau de a(x) e é irredutivel

em Blz|, entdo a(x) € irredutivel em Alzx].

No caso mais geral de A ser um dominio de integridade, este resultado ainda é

valido para polinémios ménicos:

Teorema. Sejam A e B dominios de integridade, ¢ : A — B um homomorfismo
e a(x) € Alx] ménico. Se ¢p(a(x)) tem o mesmo grau de a(x) e é irredutivel em

Blz], entao a(x) € irredutivel em Alx].

Exemplo: Consideremos o polinémio a(x) = x° — 3z + 6 + 5 e 0 homomorfismo
¢ : Z — 7o que a cada inteiro faz corresponder o resto da sua divisdo por 2. A
imagem de a(x) pelo homomorfismo ¢ : Z[z] — Zy|x] é ¢(a(x)) = x® + x® + 1.
Como ¢ facil verificar, este polindmio nao tem nenhuma raiz em Zs, pelo que

¢(a(x)) nio tem factores lineares em Zs[z]. Suponhamos que
2’ + 2?2+ 1= (a2 + bz + c1)(apx® + byx® + cox + do)

¢ uma factorizacao desse polinémio em Zy[z|. Verifica-se facilmente que o sistema

(
a1a9 = 1

a1by +biay =0
aicy + biby + cras =0
ards + bicg + c1by =1
bidy + c1c =0

K Cldgz].

nio tem solucio em Zy. Entdo ¢(a(x)) é irredutivel em Zy[z] e, consequentemente,

pelo Teorema e pelo Lema de Gauss, a(x) ¢ irredutivel em Q[x].

Se considerarmos o homomorfismo ¢ : Z — Zs, que a cada inteiro faz cor-

responder o seu resto na divisio por 5, vem ¢(a(x)) = x® + 2z + x, que nio é
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irredutivel em Zs[z], pelo que neste caso ja ndo podemos usar o teorema acima.
Deste teorema podemos concluir que um polinémio a(x) de coeficientes inteiros é
irredutivel sobre (Q sempre que exista um homomorfismo ¢ : Z — B nas condicoes
do teorema e a(x) seja irredutivel em B|x]. Em particular, se considerarmos, para
algum primo p, o homomorfismo ¢ : Z — Z,, que a cada inteiro faz corresponder

o seu resto na divisao por p, temos:

Corolario.  Se ¢(a(x)) € irredutivel em Zy[z] e p nao divide o coeficiente de

maior grau de a(x) € Zlx], entdao a(x) é um polindmio irredutivel em Q[z].

Apéndice 3: uma aplicacgéo

Como encontrar numeros irracionais

’

O conjunto dos numeros reais é constituido pelos racionais e pelos irracionais. E
bem conhecido que o conjunto dos niimeros racionais ¢ um conjunto enumeravel.
De facto existe uma relacao um-um, ou seja, uma bijecgao, entre o conjunto dos
nimeros racionais e o conjunto dos niimeros naturais. Isto ja nao é verdade para o
conjunto dos niimeros irracionais: este conjunto tem cardinal estritamente superior
ao de N.

Que ntmeros irracionais conhece? Geralmente ocorrem-nos os exemplos v/2,
7 (que coincide com a razdo entre o perimetro e o diametro de qualquer circun-
feréncia), o nimero de Neper e e poucos mais. De facto, nem sempre é facil
demonstrar a irracionalidade de um numero por métodos elementares. No que se
segue vamos utilizar algumas propriedades dos dominios de factorizagao tnica Z e

Z[z] para demonstrar a irracionalidade de muitos nimeros reais.
Numeros irracionais

Comecamos por recordar a demostracao da irracionalidade de v/2 atribuida a
Pitagoras. Ela tem como base o seguinte: para todo o inteiro n, se n? é par entao

n é par. Suponhamos que existem inteiros p e ¢ tais que
v2="=L
q

e que p e ¢ nao sdo ambos pares (ndo ha perda de generalidade nesta assumpcao:
se fossem ambos pares, dividiriamos por 2 ambos os membros da fraccao, o niimero

de vezes necessério até estarmos na situagao pretendida). Entdao p? = 2¢°, pelo
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que p? é par e, consequentemente, p também. Portanto, p = 2k para algum inteiro
k. Mas entdo, voltando atrds, obtemos 4k? = 2¢?, donde 2k? = ¢2, e ¢* é par.
Portanto ¢ é também par, chegando-se assim a uma conclusao absurda.

Esta era a demonstragao, referida por Aristoteles como sendo dos Pitagéricos,

usada pelos Gregos para provar que

Num triangulo rectangulo isdsceles a razao entre a hipotenusa e qual-

quer um dos catetos nao € um numero racional §.

Esta é uma das primeiras demonstracoes de que hd memoria na histéria da
matematica. Constitui o primeiro exemplo conhecido de demonstracao por redugdo
ao absurdo. Os comprimentos da hipotenusa e dos catetos deste tipo de triangulo
sao o que Euclides designa no Livro X dos Elementos por grandezas que nao sao
comensurdveis num sentido ébvio: duas grandezas da mesma espécie A e B dizem-
-se comensurdveis se existe uma grandeza da mesma espécie C e inteiros p e ¢ tais
que A=pC e B=¢C. Ora isso nao sucede neste caso: nao é possivel arranjar uma
unidade de comprimento que “caiba” um nimero inteiro de vezes simultaneamente
na hipotenusa e num dos catetos.

Sabe-se que Teodoro de Cirene provou a irracionalidade de y/n para
n=3,56,7,810,11,12,13,14,15,17,

isto é, para todo o inteiro até 17 que nao é quadrado perfeito, mas nao chegaram
até nos essas provas.
Estas descobertas foram, ao tempo, extremamente inquietantes, como se pode

ver pela lenda criada a esse respeito,

114

e o divulgador da descoberta dos irracionais, um certo Hippase de

M¢étaponte, foi engolido pelas vagas”,
interpretada por Proclus da seguinte forma:

“Os autores da lenda quiseram falar através duma alegoria. Eles que-
riam dizer que tudo o que € irracional e privado de formas deve manter-
-se escondido. Que qualquer alma que queira penetrar nessa regido se-
creta e deixd-la aberta, € arrastada pelo mar do futuro e afogada no

mcessante movimento das correntes.”
E mais uma citacao:

10
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“O mais insuportdvel na matemdtica sdo os niumeros irracionais. A
sua introducdo na aritmética € um verdadeiro escandalo. Ao lado da
nocao de inteiro que € a nocao mais clara do mundo, ao lado das
proposi¢coes mais puras, belas e perfeitas, eis que aparece todo o cortejo

de transcendentes e de infinito.

E no nimero real que estao condensadas as dificuldades das ideias de
limite, de convergéncia e de continuidade. Se queremos escrever v/2 +
V/3 ndo o podemos evitar e é initil indignar-mo-nos: a ideia de infinito
estd na necessidade das coisas; té-la-emos reduzido a sua forma mais
simples dizendo que depois de um inteiro hd sempre outro, mas nao

podemos libertar-nos desta realidade.”

[J. Dhombres, Nombre, Mesure et Continu. Epistémo/ogie et Histoire,
I'IREM de Nantes]

{/a é quase sempre irracional

Porqué Teodoro de Cirene parou em /177

Como é que ele provou a irracionalidade desses ntimeros?

E um mistério! E claro que Cirene podia muito bem ter adaptado a demons-
tracdo de Pitdgoras aos outros casos. Por exemplo, no caso da v/3:

Se

il
q

onde, sem perda de generalidade, p e ¢ nao sao ambos divisiveis por 3, entao
P’ =3q¢" = 3|p* = 3lp,

isto é, p = 3k, para algum inteiro k. Assim, 9k? = 3¢?, ou seja, 3k* = ¢2, donde

se conclui que 3 divide ¢, o que contradiz a hipdtese.

De forma andloga se demonstra a irracionalidade de qualquer raiz quadrada de
um nuimero primo.

Também para outros inteiros positivos, que nao sejam quadrados perfeitos, tais
como v/6, basta supor que

V=2,
q
sendo p e g primos entre si, para chegar facilmente a uma contradigao.

11
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Mais irracionais

Recordemos a proposicao da pagina 6. Trata-se de um resultado util em muitas

questoes. Por exemplo:
O polinémio 2x™ + 1 € Zs[x] tem raizes no corpo Z3?

Claro que sim: como Zs tem apenas trés elementos, é possivel calcular o valor da
funcao polinomial associada ao polinémio em cada um deles, concluindo-se que 1
é raiz do polinémio. E se substituirmos Zsz por QQ no problema referido? Neste
caso nao ¢é possivel calcular o valor da fungao polinomial associada em todos os
elementos de Q. Mas a proposic¢ao reduz o nosso campo de procura a um conjunto
finito. Os elementos de Q que podem ser raizes do polinémio sao 1, -1, 1/2 e -1/2.
E facil ver que nenhum destes niimeros é raiz do polinémio. Portanto, nao tem

raizes racionais.
Em particular, se o polinémio for ménico, temos:
Corolario. As raizes reais de qualquer polindmio monico de coeficientes inteiros
ap+ a1 + agx* + -+ " (n>1)

840 numeros inteiros ou irracionais. n

Entao, como v/2 é raiz de 2 —2, v/3 é raiz de 2—3, v/6 é raiz de £*>—6 e, de uma
forma geral, para qualquer inteiro positivo a, \/a é raiz de ? — a, um polinémio
cujas raizes reais sé podem ser inteiras ou irracionais, y/a é necessariamente um
inteiro (o que quer dizer que a é um quadrado perfeito) ou um irracional.

Também para /a, com a inteiro, dois casos podem ocorrer:

(1) @ é um cubo perfeito, ou

(2) a raiz cubica real de a é irracional.

Assim, a raiz cibica real de a é irracional para a = 2,3,4,5,6,7,9,10, ...

De modo geral, para quaisquer inteiros a e n superiores & unidade, como Va
é raiz de " — a, entdo {/a é um inteiro ou um irracional. Por exemplo, v/245 e
v/16000 sao irracionais.

12
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Numeros trigonométricos irracionais

Todos sabemos que cos 60°, sin 30° e tan 45° sdo numeros racionais: 1/2,1/2 e

1, respectivamente. O que ja nao é tao conhecido é que

Se 0 € um angulo cuja medida em graus é um numero racional entre 0°
e 90°, entdo cosf, sinf e tanf sdo niumeros irracionais com exrcepcao
de cos 60°, sin 30° e tan45°.

Para provar esta afirmacao necessitamos da identidade
2cosnfl = (2cos0)" + a,_1(2cos0)" ' + -+ a;(2cos ) + ao, (3)

comn >1eagy,a,...,a,1 € 7Z, que é valida para todo o inteiro positivo n, como
facilmente se pode demonstrar por indugao sobre n.
Se 6 é o nimero racional ¢/d, para n = 360d vem cosnf = cos(360c) = 1, o

que significa, por (3), que 2cos @ é raiz do polindmio de coeficientes inteiros
—2+4ayt+amT+- -+ a1+

Logo, 2cosf, sendo raiz real de um polinémio ménico de coeficientes inteiros, é

um inteiro ou um irracional.

e Como 0 < cosf < 1, 2cosf € Z implica cos = 1/2, logo 6§ = 60°. Portanto,

0 Unico cosseno que € inteiro € o de 60°.

e Como sinf = cos(90° — 6), o tdnico seno que é inteiro é o de 6 tal que
90° — # = 60°, ou seja, 0 = 30°.

e Da igualdade

1 — tan?0

1 + tan?0

conclui-se que, se tan# é racional, cos26f também o é. Mas, para 26 entre

cos 20 =

0° e 180°, cos 26 é racional para 26 igual a 60°, 90° ou 120°, ou seja, para 6
igual a 30°, 45° ou 60°. Como tan 30° = \/3/3 e tan 60° = /3 sdo irracionais,

resta apenas tan 45°, que, sendo igual a 1, é racional.

Irracionais da forma log,, n

Se m e n sao numeros naturais, log,, n € Q se e s6 se m e n tém os mesmos
factores primos e a razao das poténcias dos mesmos primos nas factorizagoes de m

e m sao iguais.

13
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Encontrar nimeros desta forma que sejam irracionais é muito facil:
logyo 2, logy( 6, logyy4,. ..

J& é preciso pensar um pouco para indicar um racional deste tipo: para log,, 12
ser racional, m pode tomar os valores 22 x 3, 2% x 32 e, mais geralmente, qualquer
nimero da forma 2% x 3* (k € N). Além disso, s6 estes valores de m é que dao
origem a racionais. Este resultado aparece no artigo [Another shoal of irrationals,
Mathematical Gazette 70 (1986) 218-219] de T. Crilly. O artigo termina com a

seguinte frase:

“Such a stringent condition may reinforce our belief that almost all real

numbers are trrational!”

3. Teoria de Galois

Motivacgao

O desenvolvimento da Algebra estd intimamente ligado a resolugao de equacoes
polinomiais de coeficientes reais (ou complexos). Uma equacdo polinomial é uma
equagao do tipo

an "™ + ap_12" -+ a4+ ag = 0. (4)

Ao primeiro membro chama-se, como vimos no capitulo anterior, um polinémio
na indeterminada x.

Resolver a equacao (4) é determinar as suas solugdes (ou seja, as raizes do
polinémio), isto é, os valores numéricos para = que transformam a equagdo numa
identidade verdadeira.

A equagao do primeiro grau, ou linear,
ar+b=0 (a#0)

tem uma s6 solugao, 6bvia,

T =——.
a

A solucao de uma equacao quadratica era ja conhecida pelos matematicos
da Babilonia, que sabiam como “completar o quadrado”, e foi popularizada no

mundo ocidental durante o Renascimento, por tradugoes em latim do livro do

14



Aula 10 - Algebra I

matematico islamico Muhammad al-Khowarizmi!, Al-jabr wa’l muqabalah?, pu-
blicado na primeira metade do século IX. Todos sabemos hoje que a equacao do
segundo grau

ar® +br+c=0 (a#0)

tem solugoes dadas pela férmula

. —b+Vb? — 4dac

2a

Sera possivel encontrar uma féormula semelhante para resolver equacoes do ter-
ceiro grau
ar® +br* +cx+d=0 (a#0)?

E de grau superior?

Vejamos em primeiro lugar o que significa “férmula semelhante”. O que se
pretende saber é se existe um processo geral para calcular as raizes de equacoes
de grau superior a dois, a partir dos coeficientes, aplicando as operacoes racionais
(adic@o, subtracgao, multiplicacdo e divisao) e a extracgao de raizes, um nimero
finito de vezes. Solugoes obtidas desta forma chamam-se solugoes por radicais.

Em segundo lugar, observemos que na procura das raizes de um polinémio
A" + Ay 12" 4+ a4+ g

é evidente que podemos, sem perda de generalidade, supor a, = 1. Além disso,
basta considerar o caso a,_; = 0. Com efeito, supondo ja a, = 1, a mudanca de

variavel

=y (5)

transforma o polinémio dado num polinémio em y em que o coeficiente de y"~*
é zero, sendo as raizes do primeiro polinémio facilmente calculaveis a partir das
raizes deste novo polinémio [confirme].

No século XVI, matematicos italianos descobriram uma férmula para resolver
as equagoes do terceiro e quarto graus (vale a pena referir que a descoberta destas
férmulas e a luta pela prioridade da sua descoberta tem uma histéria bastante
curiosa e divertida). Geronimo Cardano (1501-1576), também conhecido por Car-

dan, inclui no seu livro Ars Magna, publicado em 1545, férmulas para a resolucao

'Nome que deu origem as palavras algarismo — para designar cada um dos digitos de nu-
meragao arabe — e algoritmo — o termo moderno que designa um procedimento sistematico

para resolver problemas matematicos.
2 A partir de al-Khowarizmi, o termo al-jabr tornou-se sinénimo de resolver equacdes (dlgebra).
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de equacgoes do terceiro e quarto graus, atribuidas pelo autor, respectivamente, a
Nicolo Tartaglia (1500-1565) e Ludovico Ferrari (1522-1565).

A “férmula de Cardan”, como é hoje conhecida, para resolver a equagao ctbica
da forma

y* +py = q,

escrita em linguagem actual, é a seguinte:

_3/q ? PP oslq ¢ p?
y_\/2+\/4+27+\/2 Vi T or

Usando (5), o caso geral de uma equagao do terceiro grau

24+’ +cx+d=0

pode ser reduzido a este caso pela translacdo x = y — b/3. A verificagao, por
substituicao, de que a formula de Cardan fornece uma solucao da equagao devera
dar uma ideia do grau de dificuldade envolvido neste tipo de problema.

A equacao do quarto grau pode também ser reduzida a solucao de uma cubica.
Com efeito, podemos sempre supor, eventualmente apés uma translagao (5), que
a quartica é da forma

ot +ax® +bx +c=0.

Completando o quadrado, obtemos
' +ar’ +br +c=0% (22 + a)® = az® — bx — ¢ + d’.
O truque consiste em observar que entao, para qualquer y, temos
(2> +a+y)? = ar®—br—c+a*+2y(x® +a) +y?
= (a+2y)2x* —bx + (a® — ¢+ 2ay + ). (6)

Como esta ultima equacao é quadratica em x, podemos escolher y de forma a
que seja um quadrado perfeito. Isto consegue-se precisamente, impondo que o
discriminante v — 4(a + 2y)(a® — ¢ + 2ay + y*) seja zero, o que d4 uma equagao

cubica em vy,
—8y® — 20ay® + (—16a” + 8¢)y + (b* — 4a® + 4ac) = 0,

que pode ser resolvida com recurso a formula de Cardan. Para este valor de y, o

membro direito de (6) fica igual ao quadrado perfeito

(= svay)
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de forma que, extraindo as raizes em ambos os membros de (6), obtemos uma
equacao quadratica que pode ser resolvida.

Nos trés séculos que se seguiram, muitos esforcos foram feitos para obter uma
férmula resolvente para a equacao quintica. No principio do século XIX, Niels
Henrik Abel (1802-1829), na sequéncia de trabalhos de matematicos eminentes
como Joseph Lagrange (1736-1813) e Paolo Ruffini (1765-1833), provou que exis-
tem equagoes do quinto grau cujas solugoes nao podem ser obtidas por radicais.
Este facto levantou de imediato um novo problema: dada uma equacao desse grau
como reconhecer se ela é ou nao resolivel por radicais?

Foi Evariste Galois (1811-1832) quem obteve uma condicao necesséria e sufi-
ciente para a resolubilidade por radicais de uma equacao polinomial de qualquer
grau e mostrou a impossibilidade de resolucao da equacao algébrica geral de grau
maior ou igual a cinco. Este matematico, com uma vida breve e aventurosa, é
considerado o criador da Algebra tal como ela é entendida nos nossos dias e o seu
trabalho teve consequéncias muito para além do problema original da resolugao de
equagoes algébricas por radicais. Galois associou a cada equagdo um grupo, hoje
chamado grupo de Galois; as propriedades desse grupo revelam a resolubilidade
por radicais da equacao. O feito de Galois é tanto mais notavel quanto a nogao de
grupo era ainda incipiente nessa altura.

Para ilustrarmos as ideias de Galois, consideremos a equagao quartica com
coeficientes racionais

B+ 1=0.

2k

Esta equagao tem as rafzes rp, = ¢* 5 (k =1,2,3,4). Pensemos agora em todas as
possiveis equagoes polinomiais, com coeficientes racionais, que sao satisfeitas por

estas raizes. Estas incluem, entre outras, as equacoes

T1+T2+T3+7’4—1:0,
(T1+T4)2+T1+T4—1:0,

riry =1,
(T1)5 1= 07
(7"4)5 —-1= 07

A observacao chave é a seguinte: se considerarmos todas as permutacoes de
{r1,72, 73,74} que transformam equagoes deste tipo ainda em equagoes deste tipo,
obtemos o chamado grupo de Galois da equacao. Por exemplo, a permutacao

(14)(23) transforma todas as equagoes listadas em cima em equagoes dessa lista.
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Pode provar-se que, neste exemplo, G = {id, (1243), (14)(23), (1342) }. Galois des-
cobriu que a estrutura deste grupo é a chave para a resolucao desta equagao (mas
antes Galois teve de inventar o préprio conceito de grupo, inexistente até a data!).

Consideremos por exemplo o subgrupo H = {id, (14)(23)}. E simples verificar
que as expressoes polinomiais nas raizes, com coeficientes racionais, que sao fixas
pelos elementos de H sao precisamente os polindmios em y; = r1+74 € Yo = ro+73.

Mas y; e yo sao as solugoes da equagao quadratica
?+r—1=0.

Assim, e supondo que nao conheciamos as expressoes das solugoes da equagao
original, poderiamos descobri-las resolvendo primeiro esta equacao quadratica, ob-
—1+5 ~1-+5

T ey

e de seguida a equacao quadratica

tendo

T Ty =

(x—r)(w—ry) =2 (ri +ry)w+riry =0,

ja que de facto esta equacao tem como coeficientes expressoes polinomiais em y; e
y2 (pois riry = 1).

Note-se que o grupo de Galois pode ser caracterizado como o grupo de sime-
trias da equacdo original: s@o as transformagoes que levam solugoes (raizes) em
solucoes preservando a estrutura algébrica das solugoes. Este é precisamente o
ponto de partida na exposicao moderna da Teoria de Galois: constréi-se o corpo®
Q(ry,...,rn) gerado pelas raizes da equacao, e os elementos do grupo de Galois
aparecem como automorfismos destes corpos. Nesta linguagem, a Teoria de Ga-
lois consiste em transformar questoes sobre a estrutura destes corpos em questoes

sobre a estrutura do grupo de automorfismos associado.

3 A nocdo de corpo s6 foi formalizada por Dedekind em 1879, mais de 50 anos depois da morte

tragica de Galois.
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