Aula 11 - Algebra I
Extensoes de corpos

As sucessivas extensoes do conceito de numero, dos naturais para os inteiros,
racionais, reais e, finalmente, complexos foram impostas pela necessidade de re-
solver equacoes polinomiais ou, o que é equivalente, de determinar raizes de poli-
nomios.

Os numeros irracionais surgiram com a necessidade de resolver a equagao poli-
nomial 22 — 2 = 0, imposta pelo Teorema de Pitagoras. E bem conhecido que
22 +1 = 0 nao tem solucao no corpo dos reais. Para resolver uma tal equacao
foi necessaria a introducdao do ntimero “imagindrio” i = /—1. Portanto, estes
problemas foram resolvidos com a construgao de sucessivas extensoes do conceito
de nimero.

Nos nossos dias todos estes nimeros nos sao familiares mas é claro que nao
foi sempre assim. Atribui-se a0 mateméatico do século XIX Leopold Kronecker
(1823-1891) a seguinte frase:

Deus criou os numeros inteiros e tudo o resto é obra do homem.

Na resolucao da equacao do segundo grau, é com a maior tranquilidade que
trabalhamos com o caso em que o binémio discriminante b? — 4ac é negativo. Os
nimeros complexos sao-nos perfeitamente familiares o que nao sucedia no século
XVI. De facto foi Cardan quem primeiro introduziu nimeros da forma a + v/—b,
com a e b inteiros positivos. No entanto, fé-lo com sérias reservas e um forte
sentimento de culpa.

E curioso notar que foi a determinacao das solucoes da equacoes de terceiro
grau que levou a construcao dos nuimeros complexos. As equacoes de grau dois
e binémio discriminante negativo eram simplesmente classificadas como insoliveis
mas, para a equagao de terceiro grau, o caso muda de figura pois solucoes reais sao
obtidas passando por ntimeros complexos. Por exemplo, a equacao 2®>—15x—4 = 0,

pela regra de Cardan da

x:€/2+\/—121+€/2—\/—121

e, consequentemente, é considerada sem solucao. No entanto, ela tem trés raizes
reais: 4, —24++v/3 e —2—+/3. Isto foi constatado por Bombelli, também matemético
italiano do século XVI. Ele foi o primeiro a introduzir uma notacao para o que

hoje denotamos por i e —i (a que ele chamou “pitt di meno” e “meno di meno”)
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e a trabalhar com esses simbolos utilizando as regras bem conhecidas ¢ x i = —1,
—i X1 = 1, etc. As sucessivas extensoes do conceito de nimero, dos naturais
para os inteiros, racionais e reais, algumas bem conturbadas, tornava-se inevitavel
juntar mais uma: os nimeros complexos.

A invencao de novos nimeros se, por um lado, foi inevitavel - por exemplo
para resolver equacgoes de terceiro grau, como ja foi referido - nao foi um processo
pacifico nem facilmente aceite pela comunidade matematica como o revelam nomes
tais como “irracionais” ou “imaginarios”.

O estudo que fizemos sobre anéis e corpos da-nos, como veremos, um pro-
cesso sistematico de “inventar raizes de polindmios”. Neste processo os polinémios

irredutiveis desempenham um papel determinante.

Sendo C' um corpo, K C C ¢é um subcorpo de C' quando K é um subconjunto
nao-vazio de C tal que (K, +) é um subgrupo de (C, +) e (K'\{0}, -) é um subgrupo

de (C'\ {0}, ).

[Observe: K C (C é um subcorpo de C sse

(1) 0,1e K

(2) a—be K para quaisquer a,b € K

(3) ab™! € K para quaisquer a € K, be K\ {0}]

EXTENSAO DE UM CORPO
Diz-se que um corpo C' é uma extensao de um corpo K, se K é um subcorpo de

C. A extensao é propria quando C' # K.

Consideremos o corpo de Galois de ordem p (prima), F, = (Z,, ®,, ®,). Qual-

quer subcorpo K de F, contém a identidade 1 logo contém os elementos
1+1,1+141,...,—-1,-1—1,...

Portanto F, C K, pelo que K = F,. Isto mostra que [, nao contém subcorpos
préprios (isto é, # F,). Diz-se que [F, é um corpo primo. Portanto, os corpos
primos sao, em certo sentido, os menores corpos que existem. Outro exemplo de
corpo primo ¢ o corpo dos racionais: sendo K um subcorpo de Q, se 1 € K entao
imediatamente Z C K, donde qualquer 2 = nm™" (n € Z,m € Z\ {0}) também

pertence a K, isto é, K = Q. Por outro lado, R e C nao sao primos.
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Aproveitaremos agora para mostrar que os corpos F, e Q sao, a menos de
isomorfismo, os 1nicos corpos primos que existem.
E facil verificar que a interseccao de qualquer familia de subcorpos de um corpo

C ¢ ainda um subcorpo de C.

[Este facto decorre imediatamente do correspondente facto para

grupos, provado em Algebra I]

Em particular, a intersecgao de todos os subcorpos de C' é um subcorpo P de C.

SUBCORPO PRIMO
A este subcorpo P chama-se subcorpo primo de C. Evidentemente, trata-se de um

corpo primo.

Teorema. O subcorpo primo de um corpo C € isomorfo a I, ou a Q, consoante

a caracteristica de C' seja p ou 0.

Demonstragao. Consideremos a aplicagao ¢ : Z — C' definida por ¢(n) = nleg,
onde 14 designa a identidade do corpo C. E evidente que ¢ ¢ um homomorfismo

de anéis:
e o(n+m) = (n+m)le = nle+mlo = 6(n) + 6(m).
e ¢(nm) = (nm)1c = (nle)(mle) = ¢(n)é(m).
Consideremos o niicleo de ¢:

Nucp ={ne€Z| ¢(n) =0}.

[Em Algebra I foi observado que Nuc¢ é um subgrupo de Z.

Observe agora que Nuc¢ é um ideal de Z]
Pelo Teorema do Isomorfismo para anéis, ¢(Z) = Z/Nuc ¢.

[Este teorema é uma generalizagdo imediata para anéis

do Teorema do Isomorfismo para grupos, estudado em Algebra I:
Se ¢ : A — B é um homomorfismo de grupos (anéis), e N é o

nicleo de ¢, entdo os grupos (anéis) p(A) e A/N sao

isomorfos.]
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Como qualquer subcorpo de C' contém 1¢, também contém ¢(Z). Logo ¢(Z) esté
contido no subcorpo primo P de C. Por outro lado,
pZ se car(C)=1p
Nucp={ne€Z|nlc =0} =
{0} secar(C)=0
No primeiro caso, tem-se ¢(Z) = Z/pZ = 7Z,. Como Z, é um corpo, ¢(Z) é um
corpo, donde necessariamente coincide com P.
No segundo caso, tem-se ¢(Z) = Z/{0} = 7Z, donde Z = ¢(Z) C P. Portanto
P contém uma cépia isomorfa de Z. Estendendo o homomorfismo ¢ : Z — ¢(Z)
a Q, definindo ¢ : Q — P por ¢(Z) = ¢(n)d(m)~!, obtemos um isomorfismo de

anéis, o que mostra que, neste caso, P = Q.

[Alternativamente, podia observar-se, como fizemos no inicio da
aula para Q, que um corpo P que contenha(uma cépia de) Z,
terd que conter necessariamente (uma cépia de) Q, pois
n,meP =2 =nm"'eP]

Exemplos: Q é o subcorpo primo de R e C. Da mesma forma, Q é também o
subcorpo primo de Q[v/2] = {a +bv2 | a,b € Q}.

Qualquer extensao C' de um corpo K pode ser vista como um espaco vecto-
rial sobre K, tomando para adigao vectorial & a prépria adigao no corpo e para

multiplicacao escalar * a multiplicagao em C":

Adicao vectorial: a®b:=a+0b, Va,be C

Multiplicagao escalar: & *a := ka, Vk € K, Va € C

[Exercicio: Verifique]

Este resultado é fundamental para o desenvolvimento da teoria dos corpos,

porque nos permite aplicar as ferramentas da algebra linear.

GRAU DE UMA EXTENSAO
Seja C' uma extensao de K. O grau da extensao C' sobre K, que denotaremos por
[C': K], é a dimensao do espago vectorial C' sobre K. A extensao C diz-se finita

se [C': K] for finita, e diz-se uma extensao infinita, caso contrario.




