Aula 17 - Algebra I

Recordemos a questao que comegamos a estudar na aula passada:

Seja K um corpo e p(x) € K[x] um polinémio de grau > 1. Existird

uma extensao L de K onde p(x) se decomponha em factores lineares?

E claro que se K for o corpo Q ou o corpo R ha uma resposta 6bvia: o corpo
C. E se K for o corpo Zs? Por exemplo, o polindmio p(z) = z* + x + 1 € Zy[z]
¢ irredutivel sobre Z,, uma vez que ndo tem raizes em Zo: p(0) = 1 e p(1) = 1.
Existird uma extensao de Zs onde p(z) ja tenha raizes e possa ser entao decomposto
num produto de termos lineares?

A resposta a todas estas questoes é afirmativa. Como K nao é a priori um
subcorpo de um corpo algebricamente fechado, tal extensao é, necessariamente,
“abstracta”. A construcao desta extensao é dada no seguinte teorema, e é inspirada

na construgao de C a partir de R, como o quociente R[x]/(z* + 1).

Teorema. [Teorema de Kronecker]

Seja K um corpo e p(x) € K|x| um polindmio de graun > 1. Eziste uma extensao
L de K onde p(x) se decompde num produto de termos lineares. Tal extensao pode
ser tomada da forma L = K(0q,...,0,), onde 04,...,0, sio as raizes de p(x) em
L.

Demonstragdo. Como p(x) = a,z" + ap_12" 1 + -+ + a1z + ag = anq(z), sendo
q(z) = 2" + ‘Z’;—;lx"’l + -+ ¢tz + % ménico, ¢ evidente que p(x) se decompoe
num produto de termos lineares se e sé se ¢(z) se decompde num produto de
termos lineares. Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que p(z) =
2" +a, 12" 4+ - -4ayz+ag ¢ ménico. Podemos ainda supor que p(x) é irredutivel.
Com efeito, se p(x) for redutivel, sendo p(x) = pi(x)p2(x)...p(x) a factorizacdo
(Unica) de p(x) em polinémios ménicos irredutiveis, se o resultado for vélido para

polinémios irredutiveis, provamos imediatamente o caso geral:

pr)=(@—0D)...(x—0L ) em K(61,...,6} ),

mi1 T rmy
p2(x):<x_0%)(l‘_072ng) em K(Q%a797%12)7

pe(x)=(x—0%) ... (x—6 ) em K(6},...,6 ),

pelo que
pl)=(x—=0})...(x—=0),)...(x—6)...(x—6,)
em K(01,...,0L ). .(0%,...,00 Y=K(0},...,0L ...00 ... 6 ).
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Suponhamos entao que p(x) é um polinémio ménico irredutivel. Entao I :=
(p(x)) é maximal e, como vimos no final da aula anterior, ¢ : K — KJz|/I, definida

por ¢¥(a) = a+ I, ¢ um homomorfismo injectivo,

[Y(a) =9(b)sa+=b+]a—-bel=a=0b,
pois gr(a—0) =0 e gr(p(x) > 1]

donde K = ¢(K) C K[z]/I. Portanto, L := K|z]/I é uma extensao de K.

[Cometemos aqui um abuso de linguagem;
em rigor, L é uma extensdo de uma cépia isomorfa de K:
Y(K)={a+1:a€ K} & um subcorpo de L isomorfo a K]

Pelo isomorfismo K = ¢(K), podemos identificar dentro do novo corpo L os ele-
mentos do corpo inicial K, como os elementos a+1 (a € K). Por essa identificagao,

o polinémio p(x) € K|[z| pode ser visto como um polinémio em L[z]:
p(x) = 2" + (ap_y + D"+ 4 (a1 + Dz + (ag + I).
Seja 0 :=x + I € Kz]/I. Trata-se de uma raiz de p(z) em L:

p(0) = 0"+ (a1 + DO+ -+ (a1 + 1) + (ag + 1)
= (@+ D"+ (apa + D@+ D"+ (o + D@+ 1) + (ag + 1)
= (@"+ D+ (@ +DE"T+ D4+ (e +D(x+ 1)+ (ag+ 1)
= 2"+ a, 2"+ taxrta+ !
= plx)+1=0.

Portanto, em L ja p(x) se factoriza na forma (z — 0)p;(z). Além disso, p(z) é
o polinémio minimo de # sobre K. Consequentemente, pelo que vimos na aula

anterior,
_ K[z
=ty - KO

Repetindo o raciocinio para p;(x), que é também irredutivel sobre K, chegaremos

por indugao (sobre o grau do polindmio) & solugao que procuramos. n
Tal extensao chama-se extensdo (ou corpo) de decomposicdio de p(x).

Exemplo: Apliquemos a construgao geral dada pelo Teorema ao polinémio p(z) =

22 4+ x + 1 de Zs|x], que é irredutivel sobre Z,, como observamos no inicio.
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Seja L a extensao
Loz
(p(z))

= {ap+ a1z + (p(x)) | ap, a1 € Zo}
= {0+ (p(2)), 1+ (p(z)),z + (p(z)), 1 + z + (p(z))}

constituida pelas classes definidas pelos restos da divisao dos polinémios de coefi-
cientes em Zs[z] por p(z). Denotando 0+ (p(x)) por 0, 1+ (p(z)) por 1, z+ (p(x))

por aw e 1 4+ x + (p(x)) por [3, as tabelas das operagdes de L sao as seguintes:

+10 1 o p 01 a p
0/0 1 a p 0/0 0 0 O
111 0 8 « 110 1 o p
ala [ 0 1 ald a g 1
6106 a 1 0 610 6 1 «

[Por exemplo, a+ (3= (x+ (p(x)))+ 1 +z+ (p(z))) =1+ (p(x)) =
e af =z(l+z)+ (p(z)) = 2+ 2%+ (p(z)) = 1

O Teorema garante-nos que « é uma raiz de p(z). Portanto, em L ja o polinémio

p(z) é redutivel. De facto,
2’ +z+1=(z—a)(r—0).

Consideremos agora o polinémio ¢(z) = z* + Sz + 3 € Llz]. Como ¢(0) = 8,
q(1) = 1, q(a) = a e q(B) = B, q(z) é irredutivel sobre L. O Teorema diz-nos

agora que a extensao de decomposicao de ¢(z) é dada pelo corpo

M = Llz] = {ap + a1z + (¢(x)) | ap, a1 € L},

que tem 16 elementos:
0], [1], [ed, 18], [2], 1 + 2], [+ 2], [6+ ], [oz], [1 4 ],

o+ azl, [6 + o], [Bz], [1 + Bz], [o + Bz], [3 + B]

(denotando cada elemento ag + a1z + (¢(x)) por [ag + aiz]). Simplifiquemos a

escrita um pouco mais, denotando os 16 elementos de M por, respectivamente,
0717a7/87c7d7€7f7g7h7i7j7k7l7m7n'

As tabelas das operacoes de M sao:
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[Verifique]
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O Teorema garante-nos que ¢ ¢ uma raiz de ¢(z) em M. Assim, o corpo M (que

coincide com a extensao simples L(c) de L) é, de facto, a extensao de decomposi¢ao
de q(x):
g(r) =2* + B+ f = (z —c)(z — f).
[Verifique]

O Teorema motiva a seguinte defini¢ao:

EXTENSAO DE DECOMPOSICAO

Seja p(z) um polinémio com coeficientes num corpo K. Uma extensdo de decom-

posi¢do de p(x) é uma extensdao L de K em que:
(1) p(x) decompde-se em L num produto de termos de grau 1.

(2) L=K(by,...,0,) onde 0y, ...,0, sao as raizes de p(z) em L.

Analogamente, dizemos que uma extensao L de K é uma extensao de decom-
posi¢ao de uma familia de polindmios {p;(x)}ier C Klx] se

(1) cada p;(z) decompoe-se em L num produto de termos de grau 1.

(2) L é gerada pelas raizes destes polinémios.



