Aula 18 - Algebra I

[Conclusao da aula anterior: corpos de decomposicao]

HOMOMORFISMO DE EXTENSOES
Seja L; uma extensao de K; e Ly uma extensao de K. Um homomorfismo de

corpos ® : Ly — Ly diz-se um homomorfismo de extensoes se O(K7) C Ks.

Vamos analisar a seguinte questao:

Dado um isomorfismo de corpos ¢ : K1 — Ky, € possivel prolongar ¢

a um isomorfismo de extensoes ® : Ly — Lo ?

[ K;>> L; denota a inclusdo de K; em L; (1 =1,2)]

O estudo desta questao servird, em particular, para provarmos a unicidade (a

menos de um isomorfismo) das extensées de decomposigao.
Dados um homomorfismo de corpos ¢ : K1 — K e um polinémio
p(r) = apa” + - + a1z + ag € Ky[x],
designaremos por p?(x) o polinémio
¢an)2" + -+ + d(ar)z + d(ao)
de Ks[z].

Proposicao. Seja ¢ : K1 — Ky um isomorfismo de corpos, Ly e Ly extensoes de
Ky e Ky, € 0 € Ly um elemento algébrico sobre K; com polindmio minimo m(zx).
O isomorfismo ¢ pode ser prolongado a um homomorfismo injectivo de extensoes
O : K\(0) — Ly se e s6 se o polindmio m®(x) tem uma raiz em Lo. O nimero de

prolongamentos ¢ iqual ao nimero de raizes distintas de m®(z) em Lo.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que m(zx) = a,z"+---+ajx+ag. Se & : K1(0) — Lo

é um prolongamento de ¢, entao ®(f) € Ly é uma raiz de m?(z):

m?(@(0)) = ¢(an)P(0)" + -+ d(a1)(0) + (o)
(an)®(0)" + - - + (a1)®(0) + P(ao)
= D(a,0" +---+ a0+ ap)

= ®(m(0)) = ®(0) = 0.

Reciprocamente, seja A uma raiz de m®(z) em Lo. E facil verificar que

(I))\Z Kl(ﬁ) — LQ
ae Ky — ¢(a)
0 = A

define um homomorfismo injectivo de corpos que prolonga ¢. Trata-se do tnico
homomorfismo de corpos tal que @, = ¢ e D(0) = .
E evidente que o numero destes prolongamentos é assim igual ao nimero de

raizes distintas de m?(x) em L. .



