Aula 19 - Algebra I

A partir da proposicao da aula anterior é possivel provar, por inducao sobre o

grau [L; : K], o seguinte resultado (nao o faremos na aula):

Teorema.  Seja ¢ : Ky — Ky um isomorfismo de corpos, p(z) € Ki[x] e
p?(z) € Kylz]. Se Ly é uma extensdo de decomposicio de p(x) e Ly é uma extensio

de decomposicao de p®(x), existe um isomorfismo ® : L1 — Lo tal que ®|g, = ¢.

L1—§>L2
|, ]
K, ="K,

O numero de tais prolongamentos € < [Ly : K|, e € precisamente [Ly : K1| quando

p?(z) tem raizes distintas em L.

[A demonstragdo é por indugdo sobre [L;: Kj].

Se [L: Ki] =1, entdo p(z)=a,][][_,(xr—¥6;), onde 0, € L, = K;.
Como as raizes de um polinémio geram o seu corpo de
decomposigdo, concluimos que Lo = K5, logo existe apenas 1
(=[L; : K1]) prolongamento. Suponhamos que [L;: K;]>1. Ent&o
p(z) possui um factor irredutivel ¢(x) de grau > 1. Seja 6 uma
raiz de ¢(x) em L;. Pela Proposigdo, o isomorfismo ¢: K; — K>
pode ser prolongado num homomorfismo injectivo ¢ : Ki(0) — L

e existem tantos prolongamentos quantas as raizes distintas de
q®(z) em L,. Podemos considerar L; e L, como corpos de
decomposigdo de p(z) e p?(z) sobre K, () e ¢(Ki(0)),
respectivamente. Como [Ly : K;i(0)] = [Ly : Ki]/[K:1(0) : 4] =

Ly : Ki)/gr(q(z)) < [Ly : K1], podemos utilizar a hipétese de indugdo
para prolongar ¢ num isomorfismo ®: L, — Ly, e o nimero de
prolongamentos é < [L;: Ki(0)], sendo precisamente igual a

(L1 : K1(0)] se p®(x) tem raizes distintas em L,. Combinando estes
resultados, é facil de ver que ® é um prolongamento de ¢, e o
nimero de prolongamentos de ¢ deste tipo é precisamente

[L1: K1 (0)] - gr(q(z)) = [L1 : Ka(0)] - [Ka(0) : Ki] = [Lq : K]

se p?(r) tem raizes distintas em L,. Finalmente, observe-se que

obtemos todos os prolongamentos de ¢ se prolongarmos primeiro a
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K,(0) e depois a L;. Com efeito, se ® é um prolongamento de ¢ a
Li, entdo a sua restrigdo a K;(f) fornece um homomorfismo
injectivo K;(f) — Ly, que é necessariamente um dos prolongamentos

de ¢ fornecidos pela Proposig&o.m ]
Se neste teorema tomarmos K; = Ky = K e ¢ = id, obtemos imediatamente:

Corolario. Dois quaisquer corpos de decomposi¢ao de p(x) € K|[z]| sao isomorfos

(por um isomorfismo que deixa fizos os elementos de K ). n

Exemplo: O polinémio 2% — 2 é irredutivel sobre Q. Formemos a extensao L =
Qlx]/(x* — 2), e seja 6 = = + (2 — 2). J& sabemos (aula anterior) que L é uma
extensao de Q da forma Q(r;), e em L o polinémio 23 — 2 admite uma factorizacao
através do mondémio (x — 6;), nomeadamente (z — 6)(z* + 61z + 67). O polinémio
22 + 0,7 + 62 & irredutivel sobre Q(6,).

[Verifique]

Podemos entao formar uma nova extensao M = Q(60y)[z]/(z* + 61z + 0%). Desig-
nando por 6, o elemento z+(x*+6;+6037) desta extensao, vemos que M = Q(6y, 65).
Em Q(6y, 65)[z] temos finalmente a factorizacao 2% —2 = (x —6;)(x —65)(x —63) de
23 —2 em factores lineares. Portanto, M = Q(6y,6) = Q(61, 0o, 03) é uma extensio
de decomposicao (abstracta) de z* — 2, que tem grau [Q(6;,62,03) : Q] = 3-2 = 6.

Podemos construir uma outra extensao de decomposicao M, considerando o
subcorpo de C gerado por Q e as trés raizes complexas de 2% — 2 (que sdo v/2,
V2(—14iv/3)/2 e ¥/2(—1—iv/3) /2). Pelos resultados que acabamos de ver, existem

isomorfismos M — My que deixam fixos os nimeros racionais e transformam

01,605,605 em qualquer uma das raizes v/2, v/2(—141iv/3)/2, V/2(—1 —iV/3)/2.

A ideia fulcral da Teoria de Galois consiste em substituir um problema de
extensoes de corpos por um problema de teoria dos grupos. Os grupos em questao

sao os que agora introduzimos.

AUTOMORFISMOS DE GALOIS
Seja L uma extensao de K. Um automorfismo ® de L diz-se um K -automorfismo

(ou automorfismo de Galois) se deixa fixos os elementos de K, isto é, ®|x = id.
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Se ®; e &, sao K-automorfismos de L, entao ®; o 5 ainda é um K-automorfismo.
E evidente ento que o conjunto dos K-automorfismos de L, munido da operagao

usual de composicao de fungoes, forma um grupo.

GRUPO DE GALOIS de uma extensao
Chama-se grupo de Galois de uma extensao L de K, que se denota por Gal(L, K),

ao grupo dos K-automorfismos de L.

Como observamos na aula anterior, os automorfismos de Galois ® : L — L de
uma extensao L de K permutam as raizes em L dos polinémios com coeficientes
no corpo de base K. De facto, sendo p(z) € K|z] e § uma raiz de p(z) em L, entao

®(6) é também uma raiz de p(x):

Exemplos: (1) Seja L = Q(v/2). O elemento v/2 tem polinémio minimo z? —
2. Como vimos na aula anterior, qualquer Q-automorfismo ® : L. — L trans-
forma raizes deste polindmio em raizes. Existem, pois, precisamente dois Q-

automorfismos:

50 QV2) — QHV2) 50 QV2) — QW2
aceQ — a e aceQ — a

V2 = V2 V2 = V2

O primeiro é a identidade e o segundo aplica cada elemento a+ bv/2 de @(\/5) em
a — b\/2. Portanto, Gal(L, Q) = {id, ®_ 5}, que é um grupo isomorfo a Z,.

(2) Quanto ao grupo de Galois da extensao C sobre R, como C = R(i), cada
® € Gal(C,R) ¢é completamente determinado por ®(i). Mas, como x* + 1 ¢é
o polinémio minimo de ¢ sobre R, tem-se pela proposicao da aula anterior que
O (i) = +i. Assim, Gal(C,R) = {id, z — z} é também isomorfo a Zs.

(3) Seja L = Q(v/2,V/3). Cada ® € Gal(L,Q) é completamente determinado pela
sua accdo no conjunto {v/2,v/3}. A restricio Plo) Q(v2) — L é um homo-
morfismo injectivo que mantém fixos os elementos de Q. Entao, pela proposicao da

aula anterior, s6 ha duas possibilidades para esta restrigao, como vimos no Exemplo

3
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(1): é a identidade ou aplica cada elemento a + bv/2 de Q(v/2) em a — bv/2. Por-
tanto, ® prolonga o isomorfismo identidade de Q(v/2) ou prolonga o isomorfismo
o_ 5 de Q(v/2). Usando novamente a proposicio da aula anterior, como x> — 3
é o polinémio minimo de v/3 sobre Q(v/2), estes dois isomorfismos de Q(v/2) 6
podem ser prolongados a Q(\/Z \/3) aplicando v/3 em v/3 ou —v/3. Portanto, s6
existem 4 possibilidades para ®: a identidade e

O(v3) = V3, B(/3) — V3

O(V2) = V3, B(v/3) = —V3:
S(V2) = —v/3, D(\3) = —V3.

O grupo de Galois tem, pois, neste caso, 4 elementos, que designamos respectiva-

mente por ®q, Py, Oy, P3:

Dg(a+bV2+eV3) = a+bvV2 4 cV3,
Dy (a+bV2+cV3) =a—bV2 + V3,
Dy(a+bV2+eV3) = a+bvV2 — V3,
®3(a+bV2 +cV3) =a—bvV2 — cV3.

A tabela deste grupo ¢ a seguinte:

Em conclusao, Gal(L, Q) é isomorfo a Zy @ Zs.

(4) Seja K um corpo de caracteristica p tal que K # K?. Se a ¢ K?, o polinémio
q(x) = 2P —a ¢ irredutivel sobre K. Seja L uma extensao de decomposicao de g(z).
Em L temos ¢(x) = (x—60)?, logo L = K(6). Se ® : L — L é um K-automorfismo,
entao ®(0) = 6 e concluimos que ® = id. Isto mostra que, neste exemplo, o grupo
de Galois Gal(L, K) é trivial.



