Aula 26 - Algebra I

Suponhamos que, num determinado sistema de comunicacao, necessitamos de um
c6édigo com, no maximo, ¢* palavras. Poderemos entdo usar todas as palavras
109 ---ay € F’; de comprimento k. Este cédigo serd muito pouco eficiente, uma
vez que a distancia minima entre palavras é igual a 1.

O Teorema da aula anterior diz-nos que, se quisermos aumentar a eficiéncia
deste cddigo, teremos de aumentar a distancia minima entre as suas palavras.
Como poderemos fazer isso? Muito simplesmente, acrescentando a cada palavra

aias - - - ax um bloco cpiq--- ¢, € IE?;‘_’“ tal que, sempre que
! ! /
d(ayag - - ag,ajay---ap) =1

entdo d(Cpq1 - Cn, Chyq -+ - ) € maxima, ou seja, igual a n — k. Se, além disso,
tivermos o cuidado de garantir que d(cp41 - -y, Cyq - C,) = n—k+1—1i sempre
que d(ajay---ag,ajay---ay) = i, teremos um cédigo C com distancia minima
C)=n—k+1.

Os primeiros k simbolos de cada palavra

C:a1a2...akck+1...cn

sao a mensagem original e os n — k simbolos adicionais sao os simbolos de controle.
A funcao ]F'; — [} que aplica a palavra ajas - - - ax na palavra ajag -+ - apCri1 - ¢y
chama-se um esquema de codificacao. Estes esquemas de codificacao fazem parte

de qualquer sistema de comunicagao actual, que pode ser descrito do seguinte

modo:
Mensagem f Mensagem codificada
a (¢ —
Canal de comunicacao | «—Ruido
\
g
Mensagem descodificada Mensagem recebida
a ct+e

A funcdo f é um esquema de codificacio. A funcdo g:Fy — IF’; chama-se
esquema de descodificacao. Os esquemas de codificacao podem ser apresentados
do seguinte modo. Seja H uma matriz (n — k) X n, com entradas em F,, do tipo
H = 1A, I,¢|, onde A é uma matriz (n — k) X k e I, é a matriz identidade de
ordem n — k. Os simbolos de controle ¢xy1, ..., ¢, podem entao ser determinados

a partir do sistema de equacoes He! = 0, onde 0 denota o vector nulo de IFZ_’“.
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Exemplo: Seja H a seguinte matriz 3 x 7 sobre Fs:
101 1100
1101010
1110001
O cédigo definido por H serd constituido pelas palavras ¢ = ajasasascscger, onde os
simbolos de controle cs, ¢4, c; podem ser calculados resolvendo o sistema Hc? = 0,

dados ay, as, as, ay:

a1 + a3 + a4 + ¢35 = 0
a; + as + a4 + ¢ = 0
a; + a2 + as + ¢ = 0

Portanto,
Cs = a1 + az + aq
Ce = a1 + Qg + Qg

Ccr=a1+az+as

pelo que ¢ = (al, ag, a3, 04,01 + Q3 + Qq,01 + A2 + Qgq,071 + G2 + ag). Assim, neste

exemplo o esquema de codificagdo é a funcio linear de F3 em F7, definida por
(a1, a9, a3, aq) — (ay,as,as, ay, a; + ag + ayg, a1 + as + aq, a1 + as + az),
e C é formado pelas 16 palavras
(al, Qg,03, 04,01 + Q3 + Q4,01 + Q2 + A4, 01 + A2 + ag) ai, Gz, 03,04 € IFs.

Em geral, quando os esquemas de codificacao sao dados por aplicacoes lineares,

usa-se a seguinte terminologia:

CODIGOS (n,k)-LINEARES

Seja H = [A, I,,_j] uma matriz (n — k) x n com entradas em F,. O conjunto C dos
vectores n-dimensionais ¢ € Fy tais que H ¢! = 0 diz-se um cddigo (n, k)-linear
sobre F,. A matriz H diz-se a matriz de controle de C. No caso ¢ = 2, C diz-se um

codigo bindrio.

[Note que o conjunto C das solugdes do sistema Hc! =0 de
equagdes lineares é um subespago de dimens&do k do

espago vectorial K]
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Exemplos: Os codigos Cy e C3 da aula anterior sao exemplos de cédigos lineares.

Cy é um cédigo (4, 2)-linear sobre Fy, com matriz de controle

1010
H2: )
01 01

e C3 ¢ um cddigo (6, 2)-linear sobre Fy, com matriz de controle

101000
010100
Hs =
100010
010001
Teorema. Um cédigo (n,k)-linear com matriz de controle H tem distancia

minima §(C) > s+ 1 se e sé se quaisquer s colunas de H sao linearmente inde-

pendentes.

Demonstragao. “=" Suponhamos, por hipdtese, que §(C) > s+ 1. Se H tivesse

s colunas, h;,, hi,, ..., h;,, linearmente dependentes, teriamos
ailhil 4+ CLithQ + -+ aishis =0

para alguns a;,,ai,,...,a;, € F,; nao todos nulos. Mas, entao, a palavra ¢ =

C1C - - - ¢y, definida por

{ 0 sejé {iris... 05}
Cj:

a;, seexiste k€ {1,2,...,s} tal que j = iy

k
pertenceria a C, o que é uma contradicao, pois d(c,0) < s.

“«<"” Suponhamos, por absurdo, que existem ¢, d € C tais que d(c,d) < s. Como C
é linear, c — d € C e, obviamente, d(c —d,0) = d(c,d) < s. Sejam z;,, Tiy, . . ., T;,
as r coordenadas (letras) da palavra ¢ —d nao nulas (r < s). Como c—d € C,
entdo H(c —d)? = 0, ou seja, hy,x;, + hiyxi, + - + h;z;, = 0. Mas isto significa
que as r colunas h;,, hi,, ..., h; de H sao linearmente dependentes, o que é absurdo

por hipdtese. -

Exemplos: Na matriz Hy acima, s = 1, uma vez que ha duas colunas linearmente
dependentes (a primeira e a terceira, por exemplo). Na matriz Hj, quaisquer duas
colunas sao linearmente independentes mas as colunas 1, 3 e 5 sao linearmente

dependentes, pelo que s = 2.
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Vimos na aula anterior que, depois de recebida uma palavra y pelo receptor, a
sua descodificagao, isto é, a determinagao da palavra exacta ¢ que lhe deu origem
(isto é, a palavra enviada pelo emissor), pode ser feita determinando a palavra de
C que estd mais préxima de y (principio do vizinho mais préximo). Claro que isto
pode ser feito por “forca bruta”, determinando a distancia de Hamming entre y e
todas as palavras de C. Mas isto é impraticdavel quando |C| é muito grande!

Em vez da forca bruta, pode usar-se uma abordagem através da matriz H.

Para isso, consideremos o espago vectorial Fy /C formado por todas as classes
a+C:={a+c:ceC}

com a € . Cada classe contém q" palavras e [y, pode particionar-se em s + 1 =

¢" % classes de C:

Fr=@0+C)u@b+C)u---u@¥+c).

A palavra recebida y tem que estar nalguma das classes, digamos a® + C, pelo
que y = a + d para algum d € C. Se c foi a palavra transmitida, entdo o erro
6 dadopore =y —c =a +d—c € a®¥ + C. Portanto, o erro e pertence
a mesma classe da palavra y recebida. Assim, pelo principio do vizinho mais
proximo, para determinar o erro e, e consequentemente a palavra original y — e,

bastard determinar o lider da classe de y:

PESO DE UMA PALAVRA; LIDER DE UMA CLASSE
O peso (de Hamming) de ¢ € F é o niimero de coordenadas nao-nulas de c. Por
outras palavras, o peso de ¢ € F ¢ a distancia d(c, 0).

Um elemento de peso minimo numa classe a + C chama-se um lider de a + C.

E claro que se houver mais do que um lider na classe de y o erro nao podera
ser corrigido, uma vez que o receptor nao conseguira decidir qual dos lideres sera o

vector erro e. Por exemplo, no c6digo (4, 2)-linear binario C com matriz de controle

1110
010 1)

a lista das 4 classes deste codigo € a seguinte:

4
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classe 0 +C = C: 0000 1010 0111 1101

(1000 0010 1111 0101

outras classes: 0100 1110 0011 1001

0001 1011 0110 1100

A classe na segunda linha tem dois lideres: 1000 e 0010. Por exemplo, se a palavra
recebida for a palavra y = 1111 que esta na segunda classe, o vector erro tanto
pode ser 1000 como 0010, ou seja, a palavra original pode bem ter sido a palavra
0111 ou 1101. Isto acontece porque 6(C) = 2 e, portanto, o c6digo nao corrige todos
os erros singulares. Se a palavra y recebida for a palavra 1110 na terceira classe,
o erro s6 podera ser igual a 0100 e, portanto, o receptor descobre imediatamente

o erro: a palavra original sé pode ter sido a palavra 1010.

[Se no canal de comunicagdo s6 ocorrerem no miximo t erros e

d(C) > 2t+1 (portanto C corrige sempre os t eventuais erros), n&o
poderdo existir dois lideres e; e e; na mesma classe; de facto,
se tal fosse possivel, ¢c;: =y —e€; e Cy: =Yy — ey seriam palavras
de C tais que d(cy1,c2) < d(c1,y) +d(y,c2) = d(e,0) + d(e2,0) < t+t,
uma contradigdo com o facto §(C) > 2t + 1]

A classe de cada y pode ser determinada calculando a sua sindrome:

SINDROME DE UMA PALAVRA

O vector S(c) = Hc” de comprimento n — k chama-se a sindrome de ¢ € F}.

Proposicao.
(1) S(c) =0 se e séseceCl.

(2) S(c)=5(d) seesdsec+C=d+C.
Demonstra¢io. (1) E imediato da definicio de C em termos de H.

(2) S(c)=5(d) & Hc"' =Hd" ¢ Hc—-d)' =0 c-deCsc+C=d+C.
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No exemplo anterior,

palavras de C: 0000

1000

0100
outras classes:

0001

1010

0010

1110

1011

0111

1111

0011

0110

1101

0101

1001

1100

(o

e}

0

1
——
Sindromes

(
()
(

ALGORITMO DE DESCODIFICACAO

Dados: palavra y recebida.

(1) Calcular S(y).

(2) Determinar o lider e tal que S(e) = S(y).

(3) A palavra original é a palavra c =y — e.

Exemplo: Consideremos o codigo do exemplo anterior. Se y = 1110 é recebida,
comegamos por determinar S(y) = Hy? = (7).

lider da respectiva classe, ou seja, a 0100. A palavra original era entao igual a

y —e = 1010.

Em coédigos lineares muito grandes é praticamente impossivel listar todas as
classes e determinar os respectivos lideres; por exemplo, um cédigo (50, 20)-linear
bindrio tem aproximadamente 10° classes. Nesse caso, determina-se directamente

o lider da classe da palavra y, determinando a palavra e de menor peso tal que

)|

He® = S(y). No exemplo acima,

1 1 11
HeT:()<:) 0
1 0101

1

O erro e sera entao igual ao

e1+e3=ey
62:1+64

& e=(0100) V e = (1110) V e = (0011) V e = (1110).

O vector (0100) é o que tem menor peso, pelo que e = (0100).



