Aula 3 - Algebra Il

Seja I um ideal de um anel (A,+,:). Como (I,+) é um subgrupo normal
do grupo abeliano (A, +), sabemos da Algebra I que o conjunto A/I das classes
laterais a + [ :== {a +z | x € A}, a € A, forma um grupo abeliano (o chamado

grupo quociente) para a operagao

(a+ 1)+ (b+1):=(a+b)+1.

Exercicio. Dois elementos a e b de A dizem-se congruentes médulo I (e escreve-se
a =b mod I) se pertencem a mesma classe lateral, ou seja, a + I = b+ I. Mostre
que a = b mod [ implica a +x = b+ mod I, ar = bx mod I, e za = zb
mod [ para qualquer x € A e na =nb mod I para qualquer n € Z.

[Recorde: a+I=b+1 sse a—beI]

Mas agora, no contexto dos anéis, temos mais estrutura em A/I:
(a+1)b+1):=ab+ 1 (1)

define outra operagdo em A/I. Com efeito, se a+I =c+1eb+ 1 =d~+ I entao

()
(

a+l=c+l=a—-—cel a—chelsab—cbel

=ab—cdel,
bil=d+leb-delBep-declod-—-cel

isto é, ab+ I = cd + I.
[Observe: a condigdo 3 na definig3o de ideal é decisiva no
passo (*): se I for somente um subanel, (1) pode nio

definir uma operagdo em A/I]
Proposicao. A/I forma um anel relativamente as operagoes
(a+ 1)+ (b+1):=(a+b)+1,
(a+I1)(b+1I):=ab+ 1.

Demonstragio. (A/I,+) é um grupo abeliano (Algebra I) e decorre imediata-
mente da definigao do anel A que a operacao - de A/I é associativa e é distributiva

relativamente a adicao. "

O anel (A/I,+,-) chama-se anel quociente de A por I. E evidente que se A &
comutativo entdo A/I também ¢é comutativo e se A tem identidade 1 entdao A/

também tem identidade (o elemento 1+ I).
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Exemplo: Z/(5) tem 5 elementos:
0+(5),14(5),24+(5),3+(5),4+(5),5+(5) =0+ (5),6 +(5) =1+ (5),...

1+ (5) =4+ (5),—2+(5) =3+ (5),...

Identifiquemo-los simplesmente por [0], [1], [2], [3] e [4], respectivamente.

As tabelas das operagoes do anel Z/(5) sao entao:

+ [0 O] 2 B [4 o [ [2] B8] H
of oy [ 2 38 4 0] | [0} [0] [o] [o] (O]
A 2 B M (o] appor w2 B M
2121 8] [ [0 1] 210 2] [4 [ [3]
B B [4 [0 [A] [2] B0 8] 1] [ [2
4] |4 o] 1] 2] [3] 4]0 4 B 2 [

[E um corpo]

Mais geralmente, para cada n € N, os elementos de Z/(n) sao
0] :=0+ (n),[1] =1+ (n),...,[In—1] :==n—1+ (n).

Em geral, é um anel comutativo com identidade [1]. E um corpo se e s6 se n é
primo.

[Recorde: (Z,\{0},®,) é um grupo sse n é primo]

Por exemplo, para n = 6 existem divisores de zero: [2] - [3] = [0]. Este exemplo
mostra que as propriedades do anel A nao sao necessariamente herdadas pelo anel

quociente: Z é um dominio de integridade mas Z/(6) nao é.

Seja A um anel comutativo com identidade. Vejamos quais ideais dao origem

a anéis quociente que sao dominios de integridade ou corpos.

IDEAL PRIMO

Um ideal P # A do anel A chama-se primo se, para quaisquer a,b € P, ab € P
implicaa € Poub € P.

Exemplos: Seja A = Z. (6) nao é um ideal primo: 3-2 =6 € (6) mas (3) ¢ (6) e
(2) ¢ (6). (5) é um ideal primo:

ab € (5) & 5lab = 5la ou 5[b < a € (5) oub € (5).
[Caso geral: para n>1, (n) é primo sse n é primo]
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(0) = {0} é evidentemente um ideal primo de Z. Com efeito, é ébvio que num anel

A comutativo com identidade, (0) é primo se e s6 se A nao tem divisores de zero.

IDEAL MAXIMAL
Um ideal M # A do anel A chama-se mazimal se, para qualquer ideal I de A, a
propriedade M C I implica I = M ou I = A.

Exemplos: No anel dos inteiros Z, (0) e (10) ndo sdo maximais:
(0) C (10) C (5) C Z.
[Observe: 0 exemplo (0) mostra que, em geral, primo # maximal]
Por outro lado, (5) é maximal:
B)C(mCZ<smb=m=1oum=5<%« (m)="27Zou (m)=(5).
[Caso geral: para n>1, (n) é maximal sse n é primo]
Finalmente, temos:
Teorema. Seja A um anel comutativo com identidade e I um ideal de A. Entao:
(a) A/I € um dominio de integridade se e sé se I é primo.
(b) A/I é um corpo se e sé se I é maximal.

(¢) Todo o ideal mazimal de A é primo.

Demonstragao. J& sabemos que A/l é um anel comutativo com identidade 1+ I.

(a) Portanto, A/I serd um dominio de integridade sse
1+T#0+1 (%)

(a+I)(b+1)=1Iimplicaaecloubel. (*x)

Mas
(x)=l¢lasl#+A

[Verifique: para qualquer ideal [, 1€l & [ = Al
(%) < ab+ I =1 implicaa € T oub € [ < ab € [ implicaa € T oub € I,

pelo que (%) e () significam precisamente que I é primo.
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(b) Agora, A/I serd um corpo sse
1+T#0+1 (%)

qualquer a + I # I é invertivel. ()

Mas

(*x) < para cada (a +I) # [ existe (b+ 1) # I tal que (a+1)(b+1)=1+1 &
paracadaa € A\ I existeb € A\ [ talqueab+ I = 1+ I < paracadaa €
A\ I existe be A\ I tal que ab—1 € I.

Bastara agora observarmos que esta tltima condigao é equivalente a
Jidealde A, IC JC A= J=A4,

para concluirmos que (%) e () significam que I é maximal:

(“=") Seja entdo a € J \ I. Por hipdtese, existe b€ A\ I tal queab—1€ I C J.
Como ab € J, entao 1 € J, logo J = A.

(“<") Reciprocamente, para cada a € A\ I consideremos o menor ideal que

contém [ U{a} (o chamado ideal gerado por I U {a}), ou seja, o ideal
Joi={ra+ylxeAyecl}.

[Verifique: {za+y|z € A,y€l} é um ideal de Al

E evidente que I C J, C A logo, por hipétese, J, = A. Em particular, 1 € J,, ou
seja, 1 é um dos elementos xa +y de J,. Mas 1 =za+y < xa—1=—y € [.
Provamos assim que, para cada a € A\ I, existe b € A\ I tal que ab—1 € I.

(¢c) E consequéncia imediata de (b) e (a): Se I é maximal, A/ é um corpo e, em

particular, um dominio de integridade, logo I é primo. n

Exemplo de aplicagdo do Teorema: No caso A = Z, I = (5) é, como vimos
maximal; dai o facto de Z/(5) ser um corpo, como tinhamos observado no inicio

da aula.

Outras aplicacoes: No proximo capitulo, aos anéis de polinémios.



