ri(x)

ro(x) :

ri(x) :
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O argumento de prova da existéncia, no teorema anterior (Algoritmo de Di-
visdo), pode ser facilmente transformado num algoritmo de célculo do quociente e
do resto (onde, dado um polinémio p(x) = p,x"™ + pp_12" "+ + - -+ + po, de grau n,

designamos por p*°P(x) = p,x" o termo de grau maximo):

ALGORITMO DA DIVISAO

Dados: p(@) = pz” + Pur@™ + -+ po, d() = dp@™ + dpyr 2™+ + do
tal que d,, é invertivel.

Para dividir p(x) por d(x) procede-se por iteragao, do seguinte modo:

Comegando com go(x) =0 e ro(x) = p(x), faz-se em cada passo

i) i)
g(x) =q1(x)+d, g ri(x) =ri(x) —d,, w—md(w) :
Pn®" + ppa x4 pi o ] A ®™ + dy 1™ + -+ diz + do
_pnmn - dijlpndm—lmnil - dq;lpnwnim _‘_d;@l (pnfl - d;nlpndmfl)xnimil +e
()
(pnfl - dalpndmfl)wn_l + - N z ~~
_(pnfl - dalpndmfl)wn_l + - a2()

qi(x)

A iteragao termina quando gr(r;(x)) < m.

Entao faz-se r(x) = r;(x) e ¢(x) = ¢;(x).

[Observe: a analogia entre o algoritmo da divisfo nos anéis A[z]

e o algoritmo da divis&o em Z]
O resultado seguinte é um corolario imediato do Algoritmo de Divisao:

Corolario 1.  Seja C um corpo. Para quaisquer p(x) e d(x) # 0 em Clz],
existem polindmios tnicos q(x) e r(x) tais que p(x) = q(x)d(x) + r(x), com
gr(r(z)) < gr(d(z)). .
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Observamos na Aula 5 que nao é de todo conveniente definir os polinémios com
coeficientes em A como fungoes de determinado tipo, com dominio e valores em A.

No entanto, nada nos impede de definir fungoes de A em A a partir de polinémios
em Alz].

FUNCAO POLINOMIAL
Se p(x) = > pix’ é um polinémio em Afz], a fun¢do p : A — A definida por

pla) = >0 pia’ diz-se func¢ao polinomial associada a p(x).

Exemplo: Seja A = Zy e p(x) = 1+ x + x> A fungio polinomial associada
ao polinémio p(x) é p : Zy — Zy dada por p(a) = 1 + a + a?, para qualquer
a € Zs. Neste caso, temos p(0) = p(1) = 1, e portanto p é uma fungao constante,

apesar de p(x) nao ser um polinémio constante. Em particular, se ¢(x) = 1, temos

p(x) #q(x) ep=q.
O resultado seguinte é outro corolario do Algoritmo de Divisao.

Corolario 2. [Teorema do resto]

Se p(x) € Alz] e a € A, o resto da divisao de p(x) por (x — a) € o polinomio
constante r(x) = p(a). Portanto, p(x) é um maltiplo de (x — a) se e sd se p(a) =
0.

Demonstracao.  Como (x — a) é monico, podemos realizar a divisdo de p(x)
por (x — a), obtendo p(x) = q(x)(x — a) + r(x) com gr(r(x)) < 1 (ou seja,
r(x) é um polinémio constante r(x) = b). Entao a identidade de polinémios

p(x) = q(x)(x — a) + b implica p(a) = b, donde r(x) = p(a). .

RAIZ DE UM POLINOMIO
Um elemento a € A diz-se raiz de um polinémio p(z) = 7" p;x’ de Alz] caso

p(a) = 0. Portanto, p(x) é um multiplo de (& — a) se e s6 se a ¢ uma raiz de p(x).

Outra das consequéncias do Algoritmo de Divisdo (ou mais directamente do
Corolério 2) é o resultado classico sobre o nimero méaximo de raizes de um poli-

némio nao-nulo, que é valido quando A é um dominio de integridade.

Proposigao. Seja D um dominio de integridade. Se p(x) € D[z] e gr(p(x)) =

n >0 entdo p(x) tem no mdzimo n raizes em D.

2
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Demonstracao. Faremos uma demonstracao por inducao sobre n. O cason =0 é
ébvio: p(x) serd um polinémio constante nao-nulo pelo que nao terd raizes em D.

Suponhamos agora, por hipétese de inducao, que o resultado vale para qualquer
polinémio de grau n. Nessas condigoes, seja p() um polinémio de grau n+ 1. Se
p(x) nao tiver raizes em D, ndo ha nada a provar. Caso contririo, se tem uma
raiz a € D entao, pelo Corolario 2, p(x) = g(x)(x — a). Como D é um dominio de
integridade, gr(q(x)) = n. Logo, pela hipétese de indugao, ¢(x) tem no maximo
n raizes. Isto implica que p(x) tem no méximo n+ 1 raizes (porque se b # a é raiz

de p(x) entdo ¢ raiz de ¢(x) pois 0 = p(b) = ¢q(b)(b — a) implica ¢(b) = 0). n

Mas cuidado: no caso geral em que A nao é um dominio de integridade, nao
hé relacao nenhuma entre o nimero de raizes e o grau do polinémio. Por exemplo,
em Z4[x], o polinémio 2z + 2x* é de grau 2 mas tem 4 raizes: 0, 1, 2 e 3. Por

outro lado, 1 + x? é de grau 3 mas sé tem uma raiz: 3.

MULTIPLICIDADE DA RAIZ
Seja D um dominio de integridade. Se a € D é raiz de um polinémio p(x) # 0 de
Dlz], o maior natural m tal que p(x) é multiplo de (x —a)™ diz-se a multiplicidade

da raiz a.

[Exercicio: Prove que a soma das multiplicidades das raizes de
p(z) & < gr(p(z))]

Exemplos: 1+ 2 é de grau 2 e nio tem raizes em R (e, por maioria de razao, em
Qe Z). Em C tem exactamente 2 raizes, i e —i, de multiplicidade 1.

1 —2x + 2x? — 22 + x* ¢ de grau 4 e tem exactamente uma raiz em R, 1, de
multiplicidade 2. Por outro lado, em C tem exactamente 3 raizes (1, i e —i), sendo
a primeira de multiplicidade 2 e as outras de multiplicidade 1 (portanto, neste caso

a soma das multiplicidades iguala o grau do polinémio).

[No préximo capitulo analisaremos melhor esta diferenga entre os
corpos C e R: em C[z| a soma das multiplicidades das raizes de
qualquer polinémio de grau n é exactamente n; em R[z| a soma das

multiplicidades das raizes de qualquer polinémio de grau n ndo

excede n, podendo ser menor que n]

[Dir-se-a que C é, ao contrario de R, um corpo

algebricamente fechadol



