Aula 8 - Algebra Il

O facto de, no caso de A ser um corpo, o algoritmo da divisdo em A[z] ser

sempre aplicavel, tem, como em 7Z, outra consequéncia importante:

Teorema. Seja C' um corpo. Em C|x] todo o ideal € principal.

Demonstragao. Seja I um ideal de C[z]. Se I = {0}, entao I = (0) é um ideal
principal. Podemos pois admitir que I # {0}. Neste caso, provaremos mais do
que ¢ exigido no enunciado do resultado, nomeadamente que existe um polinémio
moénico m(x) € C|zx], Gnico, tal que I = (m(x)).

Consideremos entao o conjunto
N ={neNy| existe s(x) € I, gr(s(x)) = n}.

E claro que, como I # {0}, N é ndo-vazio, pelo que tem um minimo. Seja m(a)um
polinémio em I de grau igual a esse minimo (podemos supor que m(x) é monico;
com efeito, se nao fosse, isto é, se o coeficiente do termo de maior grau fosse igual
a a # 1, poderiamos sempre considerar o polinémio n(x) = a m(x) € I).
Provemos que I = (m(x)). Como m(x) € I, é ébvio que (m(x)) C I. Por outro
lado, se p(x) € I, usando o algoritmo de divisao temos p(x) = q(x)m(x) + r(x),
onde gr(r(x)) < gr(m(x)). Dado que I é um ideal, podemos concluir que r(x) =
p(x) — q(x)m(x) € I. Mas entdo r(x) sé pode ser igual a 0 pois, com excepgao
do polinémio nulo, nao pode haver nenhum polinémio em I de grau inferior a
gr(m(x)). Assim, p(x) é um multiplo de m(zx) pelo que pertence ao ideal (m(x)).
Para provar a unicidade de m(x), suponhamos I = (n(x)), onde n(x) € C|z]

é moénico. Da igualdade (m(x)) = (n(x)) segue

{ m(@) = pi () n(z)

n(x) = pa(x) m(z)

para alguns polinémios p;(x), p2(x), donde m(x) = pi(x)p2(x)m(x). Como C|z]

(*)

¢ um dominio de integridade, podemos cancelar m(x) # 0 a esquerda e concluir

que p(z)pa(z) = 1.

[Num dominio de integridade, a lei do cancelamento para o
produto vale para elementos # (0: se ba =ca ou ab=ac, com a#0,

entdo b=rc (pois ba=ca< (b—cla=0=b—c=0<b=0)]

Entao gr(pi1(x))+gr(p2(x)) = 0 e, consequentemente, p;(x) e pa(x) sdo polinémios
constantes. Como m(x) e n(x) sdo moénicos, entao de (x) segue p;(x) = po(x) =1

e n(x) = m(x). u
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[Observe mais esta analogia entre os anéis C[z] e Z:

Clz] é, tal como Z, um dominio de ideais principais]

Exemplos: Z[x] ndo é um dominio de ideais principais; por exemplo, o ideal (2, x)
nao é principal.

[Verifique]

Mais geralmente, se A é um anel comutativo com identidade, a demonstracao
acima de que um ideal I de A[z] é principal consegue fazer-se desde que o coeficiente
do termo de maior grau do polinémio m(x) (que agora nao é necessariamente
monico) seja invertivel em A. Este nado é o caso do ideal (2, ) em Z[x|: qualquer

polinémio m(x) € (2,z) de grau minimo é uma constante # 1, —1.
Corolario. Sejam pi(x),...,p,(x) polindmios em Clx]|, onde pelo menos um é
nao-nulo. Entdo existe um tnico polindmio mdnico d(x) € C[z] tal que:

(1) d(@) | pi(®) (i =1,2,...,n).

(2) Sec(x) € Clz] ec(x) | pi(x) (i=1,2,...,n) entao c(x) | d(x).

Além disso, d(x) pode ser escrito na forma

d(@) = ri(2)p1(x) + - - + 1o (@)pa() (%)
com ri(x),...,ro(x) € Clz].
Demonstragao.  Consideremos o ideal (pi(x),...,pn(x)), que é ndo-nulo. Pela

demonstragao do Teorema, existe um polinémio ménico d(x), inico, tal que

(p1(@), - .., po(@)) = (d(@)).

Como cada p;(x) € (d(x)), a condi¢do (1) é ébvia, enquanto (x) é consequéncia
imediata do facto de d(x) pertencer a (pi(x),...,p.(x)). Quanto a (2), é con-

sequéncia de (k). n

Por outras palavras, d(x) é um divisor comum de py(x), ..., p,(x), e é miltiplo

de qualquer outro divisor comum destes n polinémios.

MAXIMO DIVISOR COMUM

O polinémio d(x) diz-se o mdzimo divisor comum de py(x),...,p,(x) e escreve-se
d(x) = mdc (p (), . .., pn()).
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Analogamente, também existe um tnico polinémio ménico m(x) tal que

(p1(z)) NN (pa()) = m(z).
Neste caso:
(1) pi(z) | mlx) (i =1,2,...,n).
(2) Se c(x) € Clz] e pi(x) | c(z) (i =1,2,...,n) entio m(z) | c(x).

Portanto, m(x) é maltiplo comum de pi(x),...,p,.(x), e é divisor de qualquer

outro polinémio que seja multiplo comum destes n polindémios.

MINIMO MULTIPLO COMUM
O polinémio m(x) diz-se o minimo multiplo comum de p1(x), ..., p,(x) e escreve-se

m(x) = mme (p1(x), . .., pa(@)).

Uma vez que, tal como nos inteiros,

pi(x) = q(@)pa() + 7(x) = (p1(2), p2(2)) = (p2(), (),

o algoritmo de Euclides para o cédlculo do maximo divisor comum mantém a sua

validade em C'lz].

ALGORITMO DE EUCLIDES

Sejam p1(x), p2(x) € Clz], com py(x) # 0.

Se pa() | pa(), entio mde (py (), pa()) = ().

Se pa(x) 1 p1(x), usamos o algoritmo da divisao repetidamente do seguinte modo:

pi(x) = qu(x)p2(x) + 71 () 0 < gr(r(z)) < gr(ps(z))

p2(x) = @2(z)r1(z) + ra2(z) 0 < gr(ra(z)) < gr(ri(z))

ri(x) = gs(x)ra(x) + r3(x) 0 < gr(rs(z)) < gr(ra(z))
ri—2(x) = q(x)ri—1(x) + r(x) 0 < gr(r(z)) < gr(ri-i(z))
re-1() = qry1(x)r(z

Como gr(pa(x)) é finito, o processo terd que parar ao cabo de um niimero finito de

passos. Seja a o coeficiente de maior grau do ultimo resto nao-nulo r(x). Entao

mde (py(x), p2()) = a”'ry().
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Exemplo: O algoritmo de Euclides aplicado aos polinémios
m(x) =22° + x* + 2 + 2 € F3[x], pa(x) = 2 + @ + 2 € F3[x]
da:
28 + P+ +2 = (22 + 1) (x* + 2 +2x) +x +2

' +z*+2z = (P+x’+2x+1)(z+2)+1

x+2 (x+2)1.

Portanto mdc (p1(x), pa(x)) = 1 e p1(x) e pa(x) sdo primos entre si.

Além disso, a partir da pentltima divisao, obtemos sucessivamente:

1 = (*4+2*+22) — (2° + 2+ 2z + 1)(z +2)
= m(@) = (@ + 2" + 22+ 1)(p(2) — (22" + Lpo(a))
= —(@®+ 2" + 2z + Upi(x) + (1 + 22° + D)pa()
= (22 + 22 +x + 2)pi(x) + (222 + 2)pa(x).



