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Introducao

Estas notas incluem com algum pormenor os principais conceitos e resultados
apresentados nas aulas tedricas, completados aqui e acold com alguns exemplos,
observacgoes e exercicios. Espera-se que sejam um auxiliar valioso para o curso,
que permita uma maior liberdade nas aulas, na explicacao tedrica dos assuntos,
substituindo uma exposi¢ao com grande pormenor formal por uma que realce a
motivagao e os aspectos intuitivos desses mesmos conceitos e respectivas inter-
relagoes, e que por outro lado sejam um estimulo a atencao e participacao activa

dos estudantes.

Devem ser encaradas como um mero guiao das aulas, e portanto nao sao um
seu substituto. Na sua elaboracao baseamo-nos fundamentalmente nos livros [2],
[12] (para o Capitulo 3), [8] (para as construgbes com régua e compasso) e [9]

(para o Capitulo 4).

Assumem-se alguns preliminares, nomeadamente:
e matéria dada na disciplina de Algebra L.
e conhecimentos bésicos de Teoria dos Nimeros.
e conhecimentos gerais de Algebra Linear.

e a “maturidade matematica” que se espera de estudantes do terceiro ano da

licenciatura em Matematica.

No desenvolvimento do programa seguir-se-a a recomendacao de fundo ex-

pressa no programa minimo da disciplina:

“... que se faca uma abordagem com um grau de abstraccao algo apurado,

de acordo com o facto de se tratar de uma disciplina do terceiro ano da licen-
ciatura, mas sem esquecer que a dlgebra pode apresentar-se com um olhar nas
aplicacoes, que os seus temas, ‘cldssicos’, ou ‘modernos’, foram e vao sendo ori-
ginados por problemas concretos, e que alguns dos seus topicos mais interessantes
tém origem em questoes compleras da geometria e da andlise. Nesta perspec-
tiva, deverd incluir-se no programa a resolucao de problemas cldssicos sobre as
construgoes com régua e compasso, a resolucao de equagoes através de radicais e

diversas aplicagoes modernas da teoria dos corpos finitos a teoria dos cddigos.”






1. Anéis e corpos

Uma das caracteristicas da matematica do tltimo século foi a sua tendéncia para
a abstraccdo. A teoria moderna dos anéis é um dos frutos dessa abstraccdo e a
forma em que é estudada e ensinada hoje em dia, sendo resultado do trabalho de
muitos matemaéticos no século XX, tem, no entanto, as suas origens no século XIX,
em duas fontes distintas: em Richard Dedekind (1831-1916), que introduziu em
1871 a nogao de ideal, no seu trabalho de generalizacao do Teorema Fundamental
da Aritmética (da factorizacdo tinica em primos) a contextos mais abstractos, e
no trabalho de David Hilbert (1862-1945), Edmund Lasker (1868-1941) e F. S.
Macaulay (1862-1927) em anéis de polinémios.

O pioneiro no tratamento abstracto da teoria dos anéis foi Adolf Fraenkel
(1891-1965) com o artigo “On the divisors of zero and the decomposition of rings”.*
Este artigo contém a primeira caracterizacao axiomatica da no¢ao de anel, embora
nao seja a utilizada hoje em dia. O seu objectivo era sair do estudo particular dos
corpos, de modo a obter uma teoria suficientemente geral para poder ser aplicada
aos inteiros médulo n, aos numeros p-adicos e aos sistemas de “numeros hiper-
complexos”. A definigdo actualmente utilizada de anel (comutativo) parece ter
aparecido pela primeira vez em 1917, num artigo do matemaético japonés Masazo
Sono intitulado “On congruences” .

O matematico que mais contribuiu para o avanco do ponto de vista abstracto
na teoria dos anéis foi uma mulher, Emmy Noether (1882-1935). E costume
apontar-se o seu artigo “Ideal theory in rings’® de 1921 como origem da teo-
ria abstracta dos anéis. O seu tratamento axiomdtico, muito elegante, constituiu
uma novidade ao tempo.? Neste artigo, Noether estende o trabalho de Hilbert,
Lasker e Macaulay nos anéis de polinémios a anéis mais gerais. Num artigo subse-
quente, ® faz num anel abstracto o que Dedekind tinha feito para anéis de niimeros
algébricos.

A ideia revolucionéria de trabalhar de modo abstracto com anéis e seus ideais
— devida a Fraenkel, Sono e Noether — conduziu ao contexto “certo” para o
estudo da factorizacao prima e criou a area que hoje é chamada Algebra Comu-

tativa. Em 1931 o livro famoso de van der Waerden’s® colocou todas estas ideias

! Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik 145 (1914) 139-176.

2 Memoirs of the College of Science of Kyoto 2 (1917) 203-226.

3 Mathematische Annalen 83 (1921) 24-66.

4Nas palavras de Kaplansky, “The importance of this paper is so great that it is surely not
much of an exaggeration to call her the mother of modern algebra”.

5 Abstract study of ideal theory in algebraic number- and function-fields, Mathematische An-
nalen 96 (1927) 203-226.

8 Modern Algebra, Springer-Verlag, Berlim, 1931.
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a disposicao de uma nova geracao de algebristas.

Porqué (—1)(—1) = 17 Mais geralmente, porqué (—a)(—b) = ab? E a-0 =07
Estas sao questoes que fazem parte do problema geral de justificacao légica das
leis de operagao com os niimeros negativos e que nos conduzem aos conceitos de

anel (e dominio de integridade).

ANEL
Um anel (A, +,-) é um conjunto A com duas operagoes bindrias, que denotaremos

por + e -, tais que:
(1) (A,+) é um grupo abeliano.
(2) - é associativa; ou seja,

(a-b)-c=a-(b-c) para quaisquer a,b,c € A.

(3) - é distributiva relativamente a +; ou seja,

a-(b+c)=a-b+a-c

(b+c)-a=b-a+c-a

para quaisquer a, b, c € A.

Usaremos simplesmente a letra A para designar um anel arbitrario (4, +, ).
Um anel A diz-se comutativo se - é comutativa e chama-se anel com identidade (ou
anel unitdrio) se a operac¢ao - possui um elemento neutro (chamado identidade)
— ou seja, se existe um elemento 1 em A tal que a-1 = 1-a = a para qualquer
a € A

Designacao Notacao O que representa ‘

Zero do anel 0 neutro de +
Simétrico de a € A —a inverso de a no grupo (A, +)
Multiplo de a € A na a+a+---+a (n € Z parcelas)
Identidade do anel 1 neutro de -, caso exista
Inverso de a € A a=! inverso de a em (A4, ), caso exista
Poténcia de a € A a” a-a-----a(n€Z" factores)

a™" al a7t ... a7l (n € Z" factores)
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Exercicio. Verifique, por inducao, que, para quaisquer a1, ag, - , an, b1,b2, -+ , by

em A, se tem:
(a) a(by +ba+ -+ by) =aby +aby + - - - aby,.

(b) (a1 +az+---4an) (b1 + b2 + -+ by) = arby + a1by + - - - + arby, + azby +
a2b2+"‘+a2bm+"'+anbl+anb2+"'+anbm-

Exemplos de anéis:
(1) (Z,+,.), (@, +,.), (R, +,.) e (C,+,.).
(2) (nZ,+,-) (n=1,2,...). [para n > 2 n8o é unitario]
(3) (Zn,®n,®n) (n=1,2,...). (Z,, = {0} para n =1]
(4) O conjunto M,,(Z) das matrizes quadradas de ordem n (n € N) com elemen-
tos inteiros, munido das operacoes de adicao e multiplicacao de matrizes.
[para n > 2 n8o é comutativo]

Mais geralmente, M, (A) para qualquer anel A.

(5) (P(X),A,N) para qualquer conjunto X # .
[recorde: AAB:=(AUB)—-(ANDB)] 0=0, 1=X]
[anel comutativo com identidade]

[observe: AAA=0, ANA=A]
Proposicao 1.1 Seja A um anel. Para quaisquer a,b € A tem-se:

(a) a-0=0-a=0.

Demonstragdo. (a) a-0 =a-(04+0) =a-0+a-0, o que implica, pela lei do
cancelamento valida em qualquer grupo, a - 0 = 0. Analogamente, 0-a = 0.

(b) Usando a alinea (a), ab+(—a)b = (a+(—a))b = 0-b = 0, donde (—a)b = —(ab).
Analogamente, a(—b) = —(ab).

(c) Pela alinea (b) tem-se (—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)). Mas, em qualquer
grupo, —(—(ab)) = ab. Logo (—a)(—b) = ab. "

Assumiremos sempre que num anel com identidade 1 # 0. Com efeito, por
1.1(a), se 0 = 1 entao, para qualquer a € A, a =a-1=a-0=0¢e o0 anel A
reduz-se ao caso trivial A = {0}.

Em
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e 7Z:ab=0=a=00ub=0

e 7g:2-3=2R®g3=0

cwa [][50]-[00)

Um elemento a € A, diferente de zero, diz-se divisor de zero caso exista b € A,

diferente de zero, tal que ab = 0 ou ba = 0. No primeiro caso diremos, mais

especificamente, que o divisor de zero é um divisor de zero a esquerda, € no segundo
caso que é um divisor de zero a direita.

[Portanto, Z nfo tem divisores de zero, enquanto Zg

e My(Z) tém]

Quando é que a lei do cancelamento para o produto
Va,b,c € Ac#0 e (ac = bc ou ca = cb) = a =]

¢é valida num anel? Precisamente quando A nao tem divisores de zero.

[Exercicio: Verifique]

DOMINIO DE INTEGRIDADE
Um dominio de integridade é um anel comutativo com identidade A # {0} sem
divisores de zero (ou equivalentemente, onde a lei do cancelamento para o produto

é valida).

Em
e 7: s6 1 e —1 sao invertiveis para a operacao -
e Q: todos os elementos # 0 tém inverso.
Chama-se unidade do anel a qualquer elemento que tenha inverso. Designando

por A* o conjunto das unidades de A, é evidente que (A*,-) constitui um grupo.

[Exercicio: Verifique]

ANEL DE DIVISAO E CORPO
Um anel de divisdo é um anel A com identidade tal que A* = A —{0}. A um anel
de divisao comutativo chama-se corpo. Portanto, um corpo é um anel comutativo

com identidade onde todo o elemento # 0 possui inverso.
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Todo o corpo é um dominio de integridade. Com efeito, se a tem inverso entao

nao é divisor de zero:
ab=0<aYab)=a1-0b=0.

Em conclusao:

/ Anéis

27 M, (2Z)
/" Anéis com identidade N
/ Anéis comutativos com identidade \ M, (Z)
/ Dominios de integridade \
Corpos Anéis de divisao
/s Z
QR H
(n nado primo) 2] '
C,Zp (p primo)
o P

-

Z, é um exemplo de dominio de integridade que nao é corpo. Nenhum exemplo

destes pode ser finito:

Teorema 1.2 Todo o dominio de integridade finito é um corpo.

Demonstragao.  Seja D = {0,dy,ds,...,d,} um dominio de integridade finito.
Para cada i € {1,2,...,n} consideremos os produtos d;dy,dads,...,d;d,. Sao
distintos dois a dois: d;d; = didy, < d;(d; — di) = 0; como d; # 0 e D nao tem
divisores de zero, necessariamente d; — dj, = 0, isto é, d; = dj.

Assim, os produtos d;dq, dads, . . ., d;d, percorrem todos os elementos nao nulos
de D; em particular, existe j tal que d;d; = 1, o que significa que d; ¢ invertivel.

Portanto, todo o elemento nao nulo de D é invertivel, logo D é um corpo. [
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SUBANEL

S C A é um subanel de A se S é fechado para + e - e forma um anel para estas

operacoes.

Exemplos: 2Z, 37, 47, ... sao subanéis de (Z, +, ).
Qualquer anel A possui sempre os subanéis triviais {0} e o préprio A. Qualquer

outro subanel de A diz-se subanel proprio.

Proposicao 1.3 Um subconjunto S de um anel A € um subanel se e s6 se as

sequintes condicoes se verificam:
(1) S#0.
(2) Para cadax,y€ S,z —ye€Ss.

(3) Para cada x,y € S, zy € S.

Demonstracao. Exercicio. [
Mais exemplos:

o Z[v/-5]:={a+byv—5|a,b€ Z} é um subanel de (C,+,-).

0
° {[ g ] :aGZ} é um subanel de M>(Z).

a

IDEAL
Um subanel I de A diz-se um ideal se, para cada a € A e cada z € I, ax e za

pertencem a I.

Exemplos:

3 £72)

N[

e 7 é um subanel de Q mas nao é um ideal (1 -
e nZ é um ideal de Z (n € Np).

[Observe o paralelismo com a teoria dos grupos: os subanéis corres-

pondem aos subgrupos e os ideais correspondem aos subgrupos normais]

Da proposicao anterior decorre imediatamente que:

Proposicao 1.4 Um subconjunto I de um anel A € um ideal se e s6 se as sequintes

condicdes se verificam:
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(1) IT#0.
(2) Para cada x,y €I, x —ye€l.

(3) Para cadaac Aexcl,axr €l exacl. ]

Mais exemplos: Seja A um anel comutativo e a € A.
e {za |z € A} é um ideal de A. [pode n&o conter a]

e O menor ideal de A contendo a é o ideal
(a) :={zxa+na|xze€ AnecZ}.
Diz-se o ideal principal gerado por a. Se A for também unitério,

(a) = {xa |z € A}.

Seja A um anel comutativo. Um ideal I de A diz-se principal se existe algum
a € Atal que I = (a).

Exemplo: Em Algebra I observaram que os subconjuntos nZ, n = 0,1,2,..., sao
os unicos subgrupos de (Z,+). Portanto, nZ, n = 0,1,2,..., sdo os Unicos ideais
de (Z,4+,-). Como nZ = (n), sao todos principais.

[Z diz-se um dominio de ideais principais]

Seja I um ideal de um anel (A,+,-). Como (I,+) é um subgrupo normal
do grupo abeliano (A, +), sabemos da Algebra I que o conjunto A/I das classes
laterais @ + I := {a+z | x € A}, a € A, forma um grupo abeliano (o chamado

grupo quociente) para a operagao

(a+ 1)+ (b+1):=(a+b)+1.

Exercicio. Dois elementos a e b de A dizem-se congruentes médulo I (e escreve-se
a =b mod I) se pertencem a mesma classe lateral, ou seja, a+1 = b+ I. Mostre
que a = b mod I implica a+x =b+x mod I, ax = bxr mod I, e xa = xb
mod [ para qualquer x € A e na = nb mod I para qualquer n € Z.

[Recorde: a+I=0b+1 sse a—bel]

Mas agora, no contexto dos anéis, temos mais estrutura em A/I:

(a+I)b+1I):=ab+ 1 (1.4.1)
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define outra operagao em A/I. Com efeito, se a+I =c+1eb+ I =d+ I entao

a—i—I:c—i—I(:)a—ceIQ(a—c)bEI@ab—chI

=ab—cdel,

b+l=d+leb-—delZcbh-declocb--clel

istoé, ab+1=cd+ 1.
[Observe: a condigdo 3 na definicdo de ideal é decisiva no
passo (*): se I for somente um subanel, (1.4.1) pode ndo

definir uma operagdo em A/I]
Proposicao 1.5 A/I forma um anel relativamente das operacgoes
(a+I)+(b+1):=(a+b)+1,
(a+I)(b+1I):=ab+ 1.
Demonstragao. (A/I,+) é um grupo abeliano (Algebra I) e decorre imediata-

mente da definigao do anel A que a operagao - de A/I é associativa e é distributiva

relativamente a adicao. m

O anel (A/I,+,-) chama-se anel quociente de A por I. E evidente que se A é
comutativo entdo A/I também é comutativo e se A tem identidade 1 entdao A/I

também tem identidade (o elemento 1+ I).
Exemplo: Z/ (5) tem 5 elementos:
0+ (), 1+(5),2+4(5),3+(5),4+(5),5+(5) =0+ (5),6+(5) =1+(5),...

—14B)y=445B),—-2+(B)=3+(5),...

Identifiquemo-los simplesmente por [0], [1], [2], [3] e [4], respectivamente.

As tabelas das operagoes do anel Z/ (5) sao entao:

+ [0 O] 2] B8] [4 o 0] 2] B [
o [ [of 1] 2] B [4 o] | [o] [0} [0} [o] [0]
A ap 20 Bl [ (o] appor o 2B
21121 B[4 [0 1] 2o 2[4 [ [3]
Bl | B @ [0 [ [2 B[O B [ [4 [2
[ ] o [moR B 4 [ o] 4 B[]

[E um corpo]
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Mais geralmente, para cada n € N, os elementos de Z/ (n) sao
0] :=04+(n),[1]:=1+(n),...,[n—1]:=n—1+(n).

Em geral, é um anel comutativo com identidade [1]. E um corpo se e sé se n é
primo.

[Recorde: (Z, —{0},®,) é um grupo sse n é primo]

Por exemplo, para n = 6 existem divisores de zero: [2] - [3] = [0]. Este exemplo

mostra que as propriedades do anel A nao sao necessariamente herdadas pelo anel

quociente: Z é um dominio de integridade mas Z/ (6) nao é.

Seja A um anel comutativo com identidade. Vejamos quais ideais dao origem

a anéis quociente que sao dominios de integridade ou corpos.

IDEAL PRIMO
Um ideal P # A do anel A chama-se primo se, para quaisquer a,b € A, ab € P
implica a € P ou b € P.

Exemplos: Seja A = Z. O ideal (6) nao é um ideal primo: 3-2 = 6 € (6) mas
3¢ (6) e2¢ (6). Por outro lado, (5) é um ideal primo:

ab € (5) < 5lab = 5la ou 5|b < a € (5) oub e (5).
[Caso geral: para n>1, (n) é primo sse n é primo]

(0) = {0} é evidentemente um ideal primo de Z. Com efeito, é ébvio que num
anel A comutativo com identidade, (0) ¢ primo se e s6 se A nao tem divisores de

Zero.

IDEAL MAXIMAL
Um ideal M # A do anel A chama-se maximal se, para qualquer ideal I de A, a
propriedade M C [ implica I = M ou I = A.

Exemplos: No anel dos inteiros Z, (0) e (10) ndo sdo maximais:
(0) C (10) C (b) C Z.
[Observe: 0 exemplo (0) mostra que, em geral, primo = maximal]

Por outro lado, (5) é maximal:
BGYCTmyCZemlb=m=1loum=5< (m)=7Zou (m)=(5).
[Caso geral: para n>1, (n) é maximal sse n é primo]

Finalmente, temos:
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Teorema 1.6 Seja A um anel comutativo com identidade e I um ideal de A.

Entao:
(a) A/I € um dominio de integridade se e sé se I é primo.
(b) A/I € um corpo se e sd se I é mazimal.

(¢) Todo o ideal mazimal de A € primo.

Demonstragdo. Ja sabemos que A/I é um anel comutativo com identidade 1+ I.

(a) Portanto, A/I serd um dominio de integridade sse
1+4T1#0+1 (%)

(a+I)(b+1I)=11implicaa eI oubel. (*x)

Mas
x)eldlasI#A

[Verifique: para qualquer ideal I, 1€l < I = A]
(%) < ab+ 1 =1 implicaa € oube I < abe I implicaa € loubel,
pelo que (%) e (xx) significam precisamente que I é primo.
(b) Agora, A/I serd um corpo sse

1+T1#0+1 (%)

qualquer a + I # I é invertivel. (xx)

Mas

(%) < para cada (a+I) # [ existe (b+ 1) # I tal que (a+1)(b+1)=1+1<
paracadaa € A — I existeb € A—Ttalqueab+ I =1+ 1 < paracadaa €
A—Texistebe A—Ttalqueab—1€ 1.

Bastard agora observarmos que esta iltima condicao é equivalente a
Jidealde A, ICJCA=J=A,

para concluirmos que (x) e (xx) significam que I é maximal:

(“=") Seja entdo a € J —I. Por hipdtese, existe b€ A—T tal queab—1€ 1 C J.
Como ab € J, entdao 1 € J, logo J = A.

(“<=") Reciprocamente, para cada a € A — I consideremos o menor ideal que

contém I U {a} (o chamado ideal gerado por I U{a}), ou seja, o ideal

Jo:={za+y|lxeAyecl}
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[Verifique: {zxa+y|x € A,y€l} é um ideal de A]

E evidente que I C J, C A logo, por hipétese, J, = A. Em particular, 1 € J,, ou
seja, 1 € um dos elementos xa +y de J,. Mas 1 = 2xa+y < za—1=—y € I.
Provamos assim que, para cadaa € A — I, existebe A— I tal queab—1¢€ 1.

(¢) E consequéncia imediata de (b) e (a): Se I é maximal, A/I é um corpo e, em

particular, um dominio de integridade, logo I é primo. [

Exemplo de aplicacao do Teorema: No caso A = Z, I = (5) é, como vimos, maxi-

mal; dai o facto de Z/ (5) ser um corpo, como tinhamos observado anteriormente.
Outras aplicagoes: No proximo capitulo, aos anéis de polinémios.

A definigao das operagoes no anel quociente A/I garante que a passagem de

A a A/I preserva as operagoes do anel. Com efeito, a aplicagao

p:A — A/l
a — a+1

satisfaz, pela maneira como definimos as operagoes em A/I, as propriedades
p(a+b) = p(a) + p(b)

p(ab) = p(a)p(b),

para quaisquer a,b € A.

HOMOMORFISMO DE ANEIS
Sejam A e B dois anéis. Uma aplicacao f : A — B diz-se um homomorfismo de
anéis se, para quaisquer a,b € A, f(a+b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(a)f(b).

Portanto, p : A — A/I é um homomorfismo, claramente sobrejectivo.

APLICACAO 1: Critérios de divisibilidade para os inteiros

Vejamos outro exemplo de homomorfismo. Consideremos a aplicagao f, : Z — Zp,
do anel (Z,+,-) no anel (Z,,, ®m, @m) que a cada inteiro a faz corresponder a

mod m, isto é, o resto da divisao de a por m.

[Verifique: f,,, é um homomorfismo de anéis]
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Seja a = anay_1 - - a1a¢ um inteiro com n + 1 algarismos, escrito na base decimal.
Como a = 10"a,, + 10" ta,_; + - - + 10a; + ag, entdo, usando o facto de que f,

é um homomorfismo de anéis, temos

fm(a) = fm(lon)®fm(an)@fm(lon_l)(gfm(anfl)@' ’ '@fm(10)®fm(al)@fm(a0)

No caso m =9, como fy9(10™) = 1, para qualquer natural n, obtemos

fola) = folan) ® fo(an—1) ®--- @ folar) @ fo(ao)
= folan+an—1+---+ a1+ ag),

0 que mostra que a = a, + ap—1 + -+ a1 + ag (mod 9). Portanto,
um inteiro € divisivel por 9 sse a soma dos seus algarismos o €.
Como também f3(10™) = 1, o mesmo critério vale para o 3:

um inteiro € divisivel por 8 sse a soma dos seus algarismos o é.

Temos agora uma receita para obter critérios uteis de divisibilidade por m,

desde que f,,(10™) seja dado por uma expressao simples:

m=11:
i (107) = { 1 sen (? Par
—1 sen é impar
pelo que
Anan_1 -+ aag € divisivel por 11 sse (—1)"a, + (=1)"ta,_1 +---— a1 +ag o é

m=2,5: nestes casos f,(10") = 0 logo

Apln—1 - arag € divisivel por 2 (resp. 5) sse ag o é.

B
N

0 sen>2

f4(10")={ 2 sen=1

logo
ApQn_1 -+ -a1ag € divisivel por 4 sse 2a1 + ag o €.

m=6: fs(10") = 4 logo

Anlp_1 - a10q € divisivel por 6 sse 4a, + 4an,_1 + -+ 4a1 4+ ag o €.
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Estes exemplos ilustram bem a ideia de como um homomorfismo de anéis,
bem escolhido, permite transferir um problema num determinado anel (no caso
presente, saber se um inteiro é divisivel por um determinado m) para outro anel,

onde se torna mais facil de resolver.

APLICAQAO 2: Prova dos nove

Consideremos novamente o homomorfismo fg9 : Z — Zg. Como se trata de um

homomorfismo, entao
a-b=c= fola) 9 fo(b) = fo(c). (1.6.1)

Portanto, se fo(a)®g fo(b) # fo(c), necessariamente a-b # c. Por exemplo, 27 x 12
nao é igual a 334 pois f9(334) = 1 (ou seja, “334 noves fora” é igual a 1) enquanto
fo(27) = 0 e fo(12) = 3 (ou seja, “27 noves fora” é igual a 0 e “12 noves fora” é
igual a 3). De facto, 27 x 12 = 324. Esta é a “prova dos nove” ensinada na escola

priméria.

[Cuidado: 0O reciproco de (1.6.1) nfo é valido (por exemplo,
f9(378) = 0 mas 27 x 12 # 378); portanto, se a prova dos nove numa
multiplicagdo der certa n8o significa que a multiplicagdo esteja

certa.]

As fungbes também permitem transferir a estrutura de uma &dlgebra para um
conjunto sem estrutura. Por exemplo, seja f a fungao do anel quociente Z/ (p) no

conjunto Z, = {0,1,2,...,p — 1} que a cada a + I faz corresponder a mod p.
[Verifique: f & uma bijecg8o]
Entdo Z, herda a estrutura de Z/ (p) se definirmos em Z, as operacoes
a®db=fla+1)® f(b+1):= f((a+I)+(b+1I)) = f(a+b+I)=(a+b) modp
(isto é, a adigdo médulo p) e
a®@b=fla+I)® f(b+1):=f((a+1)(b+1))= f(ab+1)=ab mod p

(a multiplicacao médulo p). Z, com esta estrutura herdada de Z/ (p) é um corpo

finito e f é um homomorfismo bijectivo.

[Veremos no tltimo capitulo do curso que todo o corpo finito &
necessariamente de ordem p" para algum primo p e algum natural n
e que para cada p" existe precisamente um corpo (a menos de
isomorfismo) de ordem p™. Este corpo chama-se corpo de Galois

de ordem p" e denota-se por [Fyn. Assim, F,=17,.]
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ISOMORFISMO DE ANEIS

A um homomorfismo de anéis bijectivo chama-se isomorfismo.

Portanto, f é um isomorfismo de corpos.

Por exemplo, por f, as tabelas das operacoes em Z/ (5) sao transformadas em

G0 1 2 3 4 ® |0 1 2 3 4
0 (0 1 2 3 4 010 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
4 14 0 1 2 3 4 10 4 3 2 1

e (Z/(5),4,-) é um corpo isomorfo a (Zs, B5, Xs5).

CARACTERISTICA
Seja A um anel com identidade. Se existir algum n € N tal que nl = 0, ao menor
deles chama-se caracteristica de A e diz-se que A tem caracteristica positiva. Se

tal n nao existe, diz-se que A tem caracteristica 0.

(Uma vez que nl = 0 sse na = 0 para qualquer a € A, podemos dizer que a
caracteristica de A é igual ao menor natural n, caso exista algum, tal que na = 0
para todo o a € A, ou, caso contrario, igual a 0; como esta condigdo alternativa
nao depende da identidade, toma-se para definicao de caracteristica no caso geral

de um anel sem necessariamente identidade.)
[Verifique: nl =0 sse na =0 para qualquer a € A]

Proposicao 1.7 Todo o dominio de integridade com caracteristica positiva tem

caracteristica prima.

Demonstracao. Seja D um dominio de integridade com caracteristica positiva
n > 1. Como 1 # 0, n > 2. Se n nao fosse um primo entdo n = rs para algum par
de inteiros satisfazendo 1 < r, s < n, o que implicaria 0 = nl = (rs)1 = (r1)(sl).
Como D néo tem divisores de zero, seria 71 = 0 ou s1 = 0, um absurdo uma vez

que n é o menor natural tal que nl = 0. n
[Observe: a comutatividade do anel n#o é relevante para esta proval

Corolario 1.8 Todo o dominio de intregridade finito tem caracteristica prima.



1. ANEIS E CORPOS 17

Demonstracao. Seja C um dominio de intregridade finito. Pela proposigao
anterior, bastard provarmos que a caracteristica de C' é positiva. Para isso, consi-
deremos os elementos

1,14+1,1+141,...

de C. Como C ¢ finito, esta lista ¢ finita, pelo que r1 = sl para alguns naturais
r,s tais que 1 < r < s. Consequentemente, (s — r)1 = 0, o que mostra que a

caracteristica de C nao é zero. n

Proposicao 1.9 Seja A um anel comutativo de caracteristica prima p. Entdo,

para quaisquer a,b € A en € N:

(a) (a+0b)P" =aP" +b".

(e

(b) (a —b)P" = aP" —bP".

Demonstragao. (a) Provaremos s6 o caso n = 1 (uma simples indugao sobre n
completa a prova). Pela férmula do Teorema Binomial, valido em qualquer anel

comutativo,

(a+b)P =aP + (f)ap—1b+---+ <pp 1>abp_1 + bP.

Como cada (), 0 < i < p, que ¢ um inteiro, é igual a

pp—1)---(p—i+1)

1-2 «ov -4
entdao 1-2- -+ i divide p(p —1)---(p — i+ 1). Mas p é primo e i < p logo
1-2- -+ -idivide (p—1)---(p—i+1). Assim, (!) =0 mod p. Em conclusdo,

(a+b)P =aP + bP.
(b) Basta observar que, pela alinea (a), a?" = ((a — b) + b)P" = (a — b)P" +b"". =

Exercicios

1.1. Averigte se os seguintes conjuntos tém estrutura de anel para as operagoes indicadas.

Em caso afirmativo, verifique se tém identidade, divisores de zero e estrutura de corpo.

(a) (Zn,®n,®y), onde Z, = {0,1,...,n — 1}, com n ntmero natural fixo, e B,, e ®,

denotam respectivamente a adicao e multiplicagao médulo n.

(b) (M,(K),+, x), onde M,,(K), com n nimero natural fixo, é o conjunto das matrizes
quadradas de ordem n com elementos num corpo K, e + e x denotam a adicao e

multiplicacao usuais de matrizes, respectivamente.
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(c) (P(X),u,N).

(d) (P(X),A,N), onde P(X) é o conjunto das partes de um conjunto nao vazio X e

AAB = (AUB) — (AN B), YA, B € P(X).

(e) (@—{0}, x,+), sendo x e + a multiplicagdo e adi¢ao usuais de ntimeros racionais.

(f) (A,®,®), sendo (A,+,.) um anel com identidade (que denotamos por 1) e
a®db=a+b+1, Va,be A,
a®®b=a+0b+a.b, Va,b € A.

(g) (Z]i],+, x), sendo Z[i] = {a +ib | a,b € Z} o conjunto dos inteiros de Gauss e + e

X a adicao e a multiplicagao usuais de niimeros complexos.

1.2. Quais das seguintes propriedades sdo validas num anel arbitrario A7 E num anel

comutativo arbitrario?

(a) a™a™ =a™"™", Va € A, Vm,n € N.

(b) (@™)™ =a™", Ya € A, Vm,n € N.

(¢) (ab)™ =a™b™, Va,be A, Vm € N.
1.3. Seja A um anel com identidade 1 e nao tendo divisores de zero. Para a,b € A
verifique que:

(a) ab=1se e sé se ba = 1.

(b) Sea?=1entdooua=1oua=—1.

1.4. Sejam a e b dois elementos de um anel comutativo A com identidade. Se n € Z™T,

deduza a expressao binomial
n " /n n—iri n\ n!
(a+b) :;<1)a b, onde (Z>_Z'(7’L—'L)' .
1.5. Sendo A um anel e a € A — {0}, prove que

a nao é um divisor de zero & esquerda < Vb, c € A(ab = ac = b= c).
1.6. Seja D um dominio de integridade. Para as afirmagoes seguintes, escreva uma prova
se a afirmagao é verdadeira, senao apresente um contra-exemplo:
(a) a>=1=a=1oua=—1.
(b) —1#1.
(¢c) a#0,ab=ac=b=c.
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2

1.7. Um elemento a de um anel A diz-se idempotente se a* = a e nilpotente se a™ = 0

para algum n € N. Mostre que:

(a) Um elemento idempotente diferente de zero nao pode ser nilpotente.

(b) Qualquer elemento nilpotente diferente de zero é um divisor de zero.

1.8. Dados a,b € Zs, resolva em Zs o sistema
r+2y=a
—3x + 3y =b.

1.9. Averigie quais dos seguintes conjuntos sdo subanéis ou ideais dos anéis indicados e,

sempre que possivel, determine o anel quociente.

(a) O conjunto dos inteiros pares em (Z,+, x).

(b) O conjunto dos inteiros {mpares em (Z, 4+, x).
(
(d

)
)
c¢) O conjunto dos nimeros reais de forma a + bv/2, com a,b € Z, em (R, +, x).
) O conjunto dos nimeros complexos da forma b, com b € R, em (C, +, x).
)

(e

O conjunto dos nimeros inteiros em (Q, 4, X).

1.10. Verifique que Z x {0} é um subanel de (Z x Z,+, x) e que Z x {0} tem identidade
diferente da identidade de (Z x Z, +, ).

1.11. Determine os ideais do anel Z,, para
(a) n=4; (b) n = 11; (¢) n=12; (d) n = 16.

1.12. Chama-se centro de um anel A ao conjunto {z € A | xza = ax,Va € A}. Mostre que

o centro de A é um subanel do anel A. Serd um ideal?

1.13.
a Qllal € O menor Suballel (ie Z (]ue C()Iltelll o . E O menor 1 eal.
6 3? d

(b) Qual é o menor subanel de R que contém o +? E o menor ideal?

1.14. Considere o anel Z dos ntmeros inteiros.

(a) Prove que o ideal gerado por p € N— {1} é um ideal primo se e s se p é um ndmero

primo.

(b) Determine o ideal gerado por {a,b} C N, com m.d.c.(a,b) = 1.

1.15. Sejam D um dominio de integridade e a e b elementos de D. Mostre que {(ab) C (a)

e indique uma condigdo necessdria e suficiente para que (ab) = (a).
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1.16. Seja A o anel (R®, +,-) das funcoes reais de varigvel real, onde
(f+9)(x) = f(z) +g(x) e (f-9)(x) = flz)-g(x).

(a) Determine os divisores de zero de A.

(b) Mostre que I = {f € A| f(5) = 0} é um ideal de A. E primo?

1.17. Considere os ideais (2), (4) e (5) do anel Z. Determine o anel quociente respectivo

e diga se é um corpo.

1.18. Seja A o anel (Q@, +,-) das fungoes racionais de variavel racional, onde
(f +9)(x) = f(x) +g(x) e (f - 9)(x) = f(x) - g(2).

(a) Determine a identidade de A e averigie se A é um dominio de integridade. Qual é

a caracteristica de A?
(b) Considere o ideal I = {f € A | f(2) = 0} de A. Determine o anel quociente A/I e

diga se I é maximal.

1.19. Prove que se A é um anel, I e J sao ideais de A e P é um ideal primo de A, entao
IJCP = ICPouJCP

(Observagao: I.J denota o conjunto {ab|a € I,b € J}.)

1.20.

(a) Mostre que P(S) é um ideal de (P(X),A,N) (Exercicio 1.1(c)) para qualquer sub-
conjunto S de X.

(b) Determine o anel quociente P(X)/P(S) e compare-o com o anel (P(X —5),A,N).

1.21. Seja (A,+,-) um anel comutativo com identidade.
(1) Quando é que se diz que um ideal M de A é maximal?

(2) Seja M um ideal préprio de A. Prove que M é maximal se e sé se

VaecA—-—M dzx e A:1—ax e M.

1.22. Seja (A,+,-) um anel. Prove que:

(a) Se P é um ideal primo de A e I e J sdo ideais de A entdo I C P ou J C P sempre
que IJ C P.

(b) Se M é um ideal maximal de A entdo M é o tnico ideal de A que é primo e contém
M?2.
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1.23. Quais das seguintes funcoes sao homomorfismos de anéis?

(a) 7 — 7 (b) Zg — Zg
a ~ a? a — a
d Z — Z (e) Z — Z,
a +— ba a +— resto da divisao de a por n

() 74 - Z

) 5 o sendo Z[i] o anel dos inteiros de Gauss (Exercicio 1.1(g)).
a+ib — a®+b°,

1.24. 0:{a+bv2 | a,b € Q} — {a+bV3 | a,b € Q}, definida por 0(a+bv/2) = a+bV/3,
é um homomorfismo de anéis?

1.25. Seja A um dominio de integridade de caracteristica n # 0. Prove que a aplicacdo

p: A— A, definida por p(x) = 2™ para qualquer x € A, é um homomorfismo.

1.26. Dado um anel (4, +,-), seja F = (A4, +,-) o anel das aplicacoes de A em A com
a adicao e multiplicacao definidas do seguinte modo:

VigeF VeeA (f+9)(x)=fx)+g(x), (f-9)(x)=/f(z) g(x)
Para cada (a,b) € A x A considere o conjunto F(qp) = {f € F | f(a) = b}.
(a) Prove que F(4p) é um subanel de F se e s6 se b = 0.
(b) Mostre que F,,0) ¢ um ideal de F.

(c) Prove que o anel quociente F/F(q,0) ¢ isomorfo a A.

1.27. Seja A = (Q,+, %), onde + denota a adigdo usual de racionais e * é definida por
a*xb=2ab.

(a) Mostre que A é um anel comutativo com identidade.

(b) Determine um subanel de A que seja isomorfo ao anel usual (Z, 4+, x) dos inteiros,
descrevendo o isomorfismo (e justificando que se trata de facto de um isomorfismo).

1.28. Seja A = (Q,+,*), onde + denota a adigdo usual de racionais e x é definida por
axb=ab/3.

(a) Mostre que A é um corpo.

(b) Determine um subanel de A que seja isomorfo ao anel usual (Z, +,-) dos inteiros,
descrevendo o isomorfismo.

1.29. Determine a caracteristica dos anéis com identidade do Exercicio 1.1.
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1.30. Counsidere no conjunto C' = {0, 1, «, 8} as operagoes + e - definidas pelas tabelas

+of1]als] - Jof1]als]
0|01 |a|p 0{0j0]0]O
1 {1108« 1001 |al|p
alla|lpl0|1 all0lalp |1
BNl B|lall |0 Bl1l0]B8 |1 |«

(a) Prove que (C,+,-) é um corpo.
(b) Determine todos os subcorpos de C'. Verifique se sao ideais.

(¢) Indique a caracteristica de C.
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2. Anéis polinomiais

A aritmética de polinémios de coeficientes reais é governada por regras familiares.
Como generalizd-la a um anel arbitrario?
Na Andlise tém trabalhado com polinémios com coeficientes reais, definidos

como funcdes p: R — R da forma

n
pla) = pi,
1=0

onde os nimeros reais p; sdo os coeficientes do polinémio. A coeficientes distintos
correspondem polinémios (fungdes polinomiais) distintos. Nao podemos definir de
modo andlogo os polinémios com coeficientes num anel arbitrario A, se desejar-
mos que polinémios com coeficientes distintos sejam necessariamente polinémios
distintos. De facto, desde que A tenha mais de um elemento (a # 0), existe uma
infinidade de possibilidades distintas para os coeficientes de um possivel polinémio
(por ex., a, ax,ax?, azr3,...), mas, no caso de A ser finito, existe apenas um ntimero
finito de funcoes f : A — A, pelo que nao podem ser usadas para definir todos os
polinémios com coeficientes em A.

Por exemplo, se A for o anel Zs, s6 existem quatro fungées f : Zs — Zo

fi fo /3 fa
0—0 0—0 01 01
1—0 , 1—1 , 1—=0 , 1—1

mas se quisermos que polinémios com coeficientes distintos sejam de facto poli-
nomios distintos, existe um nimero infinito de polinémios com coeficientes em

ZQZ

0,1, z, 14z, 2%, 1422, 422, 1+a+2?, 23, 1+23, o423, 22423, 142423, 1+22+23,

c+a?+2d 1+t +a5 ..

3

[Observe: os polinémios 1+ 2 e 1+ 2+ 22+ 23 definem ambos f3]

Resolvemos este problema identificando um polinémio com a sucessao dos seus
préprios coeficientes, esquecendo a sua relagao com fungoes de tipo especial.

No que se segue A designa um anel comutativo com identidade.
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POLINOMIO
Uma sucessao
p:Ng — A
i = p(i)=pi

em A diz-se um polindmio se existe n € Ny tal que p(i) = 0 para todo o i > n. O
menor nimero n € Ny nessas condigdes chama-se grau do polinémio (no caso em
que o polinémio nao é o polinémio nulo (0, 0,0, ...); quando se trata do polinémio
nulo, convenciona-se que o seu grau é —o0). Os termos p(i) := p; dizem-se os
coeficientes do polinémio. Denotaremos por A[z] o conjunto de todos os polinémios

com coeficientes no anel A.

Exemplos:

0:=(0,0,0,...) é o polinémio zero ou nulo.
1:=(1,0,0,...) é o polindmio um ou identidade.

a :=(a,0,0,...) diz-se um polindmio constante (a € A).

A soma e produto de polinémios com coeficientes reais (isto é, em R|[z]) é-nos
seguramente familiar e baseiam-se nas operagoes de soma e produto dos coefi-
cientes reais. Reconhecendo que essas operagoes sobre os coeficientes sao possiveis
em qualquer anel, podemos estender essas operagoes a qualquer A[x]. Note que
a soma assim introduzida nao passa da soma usual de sucessoes, mas o produto
ja nao é o habitual. Quando h& risco de ambiguidade, referimo-nos ao produto

definido abaixo como o produto de convolugao, e representamo-lo por pxq em lugar

de pq.

SOMA E PRODUTO (DE CONVOLUCAO) DE POLINOMIOS
Sendo p,q : Ng — A polinémios, a soma p + q e o produto (de convolugdo) p * q

sao os polinémios dados por

P+q)i=pi+a

)
(P*q)i=>_ Dpidi—j-

Jj=0

Exemplos: (1) Se a = (a,0,0,...) é um polinémio constante e

b= (pOaph' . 'apnaoaov"')
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¢ um polinémio arbitrario, o produto a x p é o polinémio

(a‘pOa api, apz, ..., apn, 07 07 .- ')7

porque a soma Z;‘:() a;jp;—j se reduz sempre a parcela com j = 0.

(2) Se a = (a,0,0,...) e b= (b,0,0,...) sdo polinémios constantes, a sua soma
e o seu produto sao dados por @ +b = (a + b,0,0,...) e ax b = (ab,0,0,...).
Portanto, o conjunto dos polinémios constantes com as operagoes acima indicadas

é um anel isomorfo a A.
[Confirme: o isomorfismo é dado pela aplicagdo a+ (a,0,0,...)]
(3) Em Zs[x], se p=(1,1,...,1,0,0,...) é de grau n > 0, entao
pp = (1,0,1,0,...,1,0,0,...),

de grau 2n, pois

(PP)i =Y pipi—j =Y 1= (i+1) mod 2.
3=0 j=0

O resultado seguinte é evidente, pelo que a sua demonstracao fica como exer-

cicio.

Proposigao 2.1 Se A é um anel comutativo com identidade, (Alx], +, ) € também
um anel comutativo com identidade. Além disso, (Azx],+,%) € um dominio de in-

tegridade se e s6 se A € um dominio de integridade. [

O anel A[z] chama-se anel polinomial sobre A.

Observamos no exemplo (2) acima que o anel A[z] contém um subanel isomorfo
a A (o conjunto dos polinémios constantes), o que justifica que se possa usar o
mesmo simbolo a para designar um dado elemento do anel A e o correspondente

polinémio constante (a, 0,0, ...). Dizemos entao que A[z] é uma extensdo de A.
Designemos por @ (a que chamaremos a indeterminada x) o polinémio
(0,1,0,0,...).

E evidente que z? = (0,0,1,0,...), 3 = (0,0,0,1,0,...), etc. Alargamos esta

observacdo ao caso n = 0, convencionando x° = (1,0,0,...) =1.
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Mais geralmente, se p = (po, p1,---,Pn,0,0,...) é um polinémio arbitrario de
grau n, o produto px é o polinémio de grau n+1 que se obtém de p por translagao

de todos os seus coeficientes para a direita, ou seja

bxr = (07p07p17' --,pn,0,0,...),

porque
(px)o = poro = 0,
i1

(PE)i1 = Y piTis1—j = pi
=0

Entao, identificando, como fizemos anteriormente, cada polinémio constante a
pelo correspondente elemento a de A, podemos finalmente obter a forma a que

estavamos habituados para representar um polinémio:

p = (p0>p17"'7pn7070>"')
= (po,O,O,...)+(0,p1,0,0,...)—i—(O,O,pQ,O,O,...)+-~-+(0,...,0,pn,0,0,...
= po+px+pex’+-o+ ppa”

n
=0

A soma a direita é a forma candnica do polinémio p. Como é habitual, um
coeficiente é omitido se for igual a 1.
Temos assim duas formas perfeitamente equivalentes de representar os elemen-

tos de A[x]: como sucessoes
p= (p07P17 cee 7pn70707 .. )
ou como somas formais

n
p=po+pix+px’+ -+ pu” :Zpim’. (2.1.1)
=0

A (2.1.1) chama-se a forma candnica do polinémio p.

[Confirme: em termos da forma candénica, as operagdes + e % do
anel A[zr| correspondem exactamente as operagdes de polinémios

a que estavamos habituados]

Portanto, para somar e multiplicar estes polinémios, procedemos exactamente

como estamos habituados com os polinémios com coeficientes reais.



2. ANEIS POLINOMIAIS 27

Exemplo: Em Z4[z], para p =1+ + 22 e ¢ = 1 + 22, temos:

(1+x +222) + (1 + 22?)
= (1+1)+(1+0)zx+(2+2)?
= 24,

pP+q

pqg = (1+zx+2x%)(1+22?)
= (14x+2xH)1+ 1+ + 22%)2z?
= (14 x+2x%) + (22% + 223 + 0z%)
= 14+ 2"

GRAU

Se p # 0 é um polinémio, o grau de p é o inteiro gr(p) definido por

gr(p) = max{n € No | p, # 0}.

Se p = 0, convencionamos que gr(p) = —oo.
Um polinémio p de grau n > 0 diz-se mdnico se o coeficiente p,, do termo de

maior grau for igual a 1.

Assim, os polinémios constantes tém grau < 0. O exemplo acima de produto
de polinémios em Z4[x] mostra que, por causa da possivel existéncia de divi-
sores de zero, nem sempre o grau do produto de dois polinémios é a soma dos
graus dos polinémios factores. O préximo resultado esclarece completamente as
propriedades do grau relativamente a soma e ao produto de polinémios. Para
evitar frequentes excepgoes envolvendo o polinémio nulo, convencionamos que

gr(p) + gr(q) = —oo sempre que p =0 ou g = 0.
Proposicao 2.2 Sejam p,q € Alx]. Entdo:
(a) gr(p+q) < max{gr(p),gr(q)}.
(b) gr(pq) < gr(p) + g7(q).
(c) Se A é um dominio de integridade, gr(pq) = gr(p) + gr(q).
Demonstragdo. A prova de (a) é muito simples e deixa-se como exercicio. Quanto

a (b) e (c) basta observar o seguinte: se p é de grau n e q é de grau m, entdo pq =

Pogo + (Poq1 +P1g0)x + - - - + Prgma™ ™™, pelo que gr(pg) < n+m = gr(p) +gr(q);



28 ALGEBRA II

nao existindo divisores de zero em A, tem-se necessariamente p,q, #* 0, donde,

neste caso, gr(pq) =n+m = gr(p) + gr(q). "

Quais s@o as unidades de A[z]? Se A possui divisores de zero, A[x] contém

polinémios invertiveis de grau maior que zero — por exemplo, em Zg4[z],
(1+2x)(1+2x) =1,

no entanto, se A é um dominio de integridade, as unidades de A[x] sao precisa-
mente os polinémios de grau zero, p = a, onde a é uma unidade de A; entao, se

A é um corpo, as unidades de A[x] s@o os polinémios de grau zero.

[Verifique: se A é um dominio de integridade, as unidades de

Alx] coincidem com as unidades de Al]

Vamos agora estudar em pormenor o anel dos polindmios A[x]. Na base deste
estudo estd o algoritmo usual da divisao de polindmios de coeficientes reais. Serd
que podemos continuar a aplicd-lo num anel A arbitrario? Daqui em diante pas-
samos a adoptar a seguinte convencao: o polinémio p é representado pelo simbolo
p(x), e o valor do polinémio p no ponto a é representado por p(a). Continuamos
a supor que A é um anel comutativo unitério.

Seja A = Zg. A divisdo de p(x) = z*+2x3+ 32>+ +4 por d(x) = > +2x+2

é possivel, resultando no quociente q(x) = 2 + 1, com resto r(x) = 5x + 2:

xt+ 223 + 322 +x +4 ’ x? + 2z +2
—xt — 223 — 222 x? +1
x> +ax+4
—x? —2x -2
5 + 2

E claro que se o coeficiente dy de d(x) fosse 2 a divisdo j& nao seria possivel:
nao existe nenhum elemento g» em Zg tal que 2go = 1 para podermos prosseguir
com o algoritmo! (Tudo porque 2, sendo um divisor de zero, ndo é invertivel.)
Quando o polinémio divisor é ménico ou A é um dominio de integridade, a divisao

é sempre possivel. Mais geralmente:

Teorema 2.3 [Algoritmo de Divis3o]

Sejam p(x) e d(x) # 0 elementos de Alzx], de graus n e m, respectivamente.
Se d,, € uma unidade de A entdo existem polindmios unicos q(x) e r(x), com
gr(r(z)) < gr(d(z)), tais que p(x) = q(x)d(z) + r(z).
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Demonstracao.
Existéncia: O caso n < m ¢é evidente: podemos tomar g(x) =0 e r(x) = p(x).
Suponhamos entdao n > m. Demonstramos a existéncia de g(x) e r(x) por

inducao sobre n:

e Sen =0 entdo m = 0. Portanto d(x) = dy e dy é invertivel pelo que bastara

tomar g(x) = dy 'p(x) e r(x) = 0.

e Vamos agora supor que o resultado é verdadeiro para qualquer polinémio
de grau inferior a n. Precisamos de provar que ele também é vélido para
polinémios de grau n. Seja entdo p(x) = ppx™ + pp_1™ L+ - -+ p1 + po,

onde py, # 0 e comecemos a fazer a divisao de p(x) por d(x):

P + pp_1™ L+ -+ pra + po | dn@™ + dge™ o di + do

-1 -1
—pnx’ — pndm dp—1" ™" — - n—m

Pn d;f T

(pn—l - pndy_nldm—l)mn_l + -

p(x)

Considerando agora o polinémio p(x) = p(x) — ppd;,; !z ™d(x), é claro que

gr(p(x)) < n, logo, pela hipétese de indugao, existem polindmios ¢(x) e 7(x)

satisfazendo p(x) = ¢(x)d(x) + 7(x), onde gr(r(x)) < gr(d(x)). Entao
p(@) = pudy, """ d(@) + (@) = (pud,, 2" 7" + G(x))d(x) + ().

~ —~~
q(x) r(x)

Unicidade: Se p(x) = q1(x)d(x) + ri(x) = p(x) = go(x)d(x) + r2(x), entao
(q1(x) — @2(x))d(x) = ra(x) — ri(x). Se g2(x) é diferente de g1 (x) obtém-se uma
contradi¢ao analisando os graus dos polinémios: por um lado,

gr(ra(z) — ri(z)) < max{gr(ri(z)), gr(r2(z))} < gr(d(z)),
mas, por outro lado,
gr(ra(z) —ri(z)) = gr((a(r) - ¢(z))d())
gr(qi(x) — q2(x)) + gr(d(xz)) (pois dy, nao é div. de zero)
> gr(d(z)).

Assim ¢1(x) = g2(x), o que implica imediatamente ri(x) = ro(x). "

Tal como no caso dos inteiros, os polinémios g(x) e r(x) dizem-se respectiva-

mente quociente e resto da divisao de p(x) por d(x). O caso em que r(xz) = 0



ri(x) :

ro(x) :
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corresponde, claro estd, ao caso em que d(x) é divisor (ou factor) de p(x). Neste
caso escrevemos d(x)|p(x).

O argumento de prova da existéncia, no teorema anterior (Algoritmo de Di-
visao), pode ser facilmente transformado num algoritmo de cdlculo do quociente
e do resto (onde, dado um polinémio p(x) = ppx™ + pr_12" ' + - + pg, de grau

n, designamos por p*°P(x) = p,z" o termo de grau maximo):

ALGORITMO DA DIVISAO

Dados: p(x) = ppx™ + pp_12™ L+ -+ po, d(x) = dpx™ + dp 1™ L+ 4+ dp
tal que d,, é invertivel.

Para dividir p(x) por d(x) procede-se por iteracao, do seguinte modo:

Comegando com gy(x) = 0 e ro(x) = p(x), faz-se em cada passo

(@) ()
gi(x) = qi—1(x) + d,, om0 ri(x) =ri—1(x) — d,, o d(x) :
Pr™ + P14 prx+ po ’ @™ + 1™+ -+ dy + do
—PnZ" — d:nlp”dm_lwnil - d;zlpnmn_m +d;7,1 (Pn—1— d;zlpndmfl)xn_m_l +--
(pn—l _ d;llpndm_l)wn—l I (11(:13)
_(pn—l - d;@lpndm—l)wn_l + - (@)

A iteragao termina quando gr(r;(x)) < m.

Entao faz-se r(x) = ri(x) e q(x) = ¢;(x).

[Observe: a analogia entre o algoritmo da divis&o nos anéis Alx]

e o algoritmo da divisio em 7Z]
O resultado seguinte é um corolario imediato do Algoritmo de Divisao:

Corolario 2.4 Seja C um corpo. Para quaisquer p(x) e d(x) # 0 em C|x],
existem polindmios tnicos q(x) e r(x) tais que p(x) = q(x)d(x) + r(x), com
gr(r(x)) < gr(d(z)). .
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Observamos anteriormente que nao é de todo conveniente definir os polinémios
com coeficientes em A como func¢des de determinado tipo, com dominio e valores
em A. No entanto, nada nos impede de definir fungoes de A em A a partir de

polinémios em A[z].

FUNQAO POLINOMIAL
Se p(z) = Y, pix’ é um polinémio em Alz], a fungdo p : A — A definida por

pla) = >1ypia’ diz-se fungdo polinomial associada a p(z).

Exemplo: Seja A = Zy e p(x) = 1 +x + x?. A funcio polinomial associada ao
polinémio p(x) é p : Zy — Zo dada por p(a) = 1 + a + a?, para qualquer a € Zs.
Neste caso, temos p(0) = p(1) = 1, e portanto p é uma fungao constante, apesar

de p(x) nao ser um polinémio constante. Em particular, se g(x) = 1, temos

p(x) #gq(x) ep=q.
O resultado seguinte é outro corolario do Algoritmo de Divisao.

Corolario 2.5 [Teorema do resto]

Se p(x) € Alz] e a € A, o resto da divisio de p(x) por (x — a) € o polinomio

constante r(x) = p(a). Portanto, p(x) é um mdiltiplo de (x — a) se e sd se
p(a) = 0.
Demonstragao.  Como (x — a) é monico, podemos realizar a divisao de p(x)

por (x — a), obtendo p(x) = ¢(x)(x — a) + r(x) com gr(r(x)) < 1 (ou seja,
r(x) é um polinémio constante r(x) = b). Entado a identidade de polinémios

p(x) = q(x)(x — a) + b implica p(a) = b, donde r(x) = p(a). "

RAIZ DE UM POLINOMIO
Um elemento a € A diz-se raiz de um polinémio p(z) = Y1 p;x’ de Alz] caso

p(a) = 0. Portanto, p(x) é um miltiplo de (x — a) se e s6 se a é uma raiz de p(x).

Outra das consequéncias do Algoritmo de Divisdo (ou mais directamente do
Corolario 2) é o resultado cldssico sobre o nimero méximo de raizes de um poli-

némio nao-nulo, que é valido quando A é um dominio de integridade.

Proposigao 2.6 Seja D um dominio de integridade. Se p(x) € D[z] e gr(p(x)) =

n >0 entao p(x) tem no mdrimo n raizes em D.
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Demonstragdo. Faremos uma demonstragao por indugao sobre n. O caso n =0
é 6bvio: p(x) serd um polinémio constante nao-nulo pelo que nao terd raizes em
D.

Suponhamos agora, por hipdtese de indugao, que o resultado vale para qualquer
polinémio de grau n. Nessas condigoes, seja p(x) um polinémio de grau n+ 1. Se
p(x) nao tiver raizes em D, ndo hé nada a provar. Caso contrario, se tem uma
raiz a € D entdo, pelo Corolario 2, p(x) = ¢(x)(x —a). Como D é um dominio de
integridade, gr(¢(x)) = n. Logo, pela hip6tese de indugao, ¢(x) tem no maximo
n raizes. Isto implica que p(x) tem no méximo n + 1 raizes (porque se b # a é

raiz de p(x) entao é raiz de g(x) pois 0 = p(b) = ¢(b)(b — a) implica ¢(b) =0). =

Mas cuidado: no caso geral em que A nao é um dominio de integridade, nao
hé relagao nenhuma entre o nimero de raizes e o grau do polinémio. Por exemplo,
em Zy[z], o polinémio 2z + 22 é de grau 2 mas tem 4 raizes: 0, 1, 2 e 3. Por

outro lado, 1 + 2 é de grau 3 mas s6 tem uma raiz: 3.

MULTIPLICIDADE DA RAIZ
Seja D um dominio de integridade. Se a € D é raiz de um polinémio p(x) # 0 de
DIz], o maior natural m tal que p(x) é multiplo de (z —a)™ diz-se a multiplicidade

da raiz a.

[Exercicio: Prove que a soma das multiplicidades das raizes de
p(z) & < gr(p(z))]

Exemplos: 1+ x? é de grau 2 e ndo tem raizes em R (e, por maioria de razio, em
Q e Z). Em C tem exactamente 2 raizes, i e —i, de multiplicidade 1.

1 — 2z + 222 — 223 + a* é de grau 4 e tem exactamente uma raiz em R, 1, de
multiplicidade 2. Por outro lado, em C tem exactamente 3 raizes (1, i e —i),
sendo a primeira de multiplicidade 2 e as outras de multiplicidade 1 (portanto,

neste caso a soma das multiplicidades iguala o grau do polinémio).

[No préximo capitulo analisaremos melhor esta diferenga entre os
corpos C e R: em C[z] a soma das multiplicidades das raizes de
qualquer polinémio de grau n é exactamente n; em R[zr| a soma das

multiplicidades das raizes de qualquer polinémio de grau n néo

excede n, podendo ser menor que n]

[Dir-se-a que C é, ao contrario de R, um corpo

algebricamente fechado]
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O facto do algoritmo da divisdo em A[x], no caso de A ser um corpo, ser sempre

aplicavel, tem, como em Z, outra consequéncia importante:

Teorema 2.7 Seja C um corpo. Em C|[z] todo o ideal é principal.

Demonstracao. Seja I um ideal de Clz]. Se I = {0}, entao I = (0) é um ideal
principal. Podemos pois admitir que I # {0}. Neste caso, provaremos mais do
que é exigido no enunciado do resultado, nomeadamente que existe um polinémio
monico m(x) € Clz], tnico, tal que I = (m(x)).

Consideremos entao o conjunto
N ={n e Ny | existe s(x) € I,gr(s(x)) = n}.

E claro que, como I # {0}, N é nio-vazio, pelo que tem um minimo. Seja m(x)um
polinémio em I de grau igual a esse minimo (podemos supor que m(x) é ménico;
com efeito, se nao fosse, isto é, se o coeficiente do termo de maior grau fosse igual
a a # 1, poderfamos sempre considerar o polinémio n(x) = a=‘m(zx) € I).

Provemos que I = (m(x)). Como m(x) € I, é 6bvio que (m(x)) C I. Por outro
lado, se p(x) € I, usando o algoritmo de divisao temos p(x) = q(x)m(x) + r(x),
onde gr(r(x)) < gr(m(zx)). Dado que I é um ideal, podemos concluir que r(x) =
p(x) — g(x)m(x) € I. Mas entao r(x) sé pode ser igual a 0 pois, com excepgao
do polinémio nulo, ndo pode haver nenhum polinémio em I de grau inferior a
gr(m(x)). Assim, p(x) é um miltiplo de m(x) pelo que pertence ao ideal (m(x)).

Para provar a unicidade de m(x), suponhamos I = (n(x)), onde n(x) € C|x]
é moénico. Da igualdade (m(x)) = (n(x)) segue

{m(m)zpl(w) (z) (2.7.1)

para alguns polinémios pi (), p2(x), donde m(x) = pi(x)p2(x)m(x). Como Clx]
é um dominio de integridade, podemos cancelar m(x) # 0 & esquerda e concluir

que pi(z)p2(x) = 1.

[Num dominio de integridade, a lei do cancelamento para o
produto vale para elementos # 0: se ba =ca ou ab=ac,
com a# 0, entdo b=c

(pois ba=cas (b—cla=0=b—c=0&b=0)]

Entao gr(pi(x))+gr(p2(x)) = 0 e, consequentemente, p;(x) e p2(x) sdo polinémios
constantes. Como m(x) e n(x) sdo moénicos, entao de (2.7.1) segue pi(x) =

pa(x) =1en(x) =m(x m
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[Observe mais esta analogia entre os anéis C[z] e Z:

Clz] é, tal como Z, um dominio de ideais principais]

Exemplos: Z[z] nao é um dominio de ideais principais; por exemplo, o ideal (2, x)
nao é principal.

[Verifique]

Mais geralmente, se A é um anel comutativo com identidade, a demonstragao
acima de que um ideal I de A[x] é principal consegue fazer-se desde que o coefi-
ciente do termo de maior grau do polinémio m(x) (que agora nao é necessariamente
moénico) seja invertivel em A. Este nao é o caso do ideal (2, x) em Z[z]: qualquer

polinémio m(x) € (2,x) de grau minimo é uma constante # 1, —1.

Corolario 2.8 Sejam pi(x),...,pn(x) polindmios em C[x], onde pelo menos um

é nao-nulo. Entdo existe um unico polindmio mdnico d(x) € Clz] tal que:
(1) d(@) [ pi(®) (i =1,2,...,n).
(2) Sec(x) € Clx] ec(x) | pi(x) (i =1,2,...,n) entdo c(x) | d(x).

Além disso, d(x) pode ser escrito na forma

d(x) = ri(z)pr(x) + - - + rp(@)pa () (2.8.1)
com ri(x),...,ro(x) € Clz].
Demonstragao.  Consideremos o ideal (p1(x),...,pn(x)), que é ndo-nulo. Pela

demonstragao do Teorema, existe um polinémio ménico d(x), nico, tal que

(pi(@), ..., pu(@)) = (d(x)).

Como cada p;(x) € (d(x)), a condica@o (1) é ébvia, enquanto (2.8.1) é consequéncia

imediata do facto de d(x) pertencer a (pi(x),...,pn(x)). Quanto a (2), é con-
sequéncia de (2.8.1). "
Por outras palavras, d(x) é um divisor comum de p1(x), ..., pn(x), e é mailtiplo

de qualquer outro divisor comum destes n polinémios.

MAXIMO DIVISOR COMUM
O polinémio d(x) diz-se o mdzimo divisor comum de pi(x),...,py(xT) e escreve-se
d(x) = mdc (p1(x), . . ., pn(T)).
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Analogamente, também existe um tinico polinémio ménico m(x) tal que
(pr(x)) N0 (pn()) = m(x).
Neste caso:
(1) pi(x) | m(x) (i=1,2,...,n).
(2) Se c(x) € Clz] e pi(x) | c(x) (i =1,2,...,n) entdo m(x) | c(x).

Portanto, m(x) é maltiplo comum de pi(x),...,pp(x), e é divisor de qualquer

outro polinémio que seja multiplo comum destes n polinémios.

MINIMO MULTIPLO COMUM
O polinémio m(x) diz-se o minimo multiplo comum de pi(x), ..., py(x) e escreve-
se m(x) = mmc (p1(x),...,pn(x)).

Uma vez que, tal como nos inteiros,

pi(®) = q(@)p2 () + r(x) = (p1(2), p2(x)) = (pa2(), (@),

o algoritmo de Euclides para o calculo do maximo divisor comum mantém a sua
validade em Cfz].

ALGORITMO DE EUCLIDES
Sejam p1(x), p2(x) € Clz], com pa(x) # 0.
Se p2(x) | p1(x), entao mde (p1(z), p2(x)) = pa(z).

Se pa(x) 1 p1(x), usamos o algoritmo da divisao repetidamente do seguinte modo:

pi(x) = q1(z)p2(x) + r1(x) 0 < gr(ri(z)) < gr(pz(z))

p2(x) = g2(x)r1(z) + ra(x) 0 < gr(ra(z)) < gr(ri(z))

ri(z) = g3(x)ra(x) + r3(x) 0 < gr(rs(z)) < gr(ra(z))
ri-2(x) = q(x)ri—1(x) + ri(x) 0 < gr(ri(z)) < gr(ri-1(x))
ri-1(x) = qi1(x)re ().

Como gr(pa2(x)) é finito, o processo terd que parar ao cabo de um nimero finito de
passos. Seja a o coeficiente de maior grau do tltimo resto nao-nulo r¢(x). Entao
mdc (p1 (), p2(®)) = a” ().
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Exemplo: O algoritmo de Euclides aplicado aos polinémios

pi(x) =225 + x° + 2% + 2 € F3[x], pa(x) = x* + 2% + 2z € F3[7]
da:
2x8 a3+ 22 +2 = 2+ 1) (zt + 22 +22) + (x+2)
4 +2e = (B +2i+2x+1)(z+2) +1
x+2 = (x+2)1+0.

Portanto mdc (p1(x), p2(x)) =1 e pi(x) e po(x) sdo primos entre si.

Além disso, a partir da penultima divisao, obtemos sucessivamente:

1 = (42?2 +22)— (2P + 2>+ 22+ 1)(x+2)
= pa(z) — (@ + 2% + 22 + 1)(p1 () — (227 + Dpa(2))
= (@3 + x4 2x+ Dpi(x) + (1 + 222 + 1)po(x)

= (223 +22% + x + 2)p1(x) + (22 4 2)pa ().

Seja q(x) um factor de p(x). Se p(x) = a(x)q(x) onde nem a(x) nem g(x) sao

invertiveis, q(x) diz-se um factor préoprio de p(x).

POLINOMIO IRREDUTIVEL
Um polinémio p(x) de A[z] diz-se irredutivel em A[x] quando nao tem factores
préprios (em A[z]) e nao é invertivel (em A[z]). Caso contrério, p(x) diz-se re-

dutivel.

Portanto, p(x) é irredutivel quando nao é invertivel e p(x) = ¢1(x)g2(x) im-
plica que um dos polinémios ¢;(x) ou g2(x) seja invertivel. Assim, quando C é
um corpo, um polinémio p(x) # 0 em C[z] é irredutivel se e s6 se gr(p(x) > 1 e
p(x) = q1(x)g2(x) implica gr(qi(x)) = 0 ou gr(g2(x)) = 0. Em particular, todo o

polinémio de grau 1 é irredutivel.
Exemplos: (1) Para qualquer anel A, p(x) = x é irredutivel.

(2) Se A =7Z, p(x) = 2x — 3 é irredutivel mas ¢(x) = 2x + 6 é redutivel (porque

2 4+ 6 =2(x + 3) e 2 e  + 3 nao sao invertiveis em Z[z]).

(3) A redutibilidade ou irredutibilidade de um dado polinémio depende fortemente

do anel em consideracdo. Por exemplo, o polinémio x? —2 € Q[z] ¢ irredutivel em
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Q[z], mas &% — 2 = (x + v/2)(xz — V/2) é redutivel em R[x] D Q[z]; por outro lado,
x? + 1 é irredutivel em Q[z] ou R[z] mas é redutivel em C[z] D R[x] D Q[z].

(4) Seja D um dominio de integridade. Um polinémio redutivel em D|x] nao tem
necessariamente raizes. E o caso de &* + 2z2 + 1, que é redutivel em Z[z], porque

' + 222 + 1 = (22 + 1), e que ndo tem rafzes em Z.

(5) Se gr(p(x)) > 2 e p(x) tem pelo menos uma raiz em D, entao, pelo Teorema

do Resto, p(x) é redutivel em D|x].

(6) Se p(x) é ménico e tem grau 2 ou 3, entao p(x) é redutivel em Dlz] se e s6 se

tem pelo menos uma raiz em D.

[Porqué?]

(7) Em R[x] os unicos polinémios irredutiveis sao os polinémios de grau 1 e os

polinémios p(x) = az?+bx+c de grau 2 com discriminante A = b?>—4ac negativo.

[E consequéncia do seguinte facto: se c€ C é raiz de

p(x) € Clz], o complexo conjugado de ¢ é também raiz de p(x)]

E possivel em certos casos descrever todos os polinémios irredutiveis em D|[z],
como em R[z]. Noutros casos, este problema torna-se muito complexo e é prati-
camente impossivel fazé-lo, conhecendo-se somente resultados parciais (alguns
critérios que permitem em alguns casos concluir da redutibilidade ou irredutibili-

dade de um dado polinémio). E o caso de Z[z] e Q[z].
[Alguns desses critérios serfo dados na aula pratical
Proposicao 2.9 Sejam I = (p(x)) e J = (q(x)) ideais de C|x]. Entdo:
(1) I CJ seesoseq(x)|plx).
(2) SeI=J ep(x) eq(x) sio mdonicos ou nulos entao p(x) = q(x).

(3) I € mazximal se e s6 se p(x) € irredutivel.

Demonstragao. (1) I C J < p(x) € (q(x)) © q(x) | p(x).

(2) O caso em que um dos polinémios é nulo é ébvio. Suponhamos entao que sdo

ambos ménicos. Por (1), I = J se e s6 se p(x) | ¢(x) e ¢(z) | p(x). Entao
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para alguns polindmios a(x),b(x) € C[z]. Daqui segue (como ja observamos na

demonstragao da unicidade no Teorema 2.7) que p(x) = ¢(x).

(3) Provaremos que p(x) é redutivel se e s6 se I ndo é maximal. Suponhamos que
p(x) é redutivel. Entao ou é invertivel ou tem um factor préprio. No primeiro
caso tem-se 1 = (p(x)) p(x) € I, donde I = C[z] ndo é maximal. No segundo
caso tem-se p(x) = q1(x)g2(x) com gr(qi(x)) > 1 e gr(gza(x)) > 1. Entao 1 <
gr(qi(z)) < gr(p(z)), pelo que

(p(x)) C (q1()) C Clai,

0 que mostra que, também neste caso, I nao é maximal.

Reciprocamente, suponhamos que I nao é maximal, ou seja, que existe um
ideal J = (q(x)) (recorde que C[z] é um dominio de ideais principais) tal que
I c Jc Clz]. Entdo p(x) = r(x)q(x) para algum r(x) € Clz]. E claro que
gr(r(x)) > 1 (pois se r(x) fosse constante, g(x) pertenceria a (p(x)) e terfamos
J = I). Por outro lado, também g¢r(g(x)) > 1 (caso contrério, J = C[z]). Assim,

a factorizagao p(x) = r(x)q(x) mostra que p(x) é redutivel em C[z]. "

Proposigao 2.10 Se um polindmio irredutivel p(x) € C[x] divide um produto
ri(x)re(x) - - - rm(x) de polindmios em Clx], entdo pelo menos um dos factores

ri(zx) é divisivel por p(x).

Demonstragao.  Consideremos o ideal principal I = (p(x)). Pelo Teorema 1.6,

Cl[z]/I é um corpo (logo nao tem divisores de zero). Mas

(ri(e)+ 1) -(ro(x)+ 1) - - (rm(x) + 1) =ri(x)ra(x) - () + 1 =1,
uma vez que, por hipétese, r1(x)ra(x) - - rp(x) € I. Entao, necessariamente um
dos factores é nulo, isto é, r;(x)+1 = I para algum i € {1,2,...,m}. Isto significa
precisamente que 7;(x) € I, ou seja, p(x) | r;i(x). "

O teorema seguinte mostra a importancia dos polinémios irredutiveis no anel

Clx].

Teorema 2.11 [Factorizagdo tnica em C[z]] Todo o polinomio r(x) € Clx] de

grau positivo pode ser escrito na forma

r(x) = cp1(x) " pa(x)"? - - - p(x)™ (2.11.1)
onde c € C — {0}, pi(x),p2(x), ..., p(x) sdo polimdnios monicos irredutiveis em
Clz], todos distintos, e ny,na,...,ny € N.

E mais: esta factorizagcdo € unica a menos da ordem pela qual se escrevem os

factores.
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[Observe mais uma vez o paralelismo com Z:
os polindémios irredutiveis correspondem aos inteiros primos;

este teorema corresponde ao Teorema Fundamental da Aritmética]

Referir-nos-emos a (2.11.1) como a factorizagao candnica de r(x) em C[z].

Demonstragao.  Comecemos por demonstrar a existéncia da factorizagao, por
indugao sobre n = gr(r(x)).

O cason =1 é evidente: r(x) sendo de grau 1 é irredutivel. Seja c o coeficiente
do termo de grau 1. Entao r(xz) = c(c !r(x)), onde ¢ 'r(x) é um polinémio
monico irredutivel.

Suponhamos, por hipétese de indugao, que o resultado é valido para todos os
polinémios nao constantes de grau < n. Seja r(x) um polinémio de grau n. Se r(x)
é irredutivel nada ha a provar (basta considerar a factorizacdo candnica como no
cason = 1). Ser(x) é redutivel entdo r(x) = ri(x)r2(x), onde 1 < gr(ri(x)) < ne
1 < gr(ra(x)) < n. Por hipétese de indugao, 1 (x) e ro(x) podem ser factorizados
na forma (2.11.1), logo r(x) também.

Quanto a unicidade da factorizacao, sejam

cp1 (@) pa(@)"? - - pi(®)" = dai ()™ g2 ()™ - - - i ()™

duas factorizacoes candnicas de r(x). No polinémio da esquerda, ¢ é o coeficiente
do termo de maior grau, enquanto que no da direita esse coeficiente é d. Portanto

¢ = d. Daqui segue imediatamente que

pi(@)" pa(2)™ - pe(x)" = q1(x)™ ga (@)™ - - - qie()™" (2.11.2)

Entao pi(x) | qi(x)™qa(x)™* - - - qx(x)™ donde, pela Proposicao 2.10, pi(x) |
gi(x) para algum i € {1,2,...,k}. Como ¢;(x) é irredutivel, entao ¢;(x) = ap1(x)
o que implica a = 1 (pois quer g;(x) quer p; (x) sdo ménicos), ou seja g;(x) = p1(x).

Entao (2.11.2) equivale a

pi(®)™ ™ = pa(a) (@) T (@)™ g ()T i ()T ()™

o que implica n; = m; (senao, pi(x) = ¢;(x) dividiria algum p;(x), j # 1, ou
algum gj(x), j # i, o que é manifestamente impossivel pois pi(x) é diferente de
qualquer outro dos polinémios p;(x) e g;(x) é diferente de qualquer outro dos
polinémios g;(x)).

Cancelando g;(x) e p1(x) em (2.11.2) obtemos

mg

p2(x)" - pe(@)" = qu(®)™ qa ()™ - i1 ()™ Gigr () - ()
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Repetindo o raciocinio, chegaremos a conclusao que pa(x) = ¢;(x) para algum
je{1,2,...,i—1,i+1,...,n} e ng = m;. Continuando assim, apés um nimero
finito de passos, temos provada a unicidade da factorizagao (2.11.1), a menos da

ordem pela qual se escrevem os factores. [

Apéndice 1: apontamentos para estudo complementar

[0 Teorema da Factorizagio Unica é t&o importante que é natural
averiguar se se pode generalizar a outros anéis. Por outro

lado, o estudo que acabamos de fazer dos anéis polinomiais C]z]
exibe tantas semelhangas com o anel 7Z dos inteiros que é bem
possivel que ndo sejam mera coincidéncia, e sejam sim casos
particulares de resultados validos num contexto muito mais

geral.]

Como sabemos, um inteiro p # 0 nao invertivel é primo se p|ab implica p = a ou
p=b. E claro que podemos adaptar esta definicdo a C[x] e, mais geralmente, a
Diz]. Do mesmo modo, podemos adaptar a defini¢do de polinémio irredutivel ao

dominio dos inteiros:

| DOMINIO | Z | Cla] |

unidades Uy ={-1,1} Ucpr) = {p(x) € Clz] : gr(p(x)) = 0}

p#0,p¢ Uy p(x) # 0, p(x) ¢ Ucy
primo plab = pla ou p|b p(x)|a(x)b(x) = p(x)|a(x) ou p(x)|b(x)

P#O,Zﬂzuz p(m) #07 p(m) ¢UC[:E]

irredutivel | p=ab=a €Uz oub €Uy | p(x) = a(x)b(x) = a(x) € Ucy) ou b(x) € Ugy

isto é isto é
p=ab=a=1oua=-1 p(x) = a(x)b(x) = gr(a(x)) =0

oub=1loub=-1 ou gr(b(x))

=0
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| boMmINIO Dla] |
unidades Uppz) = {p(x) € D[z] : p(x) = c € Up}

p(x) # 0, p(x) ¢ Uppy
primo p(x)|a(x)b(x) = p(x)|a(x) ou p(x)|b(x)

p(x) # 0, p(z) ¢ Upyy
irredutivel | p(x) = a(@)b(x) = a(x) € Upp,) ou b(x) € Upy,
isto é
p(x) = a(z)b(z) = a(x) = c € Up ou
b(x) =d eUp

E claro que podemos estender estas duas nogoes a um dominio de integridade

D qualquer:
e pe D éprimosep#0,p¢Up e plab= pla ou p|b;
e pe D éirredutivel se p#0,p ¢ Up e p=ab=a €Up oub e Up.

Portanto, os elementos irredutiveis sao os que apenas admitem factorizagoes triv-
iais e um elemento p # 0 é primo se e s6 se o respectivo ideal principal (p) é
primo. E fécil verificar que nos anéis Z e C [x] os elementos primos no sentido da
definicao acima sao exactamente os elementos irredutiveis, e é apenas por razoes
histéricas que usamos o termo “primo” em Z e o termo “irredutivel” em Cfz].
Nao é esse o caso em todos os dominios de integridade, mas é possivel identificar
extensas classes de dominios onde estas duas nogoes sao equivalentes, e onde é
possivel estabelecer uma generalizagao apropriada do Teorema Fundamental da
Aritmética e do Teorema da Factoriza¢io Unica em C [x].

No caso geral, a tinica implicagao que é vélida é a seguinte:
primo = irredutivel.

De facto, se p € D é primo e p = ab, entao p|a ou p|b. Se, por exemplo, p|a, entao
existe z € D tal que a = px. Concluimos entdao que p = ab = pxb, e como p # 0,
1 = xb, ou seja, b é invertivel. De igual forma, se p|b concluimos que a é invertivel.

A implicacao reciproca é, em geral, falsa. Por exemplo, no dominio dos inteiros

pares, 18 ¢ irredutivel mas nao é primo, uma vez que 18|(6 x 6) mas 18 { 6 (note
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que neste caso nao ha factorizagdo tnica: 36 = 6 x 6 = 2 x 18). Outro exemplo:

no dominio

Z[vV—=5] = {a 4+ bvV=5]| a,b € Z},
9=3-3=(24++v-5)(2—+/-5), donde 3|(2 + v/—5)(2 — v/=5). No entanto, 3,

que é irredutivel, nao divide 2 + y/—5 nem 2 — /=5, pelo que nao é primo (note
que também neste exemplo nao ha factorizagdes tinicas).

No entanto, a demonstracao, na Proposicao 2.10, de que todo o polinémio
irredutivel em Clz| é primo pode imediatamente ser adaptada a qualquer dominio

de ideais principais D. Portanto:

Proposicao 2.12 Num dominio de ideais principais, um elemento € irredutivel

se e SO se € primo. [

Um elemento a de um dominio de integridade D diz-se associado de b (e escreve-
-se a ~ b) se alb e bla. Um dominio D diz-se um dominio de factoriza¢ao unica

(abreviadamente, d.f.u.) se as seguintes duas condigoes sao satisfeitas:

e Paracadad e D (d # 0, d ¢ U), existem elementos irredutiveis p1, pa, ..., pn
tais que d = p1p2 - - - pn.

® Se p1,p2,...,Pn € q1,42; - -, Gm Sa0 irredutiveis, e pip2 - pn = Q192" * Gm,
entao n = m e existe uma permutacao m € .S, tal que p; ~ Ir(i)-

Por outras palavras, num dominio de factorizagao unica, todo o elemento nao-
nulo e nao invertivel possui uma factorizacao num produto de elementos irre-
dutiveis, e esta factorizacdo é unica a menos da ordem dos factores e da multi-
plicagdo de cada factor por uma unidade convenientemente escolhida. Por exem-
ploemZ, 1 x5=5x1=(—1) x (=5) = (=5) x (—1) sdo as unicas factorizagoes
do primo 5 e 1 x (=5) = (=5) x 1 = (=1) x5 =5 x (—1) sdo as unicas factori-
zagoes do primo —5. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, Z é um dominio
de factorizagio tinica. Pelo Teorema da Factorizacio Unica em Clz], Clz] é um
dominio de factorizacao tunica. Outro exemplo de dominio de factorizacao tinica é

o anel dos inteiros de Gauss,
Zli| ={a+ib|a,be Z}.

Mais exemplos: D[z] é um d.f.u. sempre que D o é. Em particular, Z[z] é um
d.f.u., assim como D[z][y].

Pode ainda provar-se o seguinte:
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Teorema 2.13 Todo o dominio de ideais principais € um dominio de factorizagao

unica.

O reciproco é falso, como o exemplo Z[z]| mostra.
Observe-se que a factorizacao indicada na definicao de d.f.u. pode equivalen-
temente ser expressa em poténcias de elementos irredutiveis, mas neste caso pode

ser necessario incluir uma unidade u na factorizacao, que passa a ser da forma
_ mi m
d=wupy"'-py",
como enunciamos no teorema da factorizagao unica em C|x].

Mais pormenores:
[R. L. Fernandes e M. Ricou, Introdugdo & Algebra, IST Press, 2004]
[M. Sobral, Algebra, Universidade Aberta, 1996]

Apéndice 2: <critérios de irredutibilidade

(para as aulas praticas)

Como vimos, em C|z] e R[x] sabemos quais sdo os polindmios irredutiveis:

(1) Em C[x] os polindmios irredutiveis sao os polinémios de grau 1.

[Pelo Teorema Fundamental da Algebra, qualquer polinémio

ndo constante, de coeficientes em C, tem pelo menos uma raiz
complexa «. Entdo, em C[z], qualquer polinémio de grau > 2
factoriza-se sempre na forma (z — «)g(x), com gr(q(x)) >1,

pelo que é redutivel.]

(2) Em R|z| os polinémios irredutiveis sdo os de grau 1 e os de grau 2 com

binémio discriminante negativo ( az? + bz + ¢ tal que b> — 4ac < 0).

[Também pelo Teorema Fundamental da Algebra: em C[z],

qualquer polinémio p(z) de grau > 3 factoriza-se na forma

(r —a)qi(z), onde agora gr(qi(z)) >2; mas se o é raiz de p(z),
também o seu conjugado @ o é e, se o =a+1ib,

(z —a)(x —a) = 2% — 2ax + a® + b? € R[z]. Portanto,

p(z) = (22 — 2az +a® + b*)ga(x), onde gr(qe(z)) > 1, é uma factorizagio

de p(z) em R[x], o que mostra que este polinémio é redutivel.
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No caso em que p(x) tem grau 2 com discriminante nfo negativo,
as suas duas raizes aj e oy sdo reais, pelo que se factoriza

na forma (z —aq)(z —a2) e é redutivel.]
A situagao é diferente em Qlz]:

(3) Em Q[z] a identificacao dos irredutiveis é mais dificil. Neste caso apenas
apenas se conhecem condicoes suficientes de irredutibilidade e nao se con-
segue indicar explicitamente os polinémios irredutiveis, como fizemos nos

dois casos anteriores.

Em primeiro lugar vejamos que todo o polinémio de coeficientes inteiros que
seja irredutivel em Z[z] também o é em Q[z] (contudo, o reciproco é falso: 2x é
irredutivel em Q[z] mas é redutivel em Z[z] — pois quer 2 quer x nao sao unidades
de Z[x]):

Lema 2.14 [Lema de Gauss| Se um polinémio p(x) € Zlx| se pode escrever como
produto de dois polinémios a(x) e b(x) de Q[x], com graus inferiores ao de p(x),
entao existem ai(x) e by(x) em Zlz] tais que p(x) = ai(x)bi(x), sendo ai(x)

associado de a(x) e by(x) associado de b(x).

Deste lema conclui-se que

um polindmio de coeficientes inteiros € irredutivel em Qlz| se e sd se

nao pode decompor-se num produto de polinémios de grau > 1 em Z[z].

E claro que a todo o polinémio de coeficientes racionais se pode associar um
polinémio de coeficientes inteiros: basta multiplicd-lo pelo minimo multiplo co-
mum dos denominadores dos coeficientes. Também ¢é simples calcular as raizes

racionais (logo os factores lineares) de polinémios de coeficientes inteiros:

.~ . . & . . .
Proposicao 2.15 Se o nidmero racional — (escrito na forma reduzida, ou seja,

tal que mdc(c,d) = 1) € raiz do polindmio de coeficientes inteiros
ao + a1 + asx® + - + apx™, comn > 1,
entdao ¢ divide ag e d divide a,,.
(Este resultado é muito ttil. Por exemplo, se quisermos saber se o polinémio

207 +1 € Zs[x] tem raizes no corpo Zs, como Zs tem apenas trés elementos,

¢é possivel calcular o valor da respectiva funcao polinomial em cada um deles,
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concluindo-se que 1 é a tunica raiz do polinémio. No entanto, se substituirmos
Zsz por Q, ja nao é possivel calcular o valor da fungao polinomial em todos os
elementos de Q. Contudo, a proposi¢ao acima reduz o nosso campo de procura a
um conjunto finito. Os elementos de Q que podem ser raizes do polinémio sao 1,
-1,1/2e-1/2. E fécil ver que estes niimeros nio sio raizes do polindmio. Portanto

ele ndo tem raizes racionais.)

Deste modo, determinar os factores lineares, quando existam, de um polinémio
de coeficientes inteiros é simples. O problema é mais complicado para factores de
ordem superior. O critério seguinte da-nos uma condicao suficiente de irredutibil-
idade em Q[z]:

Teorema 2.16 [Critério de Eisenstein] Seja a(x) = ap + a1 + -+ + apx™ um

polinomio de coeficientes inteiros. Se existe um inteiro primo p tal que

(1) pla; parai=0,1,...,n—1,
(2) pJf G,

(3) P*1f ao,

entao a(x) € irredutivel em Qlx].

Utilizando este critério, podemos concluir que sao irredutiveis sobre Q, por
exemplo, os polinémios
1 1
—xt — 222 41 = (2 — 42”4 2),
2 2
7 4
x' 4+ 11x” — 22 + 11,
x® + 923 + 272% + 3
e muitos outros. Mas nada podemos concluir sobre, por exemplo, x° —3x2+6x+5.
Como proceder neste caso?
E f4cil concluir que o polinémio nao tem factores lineares. Suponhamos entio
que
x® —3x® +6x +5= (ouas2 +bix + 01)(a2w3 + box? + cox + ds)

¢ uma factorizacao desse polinémio em Z[z]. Verifica-se com relativa facilidade
que o sistema

ajag =1

aibs + bias =0

aica + bibg +craz =0

aids + bico + c1by = —3

bidy + c1co =6

Cldg =5
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nao tem solugoes inteiras. Logo, o polinémio é irredutivel em Q[z].

Este tipo de problemas pode resolver-se de modo mais rapido com a ajuda de
outros critérios.

Dado um homomorfismo de anéis ¢ : A — B, é evidente que existe um homo-
morfismo ¢ : A[x] — Bl[z] tal que $| 4 = ¢, definido por

¢(i az‘wz‘) = i ¢(a;)z".
i=0 i=0

Teorema 2.17 Sejam A um corpo, B um dominio de integridade, ¢ : A — B
um homomorfismo e a(z) € A[z]. Se d(a(x)) tem o mesmo grau de a(x) e é

irredutivel em Blx|, entao a(x) € irredutivel em Alz].

No caso mais geral de A ser um dominio de integridade, este resultado ainda

¢é valido para polinémios ménicos:

Teorema 2.18 Sejam A e B dominios de integridade, ¢ : A — B um homomor-
fismo e a(z) € A[z] mdnico. Se ¢(a(x)) tem o mesmo grau de a(x) e € irredutivel

em Blz], entao a(x) € irredutivel em Alx].

Exemplo: Consideremos o polinémio a(x) = x® — 3x? + 6 + 5 e 0 homomorfismo
¢ : Z — Zs que a cada inteiro faz corresponder o resto da sua divisdo por 2. A
imagem de a(x) pelo homomorfismo ¢ : Z[x] — Zslx] é ¢(a(x)) = z° + x* + 1.
Como ¢ fécil verificar, este polinémio nao tem nenhuma raiz em Zs, pelo que

¢(a(x)) ndo tem factores lineares em Zs[z]. Suponhamos que
5. .2 _ 2 3 2
x’+x°+ 1= (a12” + bix + c1)(a2x’ + bax” + cox + da)

é uma factorizacao desse polinémio em Zs[x]. Verifica-se facilmente que o sistema

.
ajas =1

aibs + bias =0

aicg + biba + craz =0
aids + bicg + c1by =1
bids + c1co =0

cds =1

\

nio tem solucao em Zy. Entdo ¢(a(x)) é irredutivel em Zs[z] e, consequentemente,

pelo Teorema e pelo Lema de Gauss, a(x) ¢ irredutivel em Q[x].
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Se considerarmos o homomorfismo ¢ : Z — Zs, que a cada inteiro faz cor-
responder o seu resto na divisdo por 5, vem ¢(a(x)) = x® + 2x? + x, que ndo é
irredutivel em Zjs[x], pelo que neste caso j& ndo podemos usar o teorema acima.
Deste teorema podemos concluir que um polindmio a(x) de coeficientes inteiros é
irredutivel sobre Q sempre que exista um homomorfismo ¢ : Z — B nas condigoes
do teorema e a(x) seja irredutivel em Blz]. Em particular, se considerarmos, para
algum primo p, o homomorfismo ¢ : Z — Z,, que a cada inteiro faz corresponder

o seu resto na divisao por p, temos:

Coroldrio 2.19 Se ¢(a(x)) € irredutivel em Zy[x] e p ndo divide o coeficiente de

maior grau de a(x) € Z[x], entdo a(x) é um polindmio irredutivel em Qlx].

Exercicios

2.1. Determine o produto dos polindmios f(z) e g(z) do anel A[z], sendo:
(a) f(z)=225+1,¢g(x)=22"+1e A=1Zy.
(b) f(x)=222+21r—-2,g(z) =3x -3 e A= Zs.
(c) f(x)=22%—4x+3,g(x) =42 —5e A = Zs.

2.2. Mostre que:

(a) Se A é um subanel de um anel B, entdo Alz] é um subanel de B[z].

n
(b) O conjunto dos polinémios homogéneos sobre um anel A, {Z aiz’ |n €N, a; € A},

i=1
é um ideal de A[x].

2.3. Averigue se os ideais (z) e (2, ) do dominio Z[x] s@o principais, primos ou maximais.

2.4. Sejam A um anel comutativo e a um elemento fixo de A. Considere a aplicagao

bo: Alz] — A
foo— fla)”

onde f(a) denota o valor da funcdo polinomial associada a f em a.

(1) Mostre que ¢, é um homomorfismo de anéis.

(2) Determine o ntcleo de ¢,.
2.5. Sejam D um dominio de integridade e f(z) um elemento ndo nulo de D[z]. Prove que
f(z) é invertivel se e 86 se gr(f(z)) =0 e f(x) for invertivel considerado como elemento
de D. Conclua que se K for um corpo, entao os tnicos elementos invertiveis de K[z] sao

os polinémios de grau zero. O resultado da alinea anterior é valido se D for um anel
comutativo qualquer?
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2.6. Sejam D um dominio de integridade e p(z) = a 2" +a, 12" 1+ -+ajz+ag € D|x].
Chama-se derivada de p(x) ao polinémio p(z) = na,z™ '+ (n—1)a,_ 12" 2+---+2a22+

ay. Prove que, para quaisquer p(z), ¢(z) € D[z] e para qualquer « € D:

(a) (p(2) +q(2))" = p()" + q(z)" e (p(x)q(2))" = p(2)'q(x) + p(z)q(z)".

(b) « é raiz de p(x) de multiplicidade > 1 se e 86 se é simultaneamente raiz de p(z) e

p(z)".

2.7. Sendo f(x) e g(z) elementos de K[x], determine o quociente e o resto da divisdo de
f(z) por g(x), para:

(a) f(x)=2*+42? +4, g(z) =22 e K=Q.

(b) f(x)=a*+222 -2 +2,g(x) =r+2e K= 12Zs.

(c) flx)=a" —4a5 + 23 —32+5, g(x) =22° -2 e K= Zr.

2.8. Determine todos os primos impares p para os quais x — 2 divide % + 2% + 22 + 2 em
Zyp|z).

2.9. Em cada uma das alineas seguintes determine, em Rz], d(z) = mde(f(x),g(x)) e
u(z), v(z) € R[] tais que d(z) = u(z) f(x) + v(x)g(z).

(a) f@)=a+1leg(x)=a*+a3+222 + 2+ 1.

(b) f(z)=a3+222+4z—-5eg(x)=2>+z—2.

(¢) f(z) =23 +322+22+8eg(x) =2* —4.
2.10. O anel quociente Q[z]/ (22° — 623 + 922 — 15) ¢ um corpo?

2.11. Sejam p um inteiro positivo primo e f(z) um polinémio irredutivel de Z,[z] de grau

n. Prove que o corpo Zy[z]|/ (f(x)) tem exactamente p”™ elementos.

2.12. Dé exemplos de polinémios redutiveis sobre um corpo mas que nao tenham nenhuma

raiz nesse corpo.

2.13. Sendo C um corpo, prove que se f(z) € C[z] é de grau 2 ou 3 e nao tem raizes em
C entao f(x) é irredutivel sobre C. Mostre que a reciproca é valida para polinémios de

grau > 2.
2.14. Seja C um corpo finito. Mostre que Cz] contém polinémios irredutiveis de grau
tao grande quanto se queira. [Sugestdo: Imite a prova de Euclides da existéncia de um

numero infinito de primos].

2.15. Demonstre a Proposicao 2.15.
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2.16. Averigte quais dos seguintes polindmios de Z[z] sao irredutiveis sobre Q (em caso

negativo, factorize-os como produto de polinémios irredutiveis):
(a) 22—+ 1.

(b) % — 2z — 1.

()

(d

3 — 222 + z + 15.
7 + 1123 + 33z + 22.
e) x® + 2.

)
(e)
(f) x3 + 222 + 10.
)

(g) 22 — 623 + 922 — 15.

2.17. Determine todas as raizes racionais dos seguintes elementos de Q[z]:
) %0 — 220 4 210 1.
) 222 — 32 + 4.
(c) 2a® —bz+2.
) 23 —Tx + 3.
2.18. Mostre que, para quaisquer inteiros a e b, o polinémio z3 + (2a + 1)z + (2b+ 1) é
irredutivel sobre Q.
2.19.
(a) Calcule o produto (222 + z + 1)(22% + 3z + 2) em Z,,[z], para m = 2,3, 6.
(b) a* + 223 + 2z + 2 é irredutivel em Z3[z]?
2.20. Usando o critério de Eisenstein, prove que, se n > 1 e p1,p2,...,pr 840 numeros
primos distintos dois a dois, entao ¢/pips - - . px € um nimero irracional. Serd indispensavel
exigir que os numeros p1, po, . . ., pr sejam todos distintos?
2.21. Para cada n € Z, considere o polinémio p,(z) = 2% + 100x + n.

(a) Indique um conjunto infinito de inteiros n para os quais p,(x) é redutivel sobre Q,
e prove esta redutibilidade.

(b) Indique um conjunto infinito de inteiros n para os quais p,(z) é irredutivel sobre

Q, e prove esta irredutibilidade.

2.22. Determine K[z]/ {f(x)) e escreva as respectivas tabelas de anel para:

(a) K=Zye f(x) =

)
(b) K=Zse f(x) =2 +a+ 1.
(c) K=Zze f(x) =22 +2.
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2.23. Quais dos seguintes subconjuntos de Q[z] sao ideais de Q[z]? (Em caso afirmativo,

calcule p(z) ménico tal que J = (p(z)).) Quais desses ideais sdo maximais?

(a) {f(z) € Qla] | f(1) = f(7) =0}

(b) {f(x) €Qlz] | f(2) =0e f(5) # 0}.
(c) {f(z) €Qlz] | f(V3) =0}

(d) {f(x) €Qlz] | f(4) =0e f(0) = f(1)}-

2.24. Se p > 2 é um numero primo, mostre que ha exactamente dois elementos a € Z,

tais que a® = 1.

2.25. Seja p um inteiro primo. Prove que o polindmio ciclotémico

P —1

r—1

PP bl =

é irredutivel em Q[z].
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3. Teoria de Galois

Motivacgdo

O desenvolvimento da Algebra estd intimamente ligado a resolucao de equagoes
polinomiais de coeficientes reais (ou complexos). Uma equac¢do polinomial é uma
equacao do tipo

ant™ 4 ap_12" '+ 4+ a1z +ag = 0. (3.0.1)

Ao primeiro membro chama-se, como vimos no capitulo anterior, um polinémio
na indeterminada x.

Resolver a equagao (3.0.1) é determinar as suas solugoes (ou seja, as raizes do
polinémio), isto é, os valores numéricos para = que transformam a equagdo numa
identidade verdadeira.

A equagao do primeiro grau, ou linear,
ar+b=0 (a#0)

tem uma sé solugao, ébvia,

r=——.
a

A solucao de uma equagao quadratica era ja conhecida pelos matemadticos
da Babilénia, que sabiam como “completar o quadrado”, e foi popularizada no
mundo ocidental durante o Renascimento, por tradugoes em latim do livro do
matemético islamico Muhammad al-Khowarizmi”, Al-jabr wa’l mugabalah®, pu-
blicado na primeira metade do século IX. Todos sabemos hoje que a equagao do
segundo grau

ax? +br+c=0 (a#0)

tem solucoes dadas pela formula

. —b+Vb? — dac

2a

Serd possivel encontrar uma féormula semelhante para resolver equacoes do
terceiro grau
ar® + b’ +cx+d=0 (a+#0)?

E de grau superior?

"Nome que deu origem &s palavras algarismo — para designar cada um dos digitos de nu-
meracao arabe — e algoritmo — o termo moderno que designa um procedimento sistematico

para resolver problemas matematicos.
8 A partir de al-Khowarizmi, o termo al-jabr tornou-se sinénimo de resolver equagdes (dlgebra).



52 ALGEBRA II

Vejamos em primeiro lugar o que significa “férmula semelhante”. O que se
pretende saber é se existe um processo geral para calcular as raizes de equacgoes
de grau superior a dois, a partir dos coeficientes, aplicando as operagoes racionais
(adigao, subtraccao, multiplicagao e divisdo) e a extracc¢ao de raizes, um nidmero
finito de vezes. Solugoes obtidas desta forma chamam-se solu¢des por radicais.

Em segundo lugar, observemos que na procura das raizes de um polinémio
ant"™ + ap_12" N+ a1z +ag

é evidente que podemos, sem perda de generalidade, supor a, = 1. Além disso,
basta considerar o caso a,_1 = 0. Com efeito, supondo jé a,, = 1, a mudanga de

variavel

(3.0.2)

transforma o polinémio dado num polinémio em y em que o coeficiente de y"~!

é zero, sendo as raizes do primeiro polinémio facilmente calculdveis a partir das
raizes deste novo polinémio.

[confirme]

No século XVI, matematicos italianos descobriram uma férmula para resolver
as equagoes do terceiro e quarto graus (vale a pena referir que a descoberta destas
férmulas e a luta pela prioridade da sua descoberta tem uma histéria bastante
curiosa e divertida). Geronimo Cardano (1501-1576), também conhecido por Car-
dan, inclui no seu livro Ars Magna, publicado em 1545, férmulas para a resolucio
de equacoes do terceiro e quarto graus, atribuidas pelo autor, respectivamente, a
Nicolo Tartaglia (1500-1565) e Ludovico Ferrari (1522-1565).

A “férmula de Cardan”, como é hoje conhecida, para resolver a equagao cibica

da forma
v’ +py =g,
escrita em linguagem actual, é a seguinte:
3/ q ¢ psla | P

ym\eTV T T e VT T

Usando (3.0.2), o caso geral de uma equagao do terceiro grau
234 bx? fex+d=0

pode ser reduzido a este caso pela translacdo z = y — b/3. A verificagdo, por
substituicao, de que a férmula de Cardan fornece uma solugao da equacao deverd

dar uma ideia do grau de dificuldade envolvido neste tipo de problema.
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A equacdo do quarto grau pode também ser reduzida a solucdo de uma cubica.
Com efeito, podemos sempre supor, eventualmente apés uma translagao (3.0.2),

que a quartica é da forma
a4+ ar? + br +c=0.
Completando o quadrado, obtemos
t* tar® +br+c=0s (22 +a)? = ax® —bx — ¢+ a’
O truque consiste em observar que entao, para qualquer y, temos

(> +a+y)? = az®—bxr—c+a®+2y(a® +a)+ o>
= (a+2y)z® — bz + (a* — c + 2ay + y?). (3.0.3)

Como esta tdltima equagao é quadratica em x, podemos escolher y de forma a
que seja um quadrado perfeito. Isto consegue-se precisamente, impondo que o
discriminante b? — 4(a + 2y)(a® — ¢ + 2ay + y?) seja zero, o que d4 uma equacio

ctbica em v,
—8y — 20ay® + (—16a” + 8c)y + (b* — 4a® + 4ac) = 0,

que pode ser resolvida com recurso a féormula de Cardan. Para este valor de y, o

membro direito de (3.0.3) fica igual ao quadrado perfeito

(o~ sevam)

de forma que, extraindo as raizes em ambos os membros de (3.0.3), obtemos uma
equacao quadratica que pode ser resolvida.

Nos trés séculos que se seguiram, muitos esforcos foram feitos para obter uma
férmula resolvente para a equacao quintica. No principio do século XIX, Niels
Henrik Abel (1802-1829), na sequéncia de trabalhos de matemadticos eminentes
como Joseph Lagrange (1736-1813) e Paolo Ruffini (1765-1833), provou que exis-
tem equacoes do quinto grau cujas solugoes nao podem ser obtidas por radicais.
Este facto levantou de imediato um novo problema: dada uma equagao desse grau
como reconhecer se ela é ou nao resolivel por radicais?

Foi Evariste Galois (1811-1832) quem obteve uma condigao necessaria e sufi-
ciente para a resolubilidade por radicais de uma equagao polinomial de qualquer
grau e mostrou a impossibilidade de resolucao da equacao algébrica geral de grau
maior ou igual a cinco. Este matematico, com uma vida breve e aventurosa, é
considerado o criador da Algebra tal como ela é entendida nos nossos dias e o seu

trabalho teve consequéncias muito para além do problema original da resolucao de



54 ALGEBRA II

equagoes algébricas por radicais. Galois associou a cada equagdo um grupo, hoje
chamado grupo de Galois; as propriedades desse grupo revelam a resolubilidade
por radicais da equagao. O feito de Galois é tanto mais notavel quanto a nocao
de grupo era ainda incipiente nessa altura.
Para ilustrarmos as ideias de Galois, consideremos a equagao qudrtica com
coeficientes racionais
444 r+1=0.

-2k
Esta equacao tem as raizes ri = %5 (k=1,2,3,4). Pensemos agora em todas as

possiveis equacoes polinomiais, com coeficientes racionais, que sao satisfeitas por

estas raizes. Estas incluem, entre outras, as equagoes

rm+ro+rg+rys—1=0,
(T1+T4>2+7“1+7"4_1:07

riry =1,
(1"1)5 —1= 0,
(T4)5 —1= O)

A observacdo chave é a seguinte: se considerarmos todas as permutacoes de
{r1,7r2,73,74} que transformam equagoes deste tipo ainda em equagoes deste tipo,
obtemos o chamado grupo de Galois G da equacao. Por exemplo, a permutacao
(14)(23) transforma todas as equagoes listadas em cima em equagoes dessa lista.
Pode provar-se que, neste exemplo, G = {id, (1243), (14)(23), (1342)}. Galois des-
cobriu que a estrutura deste grupo é a chave para a resolucao desta equagao (mas
antes Galois teve de inventar o préprio conceito de grupo, inexistente até a datal).

Consideremos por exemplo o subgrupo H = {id, (14)(23)}. E simples verificar
que as expressoes polinomiais nas raizes, com coeficientes racionais, que sao fixas
pelos elementos de H sao precisamente os polindmios em y; = r1+7r4 € yo = r2+773.

Mas y1 e yo s@o as solucgoes da equacao quadratica
2> +x—-1=0.

Assim, e supondo que nao conheciamos as expressoes das solugoes da equacio
original, poderiamos descobri-las resolvendo primeiro esta equacao quadratica,
obtendo

-1+5 -1-+5
— rytry = o,

e de seguida a equagao quadratica

T+ Ty =

(x—r)(x—ry) = % — (r14+r4)x+riry =0,
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ja que de facto esta equacao tem como coeficientes expressoes polinomiais em g1
e ya (pois riry = 1).

Note-se que o grupo de Galois pode ser caracterizado como o grupo de sime-
trias da equacd@o original: sdo as transformacoes que levam solugoes (raizes) em
solucoes preservando a estrutura algébrica das solugoes. Este é precisamente o
ponto de partida na exposicao moderna da Teoria de Galois: constréi-se o corpo”
Q(r1,...,7my) gerado pelas raizes da equagao, e os elementos do grupo de Galois
aparecem como automorfismos destes corpos. Nesta linguagem, a Teoria de Ga-
lois consiste em transformar questoes sobre a estrutura destes corpos em questoes

sobre a estrutura do grupo de automorfismos associado.

Extensoes de corpos

As sucessivas extensoes do conceito de numero, dos naturais para os inteiros,
racionais, reais e, finalmente, complexos foram impostas pela necessidade de re-
solver equacoes polinomiais ou, o que é equivalente, de determinar raizes de poli-
nomios.

Os numeros irracionais surgiram com a necessidade de resolver a equacao poli-
nomial 22 — 2 = 0, imposta pelo Teorema de Pitdgoras. E bem conhecido que
2?2 +1 = 0 ndo tem solucdo no corpo dos reais. Para resolver uma tal equacio
foi necessaria a introducao do ntmero “imagindrio” i = \/—1. Portanto, estes
problemas foram resolvidos com a construgao de sucessivas extensoes do conceito
de numero.

Nos nossos dias todos estes nimeros nos sao familiares mas é claro que nao
foi sempre assim. Atribui-se ao matematico do século XIX Leopold Kronecker
(1823-1891) a seguinte frase:

Deus criou os niumeros inteiros e tudo o resto € obra do homem.

Na resolucao da equacao do segundo grau, é com a maior tranquilidade que
trabalhamos com o caso em que o binémio discriminante b?> — 4ac é negativo. Os
numeros complexos sdo-nos perfeitamente familiares o que nao sucedia no século
XVI. De facto foi Cardan quem primeiro introduziu nimeros da forma a + v/—b,
com a e b inteiros positivos. No entanto, fé-lo com sérias reservas e um forte

sentimento de culpa.

9A nocéo de corpo s6 foi formalizada por Dedekind em 1879, mais de 50 anos depois da morte

tragica de Galois.
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E curioso notar que foi a determinacao das solugoes da equagoes de terceiro
grau que levou a construcao dos numeros complexos. As equagoes de grau dois e
binémio discriminante negativo eram simplesmente classificadas como insoliveis
mas, para a equagao de terceiro grau, o caso muda de figura pois solugoes reais sao
obtidas passando por niimeros complexos. Por exemplo, a equacao 23 —152—4 = 0,

pela regra de Cardan da

T = {’/2—1—\/—1214- {’/2—\/—121

e, consequentemente, é considerada sem solucao. No entanto, ela tem trés raizes
reais: 4, —2+1/3 e —2—+/3. Isto foi constatado por Bombelli, também matemético
italiano do século XVI. Ele foi o primeiro a introduzir uma notagdo para o que
hoje denotamos por i e —i (a que ele chamou “pit di meno” e “meno di meno”)
e a trabalhar com esses simbolos utilizando as regras bem conhecidas i x 1 = —1,
—i x 1 =1, etc. As sucessivas extensdes do conceito de numero, dos naturais
para os inteiros, racionais e reais, algumas bem conturbadas, tornava-se inevitavel
juntar mais uma: os nimeros complexos.

A invencdo de novos nimeros se, por um lado, foi inevitavel - por exemplo
para resolver equagoes de terceiro grau, como j4 foi referido - nao foi um processo
pacifico nem facilmente aceite pela comunidade matematica como o revelam nomes
tais como “irracionais” ou “imaginarios”.

O estudo que fizemos sobre anéis e corpos dd-nos, como veremos, um processo
sistematico de “inventar raizes de polinémios”. Neste processo os polinémios ir-

redutiveis desempenham um papel determinante.

Sendo L um corpo, K C L é um subcorpo de L quando K é um subconjunto
nao-vazio de L tal que (K, +) é um subgrupo de (L, +) e (K'\ {0}, -) é um subgrupo
de (L \ {0}, -).

[Observe: K C L é um subcorpo de L sse

(1) 0,1e K

(2) a—be K para quaisquer a,be K

(3) ab™! € K para quaisquer a € K, b€ K\ {0}]

EXTENSAO DE UM CORPO

Diz-se que um corpo L é uma extensdo de um corpo K, se K é um subcorpo de

L. A extensao é prdpria quando L # K.
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Consideremos o corpo de Galois de ordem p (prima), F), = (Z,, ®p, ®p). Qual-

quer subcorpo K de IF,, contém a identidade 1 logo contém os elementos
1+1,1+1+1,...,—-1,-1—1,...

Portanto F,, C K, pelo que K = F,. Isto mostra que FF, nao contém subcorpos
proprios (isto é, # F,). Diz-se que F, é um corpo primo. Portanto, os corpos
primos sao, em certo sentido, os menores corpos que existem. Outro exemplo de
corpo primo é o corpo dos racionais: sendo K um subcorpo de Q, se 1 € K entao
imediatamente Z C K, donde qualquer 2 = nm™! (n € Z,m € Z\ {0}) também
pertence a K, isto é, K = Q. Por outro lado, R e C nao sao primos.

Aproveitaremos agora para mostrar que os corpos [, e Q sao, a menos de
isomorfismo, os dnicos corpos primos que existem.

E facil verificar que a interseccao de qualquer familia de subcorpos de um corpo

L ¢é ainda um subcorpo de L.

[Este facto decorre imediatamente do correspondente facto para

grupos, provado em Algebra I]

Em particular, a interseccao de todos os subcorpos de L é um subcorpo P de L.

SUBCORPO PRIMO
A este subcorpo P chama-se subcorpo primo de L. Evidentemente, trata-se de um

corpo primo.

Teorema 3.1 O subcorpo primo de um corpo L € isomorfo aF, ou a QQ, consoante

a caracteristica de L seja p ou 0.

Demonstragao. Consideremos a aplicagao ¢ : Z — L definida por ¢(n) = nly,
onde 17, designa a identidade do corpo L. E evidente que ¢ é um homomorfismo

de anéis:
e ¢(n+m)=(n+m)l,=nly+mly = ¢(n)+ ¢(m).
o ¢(nm) = (nm)1y = (nlg)(mlL) = ¢(n)p(m).
Consideremos o niicleo de 6:

Nucop ={n € Z| ¢(n) = 0}.
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[Em Algebra I foi observado que Nuc¢ & um subgrupo de Z.

Observe agora que Nuc¢ é um ideal de Z]

Pelo Teorema do Isomorfismo para anéis, ¢(Z) = Z/Nuc ¢.

[Este teorema é uma generalizagdo imediata para anéis

do Teorema do Isomorfismo para grupos, estudado em Algebra I:
Se ¢ : A — B é um homomorfismo de grupos (anéis), e N € o

nicleo de ¢, entao os grupos (anéis) ¢(A) e A/N sdo

isomorfos.]

Como qualquer subcorpo de L contém 17, também contém ¢(Z). Logo ¢(Z) esta

contido no subcorpo primo P de L. Por outro lado,

pZ se car(L) =p
Nucp={neZ|nl =0} =
{0} secar(L)=0

No primeiro caso, tem-se ¢(Z) = Z/pZ = 7Z,. Como Z, é um corpo, ¢(Z) é
um corpo, donde necessariamente coincide com P.

No segundo caso, tem-se ¢(Z) =2 Z/{0} = 7Z, donde Z = ¢(Z) C P. Portanto
P contém uma cépia isomorfa de Z. Estendendo o homomorfismo ¢ : Z — ¢(Z)
a Q, definindo ¢ : Q — P por ¢(2) = ¢(n)¢(m) !, obtemos um isomorfismo de
anéis, o que mostra que, neste caso, P = Q.

[Alternativamente, podia observar-se, como fizemos para
Q, que um corpo P que contenha (uma cépia de) Z,

terd que conter necessariamente (uma cépia de) QQ, pois
n,meP:%:nmfleP]

Exemplos: Q é o subcorpo primo de R e C. Da mesma forma, Q é também o
subcorpo primo de Q[v/2] = {a +bv2 | a,b € Q}.

Qualquer extensao L de um corpo K pode ser vista como um espago vecto-
rial sobre K, tomando para adicao vectorial ¢ a prépria adigdo no corpo e para

multiplicacao escalar * a multiplicagao em L:
Adicédo vectorial: a®b:=a+b, Va,be L

Multiplicacao escalar: k% a:=ka, Vk € K, Va € L



3. TEORIA DE GALOIS 59

[Exercicio: Verifique]

Este resultado é fundamental para o desenvolvimento da teoria dos corpos,

porque nos permite aplicar as ferramentas da algebra linear.

GRAU DE UMA EXTENSAO
Seja L uma extensao de K. O grau da extensao L sobre K, que denotaremos por
[L : K], é a dimens@o do espago vectorial L sobre K. A extensao L diz-se finita

se [L : K] for finita, e diz-se uma extensdo infinita, caso contrario.

Vamos ver mais adiante técnicas para calcular o grau [L : K| em certos casos
importantes. Para ja comecamos com um resultado geral, que tem um papel nesta

teoria andlogo ao do Teorema de Lagrange na teoria dos grupos (finitos).

Teorema 3.2 [Teorema da Torre]

Sejam M D L O K extensdes sucessivas de um corpo K. Entdo
[M: K|]=[M:L][L:K].

[Note que o produto & direita é simplesmente uma multiplicagio
de cardinais; no caso de algum dos graus ser infinito, a férmula

significa que [M: K| =00 se e s6 se [M:L] =00 ou [L: K] =00]

Demonstragao.  Seja {a;};e;r uma base do espaco vectorial L sobre K e seja
{bj}jcs uma base do espaco vectorial M sobre L. Bastard provar que {a;b;}icr jcs
é uma base do espago vectorial M sobre K.

E claro que cada elemento a;b; pertence a M, pois a; € L C M e b; € M.
Provemos que se trata de um conjunto de vectores linearmente independente sobre

K:

Se
Z Hijaibj = 0,
iel jeJ
com k;j € K, isto significa que Z(Z nija,)bj = 0. Como cada Zie[ Kija; per-
jeJ iel

tence a L e os b; sdo linearmente independentes sobre L, entao ), ; #yja; = 0 para
qualquer 57 € J. Mas os a; sao linearmente independentes sobre K e, portanto,
kij = 0 para qualquer i € I e j € J.
Finalmente, vejamos que se trata de um conjunto de geradores de M sobre K:
Seja ¢ € M. Entao podemos escrever ¢ = Zje]ljbj> onde [; € L, porque

{bj}jes é uma base de M sobre L. Mas, por sua vez, cada l; é uma combinacao
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linear I; = .. Kija;, porque {a;}icr ¢ uma base de L sobre K. Consequente-

mente, ¢ =, ; K;ja;b;. "

Note que [L : K] = 1se esbése L = K. De facto, se [L : K| = 1, seja {a}
uma base do espaco L sobre K; como 1 € L, podemos escrever 1 = ka para algum
k € K, o que mostra que a = k! € K e, consequentemente, que L C K. O

reciproco é ébvio.

EXTENSAO GERADA E EXTENSAO SIMPLES

Seja L uma extensao de K. Se S C L é um subconjunto, designamos por K(S5) a
extensao de K gerada por S, ou seja, o menor subcorpo de L que contém K U S.
E claro que K(S) é uma extensdo de K contida em L. Se S = {61,...,60,} ou
S = {6}, escrevemos simplesmente K (61,...,6,) ou K(0) em vez de K(S). Neste

ultimo caso, K (0) diz-se uma extensdo simples de K.

Exemplos: (1) R(i) = C: Por definicao, R(i) é o menor subcorpo de C que
contém R U {i}, em particular, R(7) C C. Como R(7) é um corpo terd que conter
necessariamente todos os elementos da forma a + ib, com a,b € R. Portanto
C C R(i).

Se z € C entao z escreve-se na forma a + ib com a e b Unicos, o que implica
que {1,i} é uma base de C sobre R. Logo [C : R] = 2. Como 2 é primo, segue
do Teorema da Torre que se K é tal que R C K C C entéo ou [K : R] =1 ou
[C: K]=1,ouseja, K=Rou K =C.

(2) Q) ={a+1ib:a,be Q} Cc C: Como Qi) é um corpo, por defini¢do, terd
que conter necessariamente todos os elementos da forma a + ib, com a,b € Q.
Quanto a inclusao reciproca, bastard assegurarmos que {a + ib : a,b € Q} é um
subcorpo de C. Sejam a + ib,c + id com a,b,c,d € Q. Nao é dificil mostrar que
(a+1ib) — (c+1id) ainda pertence a {a+1ib: a,b € Q}. Suponhamos que ¢+ id # 0
(isto é, ¢ # 0 ou d # 0). Entao ¢ — id # 0, pelo que

a+ib a+ibc—id ac—bd .bc—ad

ib id)~L = - —
(a+ib)(ctid) = = e i 2T & ar e

ainda pertence a {a + ib: a,b € Q}.
E claro que, tal como no exemplo anterior, [Q(i) : Q] = 2, sendo {1,i} a base

de Q(7) sobre Q.

(3) Do mesmo modo que no exemplo anterior, pode provar-se que

Q(V2) ={a+bV2:a,beQ}
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e [Q(v/2) : Q] = 2. Neste caso a base é {1,v/2}.

(4) Note que para o elemento +/2 ainda se tem {a + bv/2 : a,b € Q} C Q(v/2),
mas desta vez nio temos igualdade (o elemento v/4 = (¥/2)? pertence a Q(+/2)
mas ndo pertence a {a + bv/2 : a,b € Q}). Neste caso,

Q(V2) ={a+bV2+cV4:a,bccQ}
e [Q(V2): Q] =3.

ELEMENTOS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES
Seja L uma extensao de K e seja 8 € L. Dizemos que 0 é algébrico sobre K
se existe um polinémio nao-nulo p(x) € KJz| tal que p(f) = 0. Caso contrario,

dizemos que 0 é transcendente sobre K.

Exemplos: (1) Se § € K entao 6 é raiz de x — 0 € K|[z] e portanto 6 é algébrico
sobre K.

(2) V2 e i sdo algébricos sobre Q: /2 é raiz de 22 — 2 € Q[z] e i é raiz de
2+ 1€ Qla].

(3) E um facto bem conhecido que os ntimeros reais 7 e e sio ambos transcendentes
sobre Q, isto é, nao existe nenhum polinémio p(x) € Q[z]| que tenha 7 ou e por
raiz. As demonstracoes destes factos envolvem andlise infinitesimal e devem-se
originalmente a Lindemann (1882) e a Hermite (1873), respectivamente.

Mas é claro que 7 e e ja sao algébricos sobre R.

EXTENSOES ALGEBRICAS E TRANSCENDENTES
Uma extensao L de K diz-se uma extensao algébrica de K se todos os elementos
de L sao algébricos sobre K. Caso contrario, dizemos que L é uma extensdo

transcendente de K.

Proposicao 3.3 Seja L uma extensdo finita de K. Entdao L € algébrica sobre K.

Demonstracao. Suponhamos que [L : K] = n € N. Para cada § € L,

{1,60,62,...,6"} é um conjunto linearmente dependente de L sobre K (pois tem
n + 1 vectores). Isso significa que existem ag, a1, asg,...,a, € K, ndo todos nulos,
tais que

ap + a10 + as0® + - - + a8 = 0.
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Entao o polinémio
p(z) = ag + a1 + asx® + - - - apa™ € Kz]
tem a raiz 6, o que mostra que 6 é algébrico sobre K. [

Portanto, uma extensao transcendente é necessariamente de dimensao infinita.
Seja L uma extensao de K e seja § € L um elemento algébrico sobre K.

Consideremos o conjunto

I={p(z) € K[a] : p(6) = 0}.

[Exercicio: [ é um ideal de K|[z]]

Como I é um ideal de K[z], pela demonstracao do Teorema 2.7, podemos concluir

que existe um polinémio ménico my(z) € K[x], Gnico, tal que I = (mg(x)).

Este polinémio satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 3.4 Seja 0 € L um elemento algébrico sobre K. Entao:
(1) mg(x) € irredutivel sobre K.
(2) Para cada p(x) € K[x], p(f) =0 se e s6 se myp(z) | p(z).

(3) mg(x) € o polinémio ménico nao-nulo em K|x| de menor grau que tem 6 por

raiz.

Demonstragao. (1) Como my(x) tem uma raiz, tem de ser de grau > 1 necessa-
riamente. Suponhamos que mg(z) era redutivel, isto é, que my(x) = p1(z)p2(z),

1< gr(p1(@)), gr(pa(x)) < gr(ma(a)). (3.4.1)

Entao 0 = mg(f) = p1(0)p2(0), donde p1(#) = 0 ou pa(d) = 0. Qualquer uma
destas possibilidades contradiz (3.4.1): se pj(#) = 0 (i = 1 ou i = 2), entdo
pi(x) € I, ou seja, mg(x) | pi(x), donde gr(p;(x)) > gr(mg(x).

(2) E evidente: mg(x) | p(z) < p(z) € (mg(z)) = I < p(0) = 0.

(3) E consequéncia imediata de (2): seja p(z) ménico; se p(d) = 0 entdo mg(z) |

p(z), logo p(x) = my(x) ou gr(p(x)) > gr(me(z)). m
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POLINOMIO MINIMO

O polinémio my(x) chama-se o polindmio minimo de 6 sobre K.

Exemplos: 22+ 1 é o polinémio minimo de i sobre R, 22 — 2 é o polinémio minimo

de v/2 sobre Qex— V2éo polinémio minimo de V2 sobre R.

Teorema 3.5 Seja 6 algébrico sobre K, com polindmio minimo mg(x) sobre K.

Entao cada elemento A € K (0) tem uma expressao unica na forma X\ = p(6) onde
p(z) € K[z] € tal que gr(p(x)) < gr(me(z)).

[Por outras palavras: se gr(mg(x)) =n entfo existem

ap, a1, ...,0n—1 € K, dnicos, tais que A=ap+a10+---+ ap_160m"1]

Demonstragao. Comecemos por provar que todo o elemento A de K(6) se pode
escrever na forma p(0) para algum p(z) € K[z] tal que gr(p(z)) < n. E evidente

que
K U{0} C{p(9) : p(x) € K[z]} € K(6).
Mas S := {p(0) : p(x) € K[z]} é um subcorpo de K(6):

e Se p(#),q(f) € S, é evidente que p(0) — q(f) € S, pois p(x) — q(z) € K[x].

e Se p(f),q(0) € S, com ¢(f # 0 entao, como € nao é raiz de ¢g(x), pela
propriedade (2) na Proposigao, mg(z) 1 ¢(z), donde mdc(mgy(zx),q(x)) =
1, uma vez que mgy(x) é irredutivel sobre K. Isto significa que existem
polinémios a(x),b(z) € K[z] tais que 1 = a(z)mg(z) + b(x)q(z). Mas entao
1 =a(@)mg(0) + b(0)q(0) = b(#)q(f), o que mostra que b(f) é o inverso de
q(0) em K(6). Portanto, p(0)q(0)~' = p(6)b(0), que ainda pertence a S,
porque p(z)q(z) € Klz].

Logo, {p(0) : p(x) € K[z]} = K(0).

Observemos agora que

{p(0) : p(x) € Klz]} = {p(0) : p(x) € K[z], gr(p(x)) <n},

uma vez que, para cada p(z) € K[z], p(z) = q(x)mg(x) + r(x), com gr(r(z)) <
gr(mg(x)), donde p(0) = q(0)mq(0) + r(0) = r(0).
Em conclusao, K(0) = {p(0) : p(z) € Klz], gr(p(z)) < n}, o que mostra

que todo o elemento se pode escrever na forma desejada. Finalmente, provemos

a unicidade: se A = p(0) = ¢(#), com p(z),q(r) € K[z] ambos de grau < n,
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entdo gr(p(x) —q(x)) < n. Mas p(f) — q(f) = 0. Se p(x) # q(z), o polinémio
p(x) — q(x) seria um polinémio nao-nulo de grau < n com a raiz 6, o que contradiz

a propriedade (3) da Proposicao 3.4. n

Daqui decorre imediatamente que toda a extensao algébrica simples € finita:

Corolério 3.6 Se 6 € algébrico sobre K e gr(mg(xz)) = n, entao [K(0) : K] =n
e{1,0,0% ...,6" '} é uma base do espago vectorial K (0) sobre K. n

[Agora entende-se porque se chama grau da extensdo
a dimens8o [K(f): K]: este nimero coincide com

o grau do polinémio minimo my(x)]

Exemplos: (1) O que fizemos nos exemplos da pdgina 60 pode agora ser feito
de modo muito mais rapido: por este corolario, segue imediatamente que, para

qualquer inteiro primo p, [Q(/p) : Q] = 2 e {1,,/p} é uma base de Q(,/p) sobre
Q; basta para isso observar que z2 — p é o polinémio minimo de /P sobre Q.

(2) Consideremos a extensiao Q(v/2,v/3) de Q. Podemos olhar para Q(v/2,/3)
como a extensdo simples Q(v/2)(v/3) de Q(v/2). Pelo Teorema da Torre,

[Q(V2,V3): Q] = [Q(v2,v3) : Q(V2)] [Q(V2) : Q] = 2[Q(V2,V3) : Q(vV2)].

Qual é o polinémio minimo de v/3 sobre Q(v/2) = {a+bv2: a,b € Q}? /3 é raiz
de 22 — 3 € Q[z] € Q(v/2)[z]. Sera que este polinémio é irredutivel sobre Q(v/2)?
Sim, pois as suas duas raizes £+/3 nio pertencem a Q(v/2):

Com efeito, £1/3 = a + b\/2 para algum par a,b de racionais implicaria 3 =
a® + 2b% + 2ab\/2, ou seja,

—a?—2v%

3
V2 = o € Q (no caso a,b #0)

2

ou 3 = 2b? (no caso a = 0) ou 3 = a® (no caso b = 0), uma contradicio, em

qualquer um dos trés casos.

Portanto, z2 — 3 é o polinémio minimo de v/3 sobre Q(v/2), pelo que

[Q(V2,v3): Q(v2)] =2,
sendo {1,v/3} uma base de Q(v/2, v/3) sobre Q(v/2).
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Em conclusio, [Q(v/2,v/3) : Q] = 4 e, pela demonstracao do Teorema da Torre,
{1,v/2,/3,/6} constitui uma base de Q(v/2,v/3) sobre Q. Assim,

QVE,V3) = {a+ V3 +cv3+dvE | a,bc.d € Q.

[Por vezes, uma extensdo estd escrita de tal maneira que
’’esconde’’ a sua simplicidade. Por exemplo, a extensdo
Q(v2,V3) é simples porque coincide com Q(v/2+ v/3), como

facilmente se pode verificar]

Aplicagoes

Construcgoes com régua e compasso

Nesta altura do curso ji podemos tirar dividendos dos nossos esforcos: o grau
de uma extensao algébrica é uma ferramenta muito poderosa. Antes mesmo de
entrarmos a sério na Teoria de Galois, podemos aplicar o grau a resolugao de
varios problemas geométricos famosos, inventados pelos Gregos.

Os matematicos da Grécia Antiga exprimiam de forma geométrica muitos dos
seus conceitos e ideias. Mas, segundo Platao, as tnicas figuras geométricas per-
feitas eram a recta e a circunferéncia. Isto tinha o efeito de restringir os ins-
trumentos disponiveis para efectuar construgoes geométricas a dois: em geral, s
admitiam como vélidas construgoes geométricas que pudessem ser obtidas pelo
uso exclusivo do compasso e da régua nao graduada (isto é, sem escala).

Apesar da sua grande habilidade, ha algumas construgoes aparentemente sim-
ples para as quais nao conseguiram descobrir um método de construgao. Nao é
surpreendente que os Gregos tenham achado essas construcoes tao dificeis; sao
impossiveis de realizar! Mas os Gregos nao tinham nem os métodos para provar
essa impossibilidade nem, ao que parece, nenhuma suspeita de que as construgoes
eram de facto impossiveis!©

Esses problemas ficaram pois em aberto e s6 viriam a ser resolvidos nos finais
do século XIX, com a ajuda da Algebra, depois de convenientemente reformulados

em questoes da Teoria dos Corpos (mais concretamente, extensoes de corpos).

10Sabiam, no entanto, que, sem essas imposicdes “platénicas”, os problemas podiam ser re-

solvidos.
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Entre os mais famosos desses problemas contam-se quatro que ficaram conhe-

cidos por:

(I) Problema da duplicagao de um cubo;

(IT) Problema da trissec¢ao de um angulo arbitrario;
(III) Problema da quadratura do circulo;

(IV) Problema da inscricado de um heptégono regular numa circun-

feréncia.

Descricao dos problemas

O Problema I consiste em construir um cubo com o dobro do volume de um
cubo dado. Se tomarmos um cubo de aresta 1, o problema consiste em construir
um segmento de comprimento 2.

O Problema II questiona a existéncia de um método geral de divisao de qual-
quer angulo em trés partes iguais (hé varios angulos que podem ser trissecados
com régua e compasso; a questao estd em saber se todos o sdo).

O Problema III estd ligado ao calculo da area do circulo. Consiste em saber se
é possivel construir um quadrado cuja area é igual a de um circulo dado. Partindo
de um circulo de raio unitario a questao resume-se a construir um segmento de
comprimento /7.

Quanto ao Problema IV, consiste em inscrever um heptiagono regular numa

circunferéncia dada.
Historia dos problemas

Uma referéncia ao Problema I aparece num documento antigo, supostamente

escrito por Eratéstenes ao Rei Ptolomeu III cerca do ano 240 a.C.:

Diz-se que um dos antigos poetas tragicos descreveu Minos preparando
um tumulo cubico para Glaucus e declarando, quando observou que
cada lado media 100 pés: “O tumulo que escolhestes € pequeno demais
para timulo real. Duplica-o [em volume] sem lhe modificar a forma.
Conseguirds isso se duplicares cada lado do tumulo.” Mas estava er-
rado. Quando se duplicam os lados, a drea aumenta quatro vezes e
o volume oito vezes. Tornou-se um assunto de investigacdo entre os
geometras o modo como se poderd duplicar o volume dado sem mod-
ificar a forma. FE este problema foi chamado de duplicagdo do cubo,

pois dado um cubo pretendia-se duplicd-lo ...
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As origens do Problema II sdo obscuras. Os Gregos preocupavam-se com a
construgao de poligonos regulares, e é bem provavel que o problema da trissecgao
tenha surgido neste contexto, pois a construcao de um poligono regular com nove
lados necessita da trisseccao de um angulo.

A histéria do Problema III esté ligada ao célculo da drea de um circulo. O
Papiro de Rhind"' contém informacao acerca disto. O manuscrito foi copiado pelo

escriba Ahmes, por volta de 1650 a.C., a partir de um trabalho mais antigo.

Ao longo dos anos estes problemas foram abordados por muitos matematicos.
Curiosamente tém também fascinado muitos matemédticos amadores. No tempo
dos gregos usava-se a palavra especial TeTpaywriCeiw'? para denominar estes
curiosos. Em 1775, a Academia de Paris achou por bem proteger os seus fun-
cionarios da perda de tempo e energia com a examinagao das “solugoes” destes
problemas apresentadas por matematicos amadores; decretou que mais nenhuma
solugao destes problemas seria analisada.

Estes problemas foram finalmente resolvidos no século XIX. Em 1837, Wantzel
resolveu os Problemas I, IT e IV. Em 1882, Lindemann solucionou o terceiro, ao
provar a transcendéncia de m sobre o corpo dos racionais.

Porque é que decorreram tantos séculos até estes problemas serem resolvidos?

Por dois tipos de razoes:
e as construcoes requeridas sao impossiveis;

e Embora os problemas sejam geométricos, foi recorrendo a técnicas algébricas
que essa impossibilidade foi demonstrada. Essas técnicas, nomeadamente a
construcao de extensoes do corpo dos numeros racionais, s6 comecaram a

desenvolver-se no século XIX.

Descricao das regras impostas pelos Gregos

Todos aprendemos a efectuar construgoes geométricas com compasso e régua
nao graduada, isto é utilizando a régua apenas para tracar o segmento que une
(ou a recta que passa por) dois pontos. Por exemplo, sabemos bissecar um angulo,
construir a mediatriz dum segmento, tracar por um ponto uma recta paralela a
uma recta dada, etc. No entanto, com os mesmos instrumentos e regras, ha varias
construgoes que sao impossiveis de realizar, tais como as dos problemas famosos

acima referidos, como veremos.

1O manuscrito matematico mais antigo que se conhece.
128ignifica preencher o tempo com a quadratura.
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As regras para estas construcoes foram impostas pelos gedmetras gregos e sao
muito estritas. Usando somente uma régua e um compasso, podemos realizar
uma grande variedade de construcoes'®. Em todos estes problemas sdo-nos dados
alguns pontos, alguns segmentos de recta passando por esses pontos e, eventual-
mente, algumas circunferéncias. A partir deles podemos construir, usando a régua
e 0 compasso como adiante se descreve, novos segmentos e circunferéncias. Note
que a régua é usada como mero instrumento auxiliar para tragar linhas direitas
mas ndo para medir ou marcar distancias. Obtemos novos pontos onde o novo
segmento de recta ou a nova circunferéncia intersecta outro segmento ou circun-

feréncia ja existentes.
As regras de utilizacao da régua e do compasso sao entao as seguintes:

(1) A régua pode ser usada para tracar uma nova linha, com a extensao que

quisermos, através de quaisquer dois pontos previamente na figura;
(2) O compasso pode ser usado para tragar novas circunferéncias, de dois modos:

(a) Coloque uma das extremidades do compasso num dos pontos dados e
a outra extremidade noutro dos pontos dados e trace a circunferéncia

(ou um arco de circunferéncia):

(b) Coloque o compasso como em (a), mas de seguida mova (sem alterar a
abertura do compasso) uma das extremidades para um terceiro ponto
na figura dada. Trace af a circunferéncia (ou arco de circunferéncia),

com este terceiro ponto como centro:

A

Observagao. Em rigor, o nosso uso do compasso é mais versatil que o permitido
pelos Gregos. De facto, o compasso imaginado pelos Gregos sé podia ser utilizado

segundo a regra 2(a) (ndo admitiam a regra 2(b)). Presumivelmente, os Gregos

13 Algumas destas construgdes estdo descritas com pormenor em muitos livros de Geometria

Plana.
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olhavam o seu compasso como nao tendo existéncia logo que fosse levantado da
folha de papel e portanto nao podia ser utilizado directamente para transferir
comprimentos, como em 2(b). Contudo, ao admitirmos a regra 2(b) nao estamos
a alterar o jogo em nada, pois pode-se provar que qualquer construcao que se
possa fazer seguindo as regras 1, 2(a) e 2(b) pode também ser realizada somente
com as regras 1 e 2(a). A unica diferenga é que esta tultima construgdo podera

eventualmente envolver mais passos do que a primeira.

Nao é dificil descrever construcoes, nas condigoes referidas, que levem, por
exemplo, a divisao de um segmento de recta num numero qualquer de partes
iguais, ao tracado de uma paralela ou de uma perpendicular a uma recta dada,

passando por um ponto dado, & bissecgao de um angulo dado, etc. Por exemplo:

Problema [Bissec¢do de um segmento de recta]: Dados dois pontos A e B, construa

o ponto médio C' do segmento de recta [AB].
Meétodo de construcao:

(1) Ponha o compasso em A e estenda a outra extremidade do compasso até que
esteja exactamente em B. Desenhe entao um arco na regiao acima de [AB]

e um outro na regiao abaixo de [AB].

(2) Ponha o compasso em B e estenda a outra extremidade até que esteja exacta-
mente em A. Desenhe arcos que intersectem os arcos de (1). Designe os

pontos de interseccao por D e E, respectivamente.

D
o
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(3) Com o auxilio da régua trace o segmento [DE]. O ponto C requerido é o

ponto de interseccao de [DE] com [AB]:

D
)K
[

[

[

[

[

[

[

[

[

.—*—.
A o B

[

[

[

[

|

[

:

[
>

E

[E claro que é preciso provar que C' é de facto o ponto médio
de [AB], o que pode ser feito sem grande dificuldade]

Outros exemplos:

Problema [Constru¢do de um angulo de 60°]: Dados dois pontos O e A, construa
o ponto B tal que AOB = 60°.

Meétodo de construgdao: Trace arcos de raio [OA] e centros em O e A. Designe o

seu ponto de interseccao por B:

@) A

[0 angulo AOB mede 60°, uma vez que o triangulo [AOB] é
equiléatero]
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Problema [Inscrigdo de um pentdgono regular numa circunferéncia (unitéria)]: Da-
dos os pontos A = (1,0), B = (0,1), C = (—-1,0) e D = (0,—1) numa circun-

feréncia unitaria, construa um pentagono regular inscrito nessa circunferéncia.

Método de construgao: Dividindo o segmento [OD] em duas partes iguais, marque
o ponto E. Com o compasso centrado em E obtenha o arco [AF]. Obtenha o ponto
G no eixo horizontal, de forma a que OG = OF /2. Finalmente obtenha o vértice
P, do pentagono por interseccao da circunferéncia com a recta vertical que passa
por G. Os restantes vértices P», P3 e P4 podem construir-se sequencialmente, a

partir de P;, com o compasso com uma abertura igual a AP;:

B P

Py %F

C A
ol G

Py %
D Py

[[AP.] é, de facto, lado de um pentdgono regular inscrito na

circunferéncia: basta observar que P; = (cole,sin %”), pois, como
FEA=+/5/2, entdo OF = 71%‘/‘?’ e OG = OTF = *1%‘/‘?’ :cos%ﬁ]
m

Por volta de 300 a.C., nos diversos volumes dos “Elementos”, Euclides sis-
tematizou uma grande variedade de construgoes possiveis de realizar com régua e

compasso: 14

e Livro 1, Proposicao 1. Dado um segmento de recta, construir um triangulo

equilatero em que um dos lados seja esse segmento.

e Livro 1, Proposicdo 2. Com extremo num ponto dado, tracar um segmento

de recta igual a um segmento de recta dado.

e Livro 1, Proposi¢ao 9. Bissecar um angulo dado.

Veja, por exemplo, [T. Heath, The Thirteen Books of Euclid’s Elements, Dover, 1956].
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Livro 1, Proposi¢ao 42. Construir um paralelogramo com area igual a de

um angulo dado e que tenha um angulo igual a um angulo dado.

Livro 1, Proposi¢ao 44. Construir um paralelogramo com area igual a de
um triangulo dado, que tenha um angulo igual a um angulo dado e um lado

igual a um segmento de recta dado.

Livro 1, Proposicao 45. Construir um paralelogramo com &area igual a de

um poligono dado e que tenha um angulo igual a um angulo dado.

Livro 2, Proposi¢do 14. Construir um quadrado com &rea igual a de um

poligono dado.

Livro 4, Proposi¢cao 2. Inscrever, numa circunferéncia dada, um triangulo

equiangular a um triangulo dado.
Livro 4, Proposicao 6. Inscrever um quadrado numa circunferéncia dada.

Livro 4, Proposi¢do 11. Inscrever um pentagono regular numa circunferéncia
dada.

Livro 4, Proposi¢do 15. Inscrever um hexdgono regular numa circunferéncia
dada.

Livro 4, Proposi¢do 16. Inscrever um poligono regular com 15 lados numa

circunferéncia dada.

Para mais exemplos de construgoes, consulte o livro [A. Jones, S. A. Morris e K.

Pearson, Abstract Algebra and Famous Impossibilities, Springer, 1994]. A{i pode

ver, entre muitas outras coisas, que se podem construir, sem grande dificuldade,

somas, produtos, quocientes e raizes quadradas:

(Soma) Dados dois segmentos de recta de comprimentos « e [, é possivel

construir segmentos de recta de comprimentos a + .

(Produto) Dados dois segmentos de recta de comprimentos « e 3, é possivel

construir um segmento de recta de comprimento «af.

(Quociente) Dados dois segmentos de recta de comprimentos « e 5 # 0, é

possivel construir um segmento de recta de comprimento «/f3.

(Raiz quadrada) Dado um segmento de recta de comprimento « > 0, é

possivel construir um segmento de recta de comprimento /a.
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A construcdo neste caso pode ser realizada do seguinte modo: partindo
dos extremos A = (1,0) e B = (1 + «,0) do segmento, e da origem O =
(0,0), construimos o ponto (1,1) e o ponto médio M do segmento [OB]. A
interseccdo da circunferéncia de centro em M e raio M B com a recta vertical
definida pelos pontos A e (1,1) déd-nos um ponto C' que estd a distancia v/«
de A, uma vez quem:“TH—i-leMiC:O‘T“:

C

Ja

Portanto, comecando com um segmento de comprimento 1, conseguimos cons-
truir todos os comprimentos racionais e alguns irracionais.

Todas estas construgoes devem seguir rigorosamente as regras do jogo. Sao
portanto consideradas “ilegais” as construgoes que usem régua graduada ou curvas
auxiliares, as construgoes aproximadas ou as construgdes com régua e compasso

num ndmero infinito de passos.

Retornemos aos quatro problemas famosos. O Problema I consiste em cons-
truir, com régua e compasso, um cubo com volume duplo de um dado cubo. Se o
lado deste cubo medir 1 unidade de comprimento, o seu volume mede 13 = 1, pelo
que o volume do cubo a construir devera medir 2 e, portanto, o seu lado devera
medir /2. O problema resume-se pois a construir, a partir de um segmento de
comprimento 1, um segmento de comprimento /2. Como veremos, se tal fosse
possivel, entdo um determinado espaco vectorial teria a dimensao errada! Isto
resolverda o Problema I.

Quanto ao Problema II, sera suficiente apresentar um exemplo de um angulo
que nao possa ser trissecado. Um tal exemplo é o angulo de 60°. Mostraremos
que este angulo s6 poderd ser trissecado caso o ponto (cos 20°,0) seja construtivel,
0 que nio é o caso uma vez que cos20° é raiz do polinémio 822 — 6z —1 = 0
que ¢ irredutivel sobre Q. Mais uma vez veremos que isto pode ser justificado de
modo rigoroso considerando as dimensoes possiveis para um determinado espaco
vectorial.

Como também veremos, as solugoes de III e IV também se baseiam na discussao

da dimensao de um espaco vectorial. Por exemplo, a impossibilidade de quadrar o
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circulo é consequéncia do facto do espago vectorial Q(7) sobre o corpo dos racionais
ter dimensao infinita o que, por sua vez, é consequéncia de, como Lindemann

provou, 7 ser transcendente sobre Q.
A solugao algébrica

Comecemos por formular a geometria das construcdes com régua e compasso em
termos algébricos. A fim de enquadrarmos convenientemente o problema, conside-
remos o corpo R dos nimeros reais e seja P uma parte qualquer de R? de cardinal

maior que 1.

PONTOS DO PLANO CONSTRUTIVEIS

Um ponto P do plano diz-se construtivel num passo a partir de P se P for a
intersecgao de duas rectas, uma recta e uma circunferéncia ou duas circunferéncias
construidas a partir de pontos de P, usando régua e compasso, de acordo com as
regras (1) e (2).

Mais geralmente, um ponto P do plano diz-se construtivel a partir de P se
existirem pontos P;, P, ..., P, = P tais que P; é construtivel num passo a partir
de P e, para cada i = 2,3,...,n, P; é construtivel num passo a partir de P;_1 :=
PU{P,Ps,...,Pi_1}.

Por exemplo, no problema da bisseccao de um segmento de recta, D e E sao
construtiveis num passo a partir de P = {A, B}, e C' é construtivel a partir de P

(em dois passos).

Seja K o subcorpo de R gerado pelo conjunto
{z,y eR | (,y) € P},

e seja K; = K;_1(x;,y;), onde P; = (z;,y;). Desta construcao resulta obviamente
que
KeCKiCKyC---CK,CR.

[Observe: quando P = {(0,0),(1,0)}, Ko= Q]I
Por exemplo, no problema da bisseccao de um segmento de recta, supondo A =

(0,0) e B = (1,0), temos Ky = Q e K1 = Q(v/3) = Ko, pois D = (1/2,/3/2),
E=(1/2,-3/2) e C = (1/2,0).

O lema seguinte resulta do facto de as rectas e as circunferéncias utilizadas

para a construcao dos pontos Pi, P, ..., P, serem definidas por equagoes de graus
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1 e 2 pois, como é bem sabido, uma recta de R? pode ser definida, relativamente

a um referencial ortonormado, por uma equacao do tipo
ar+by+c=0 (a,b,c€R),
e uma circunferéncia pode ser definida por uma equacao do tipo
2?2+ +ar+by+c=0 (a,bceR).

Lema 3.7 Os numeros reais x; e y; sao raizes em K; de polindmios de coeficientes

em K;_1 de grau 1 ou 2; em particular [K; : K;_1] € {1,2,4}.

Demonstragao. Como P; = (x;,y;) é construtivel a partir de P;_1, entdao ou é
e a interseccao de duas rectas definidas por pontos de P;_1, ou

e a interseccao de uma recta e uma circunferéncia definidas por pontos de

Pi-1, ou
e a interseccdo de duas circunferéncias definidas por pontos de P;_1.

O primeiro caso é ébvio pelo que o deixamos como exercicio: neste caso x;
e y; pertencem mesmo a K; 1, e [K; : K;—1] = 1. Quanto ao terceiro, pode ser
deduzido imediatamente a partir do segundo caso, pelo que sb provaremos este.

Suponhamos entao que P; é um ponto de interseccao de uma recta [, definida
pelos pontos A = (aj,a2) e B = (b1, bs) de P;_1, e uma circunferéncia ¢ de centro
C = (c1,¢2) € Pi—1 e raio r dado pela distancia entre os pontos U = (uj,u2) e
V = (v1,v2) de Piey (U #V).

A equagao de [ é
rT—ay  y—as

bl—al bg—a2

(onde deixamos os casos a; = by ou ag = by como exercicio). A equagao de ¢ é

(z—c1)’ 4 (y —e2)? =12
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Portanto, (x;,y;) é solugao do sistema

Tr — al Yy — az

bi—a1  by—a

2 2 _ .2
(x—c)*+(y—c)*=r
onde a1, ao, by, bo, c1,co, u1, uz,v1,v2 € K;_1 e, pelo Teorema de Pitagoras,

7“2 = (1)1 — U1)2 + (2}2 — u2)2 e K;_1.

Resolvendo em ordem a z concluimos que z; é raiz do polinémio quadratico

by — 2
(x —01)2 + (b? — Zj(w —ay)+as — 02) —r?c K;_1[z].

Se este polinémio for irredutivel sobre K;_ 1 entao [K;_1(z;) : K;—1] = 2. Senao
[Ki—1(z) : Kj—1] = 1.
Analogamente, resolvendo em ordem a ¥, concluimos que y; é raiz de um
polinémio quadrético em K;_1[y|, pelo que também [K;_1(y;) : K;—1] € {1,2}.
Em conclusao, em qualquer um dos trés casos, [K;—1(x;) : Ki—1] e [K;—1(y:) :

K; 1], parai=1,2,...,n, s6 podem tomar os valores 1 ou 2 e entao, como
[Ki-1(zs, yi) « Kioa ()] < [Kio1(ys) = Kial,
também [K;_1(z,v:) @ Ki—1(z;)] € {1,2}. Consequentemente,
(K : K] = [Ki—1 (5, y5) « K1 (2)][KG—1 ()« K]
s6 pode ser 1, 2 ou 4. [

Do Lema 3.7 segue o teorema fundamental desta secgao:

Teorema 3.8 Se o ponto P = (x,y) € R? é construtivel a partir de P entdo
[Ko(z) : Ko] e [Ko(y) : Ko] sdo poténcias de 2.

Demonstragdo. Por definicdo, existe uma sequéncia finita de pontos de R2,
P,...,P, =P,

tais que, para cada i = 1,...,n, o ponto P; = (z;,y;) é construtivel num passo a
partir de P;_;. Pelo lema anterior, [K; : K;_1] € {1,2,4}. Ora

[Kn . Ko] = [Kn : anl][anl . Kn,Q] e [Kl . Ko]
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pelo que [K,, : Ky] é uma poténcia de 2. Finalmente, as igualdades
(K, : Ko] = [Ky : Ko(2)][Ko(x) = Ko

(K Ko] = [Kn : Ko(y)][Ko(y) : Kol

provam a tese. ]

Observagao. Este resultado, que é a chave para a prova da impossibilidade dos
problemas cléssicos de construcoes com régua e compasso, como veremos adiante,
permite-nos ter a certeza da nao construtibilidade de muitos ntiimeros a partir dos
racionais.

Note-se que o reciproco deste teorema é falso: para um contra-exemplo consulte
o Exemplo 13-18 em [3], que especifica um niumero 6, algébrico sobre Q, com
[Q(0) : Q] = 4 mas que, contudo, nao é construtivel a partir de Q. Portanto, nao
podemos usar o Teorema 3.8 para concluir da construtibilidade de ntimeros 6 tais
que [Q(0) : Q] é da forma 2.

No entanto, com a ajuda dos resultados enunciados na péagina 72, podemos
fazer isso para muitos ntimeros 6. Por exemplo, para qualquer ntimero « cons-
trutivel a partir dos racionais, /o é também construtivel. Aplicando, repeti-
damente este resultado, conjuntamente com o facto de que aplicacoes sucessivas
das operacoes de corpo mantém a construtibilidade, podemos entao concluir que

numeros do tipo

\/P+ /D, \/5\/5——3 ou VeV -3+ V2

5— V23 -4

sao construtiveis a partir de Q.

Com estes resultados, podemos finalmente resolver os quatro problemas geo-

métricos classicos.

Corolario 3.9 Nao € possivel duplicar o cubo.

Demonstracdo.  Podemos partir de um cubo de lado unitario e, portanto, de
volume 1, que tem como uma das arestas o segmento entre (0,0) e (1,0) no eixo
OX. Um cubo de volume 2 teria um lado de comprimento « tal que o = 2.

A duplicacao do cubo é equivalente & construgao, a partir de P = {(0,0), (1,0)},
de uma aresta de comprimento /2, ou, o que é equivalente, & construcao do ponto
(+/2,0) a partir de P. Como Ky = Q, se tal fosse possivel, entdao [Q(+/2) : Q] seria

~ . . s o. ’ . 3 7 .
uma poténcia de 2, pelo Teorema. Ora isto é impossivel, visto que /2 é raiz de
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x® — 2, que é irredutivel sobre Q pelo critério de Eisenstein. Portanto o polinémio
minimo de /2 sobre Q é 23 — 2 pelo que [Q(\‘"’/i) : Q] = 3. Logo o cubo néo pode

ser duplicado. n

Corolario 3.10 Nao € possivel trissecar um angulo de amplitude 60°.

Demonstragao. Comecemos com P = {(0,0), (1,0)}. Na nossa notacao, Ko = Q.
Construamos a circunferéncia ¢ de centro O = (0,0) que passa por A = (1,0).
Como vimos, é ficil construir o ponto B € ¢ tal que AOB = 3

Se fosse possivel trissecar o angulo A/O\B, seria possivel construir, a partir de
P, o ponto C € ¢ tal que A0C = § €, portanto, o ponto (cos §,0) € [OA]. Mas
entao também o ponto (2 cos g, 0) seria construtivel, pelo que [Q(2cos §) : Q] seria
uma poténcia de 2 o que é falso:

De facto, como para qualquer 6, cos 30 = 4 cos® @ — 3 cos 6, temos

3

4 cos g—?mosE = cos = = 1/2.

9 3

Entao cos § ¢ raiz do polinémio 823 —6x—1 = 0, ou seja, 2 cos g ¢ raiz do polinémio
23 — 32z — 1. Mas 2% — 3z — 1 € Q[z] é irredutivel sobre Q, porque nio tem raizes

racionais. Em conclusdo [Q(2cos §) : Q] = 3. "

Corolario 3.11 Nao € possivel quadrar o circulo.

Demonstracdo. Podemos supor que a unidade de medida é tal que o raio do
circulo é 1, e entao temos de construir um quadrado que tenha lado de medida
/7. Portanto a quadratura do circulo equivale & construgdo do nimero (1/7,0).
Mas se (y/m,0) fosse construtivel entao [Q(y/7) : Q] = 2" para algum n € Ny, e
entao [Q(7) : Q] dividiria 2" e, em particular, 7 seria algébrico sobre Q. Isto é
absurdo visto que, como Lindemann mostrou em 1882, w é transcendente sobre

Q. .

Corolario 3.12 Nao ¢ possivel inscrever um heptdgono reqular numa circunfe-
réncia.

Demonstragdo.  Se essa construcao fosse possivel, o ponto (cos 277r,sin 27”) se-
ria construtivel a partir de P = {(0,0),(1,0)}. Mas tal ndo é verdade, pois o
polinémio minimo de cos 27” sobre Q é 23 + %3:2 — %x - %, pelo que [Q(cos 27”) :

Q] =3. n
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[0 Teorema nio é verdadeiro na direcgfo inversa, como se tornard
claro durante o estudo da Teoria de Galois: existem numeros
algébricos cujo grau é uma poténcia de 2 que ndo d&o origem a
pontos do plano construtiveis. A Teoria de Galois fornece um
critério mais eficiente para determinar se um dado par de

nimeros algébricos define um ponto construtivell]

Construcao de poligonos regulares

Acabamos de observar que, contrariamente ao caso do pentigono, é impossivel
construir um heptagono regular. E quanto ao caso geral de um poligono com n
lados?

POLIGONOS CONSTRUTIVEIS
Um poligono diz-se construtivel se todos os seus vértices sao pontos construtiveis
de R2.

Tal como vimos no caso n = 7, a construgao de um poligono regular com n
lados resume-se a construgao do ponto (cos(27/n),sin(27/n)):
Se inscrevermos um poligono regular com n lados no circulo unitario em torno

da origem de R?, com um vértice no ponto (1,0), entdo os outros vértices estdo

{(cos(?),sin(?)) |0 <k < n}

Se conseguirmos construir o ponto (cos(27/n), sin(27/n)), entao conseguimos cons-

nos pontos

truir os outros vértices a partir deste. Assim, o poligono é construtivel se e s6 se
este ponto é construtivel.

Os Gregos foram capazes de construir, com régua e compasso, poligonos reg-
ulares com 3 e 5 lados, mas nao foram capazes de construir um com 7 lados (que,
como acabamos de ver, é uma tarefa impossivel).

Nenhum progresso foi feito neste problema durante mais de 2000 anos até que,
em 1796, Gauss' surpreendeu o mundo matemético com a construcio de um
poligono regular com 17 lados.

Gauss descobriu mesmo um critério suficiente para que um poligono regular

de n lados (um n-gono) seja construtivel com régua e compasso:

O n-gono reqular € construtivel com régua e compasso se

n=2% ou n=2%1...p,

15Na altura, com 19 anos!
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onde a € Ng, t € N e os p; sdo primos impares distintos da forma
Di = 22" 11 (’I”i S NQ).

E se n nao tiver tal forma? A resposta foi dada em 1837 por Pierre Wantzel, que
provou o reciproco do Teorema de Gauss: se n nao for desta forma, a construcao
é impossivel. 6

O nimero F, = 22" + 1, r € Ny, chama-se o r-ésimo niumero de Fermat,
enquanto um primo de Fermat é um numero F,. que seja primo. Aqui estd uma
tabela dos primeiros cinco niameros F;. que sao primos de Fermat, descobertos pelo

proprio Fermat:

r 22 4+1
0 3
1 5
2 17
3 257
4 65537

Fermat conjecturou que qualquer F;. é primo, mas Euler mostrou em 1732 que
Fy = 92" | 1 = 4294967297 = 641 x 6700417.

Hoje ainda nao se conhece mais nenhum primo de Fermat além dos encontrados
por Fermat. Portanto, s6 se sabe que um poligono regular com p-lados (p primo)
é construtivel para p = 2,3,5,17,257,65537. 7

Extensoes de decomposicao

Depois do passeio por algumas aplicacoes do conceito de grau de uma extensao
e do Teorema da Torre, voltemos ao estudo das extensoes de corpos, comecando
por observar mais uma consequéncia do Teorema 3.5.

Sejam K um corpo, L uma extensao de K e € L. Consideremos o homomor-

fismo de anéis
¢: Klx] — L
Z a;xt Z a;6"

=0 =0

16 A prova do Teorema de Gauss e desta impossibilidade requere pouco mais do que as ideias
que vimos até agora sobre extensdes de corpos, e pode ser consultada em, por exemplo, [l. Stewart,
Galois Theory, 3* ed., Chapman & Hall, 2004].

"Para o poligono com 17 lados é apresentada uma construgao em [H.S.M. Coxeter, Introduction
to Geometry, 2* ed., Wiley, 1989] e [I. Stewart, Galois Theory, 3* ed., Chapman & Hall, 2004]. No
primeiro destes livros podemos encontrar ainda uma demonstracdo muito elegante e curiosa de
que 641 divide 22 + 1.
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que a cada polinémio p(z) = Y1, a;2" faz corresponder o seu valor em . O niicleo
Nuc(¢) deste homomorfismo é um ideal de K|x], logo necessariamente principal.

Por outro lado, o contradominio de ¢ é claramente o subanel
K[0] :={ao+a10+---+a0" |n€N,a; € K}

de L.
[K[0] é um subdominio de integridade de K(f)]

Portanto ¢ : K[x] — K[f] ¢ um homomorfismo sobrejectivo de anéis, donde, pelo

Teorema do Homomorfismo,

~ K14). (3.12.1)

Temos entao dois casos:

(1) 0 é algébrico sobre K: Entao Nuc(¢) # {0}, donde Nuc(¢) = (m(x)), onde

m(x) é um polinémio irredutivel que tem 6 por raiz, e é o de menor grau

nessas condicoes, ou seja, m(x) é o polinémio minimo de § sobre K. Pelo
Teorema 3.5 sabemos que, neste caso, K(0) = K[f]. Logo, por (3.12.1),

temos

Poe exemplo, no caso K = R e 6 = i, obtemos R(i) = R[z]/ (2? +1). J4
vimos que R(i) = C, logo
Rlz]

C TErm

12

(2) 0 ¢ transcendente sobre K: Neste caso, Nuc(¢) = {0}, logo

Klz]
{0}

12
12

K1) Klz].

[Dado um dominio Klz|, seja L:= {% | p(z),q(x) € K[z],q(x) # O},

com as operagdes 6bvias de adigdo e multiplicac8o de
’>?’fracgdes’’.

Verifique que L é um corpo, o chamado corpo das fracgdes do

dominio K[zr|. Se identificarmos a € K com o elemento § de L

e p(x) € K[z] com o elemento &190) de L, ndo é dificil mostrar que
L coincide com a extens&o simples K(z) de K. Uma vez que o

polinémio p(x) = a,x™ + -+ ap satisfaz p(x) =0 € K[z] se e s6 se
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anp=---=ap=0, entdo x ndo é raiz de nenhum polindémio p(z) # 0
em K[x], ou seja, = é transcendente sobre K. Portanto, o corpo
das fracgdes K(z) é uma extensdo simples e transcendente de K.
Assim, no caso (2), quando 6 é transcendente sobre K, como

K[ = K|[z], os respectivos corpos de fracgdes K(f) e K(z) sdo
isomorfos]

Em conclusao:

EXTENSOES SIMPLES DE K

(1) 6 ¢é algébrico sobre K: K () = %

(2) 0 ¢é transcendente sobre K: K(0) = K(x).

Quando estamos em subcorpos do corpo C dos nimeros complexos, nao ha
qualquer problema em determinar extensoes em que um dado polinémio possua

raizes, devido a uma propriedade fundamental de C:

Teorema Fundamental da Algebra: qualquer polinémio (de grau

> 1) com coeficientes em C tem pelo menos uma raiz.

Isto implica que, em C, todo o polinémio se decomponha em factores lineares do
tipo = — 6.

Mas existem muitos exemplos interessantes de corpos que nao sao subcorpos
de C (por exemplo, os corpos Z,, importantes na Teoria dos Nimeros). Para estes
corpos nao é claro que dado um polinémio com coeficientes nesse corpo, exista uma
extensao onde o polinémio possua raizes (e, consequentemente, se possa decompor

em factores lineares). Iremos agora abordar esta questao.

CORPO ALGEBRICAMENTE FECHADO
Um corpo K diz-se algebricamente fechado se qualquer polinémio p(x) € K[x], de

grau > 1, possui uma raiz em K.

Portanto, C é um corpo algebricamente fechado.

Proposicao 3.13 As seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) K € um corpo algebricamente fechado.

(ii) Todo o polinomio p(x) = azax™ + -+ + a1x + ap € K[z] se decompoe num

produto de factores lineares apn [ (x — 6;).

(iii) Todo o polindmio irredutivel de K[z] tem grau 1.
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(iv) Nao ezistem extensoes algébricas priprias de K.

Demonstracao.

“(i)<(i)” Por hipétese, p(x) tem uma raiz 6; em K, pelo que p(z) =
an(z — 01)q1(x). Por sua vez, ¢i(x) também tem uma raiz 62 em K, donde
p(z) = an(x — 01)(x — 02)g2(x). Repetindo este raciocinio indutivamente chegare-

mos a conclusao que

A implicacao reciproca é trivial.
“(ii) <> (iii)” Obvio.
“(iii)=(iv)” Seja L uma extensao algébrica de K e seja § € L. Como [K(0) : K]

é dada pelo grau de um polinémio irredutivel, entao [K(#) : K] = 1. Logo
K(0) = K, ou seja, § € K, o que mostra que L = K.

“(iv)=(i)” E Sbvio. .

[0 Teorema Fundamental da Algebra assegura que C é
algebricamente fechado. Outro facto importante é que qualquer
corpo K pode ser imerso num corpo algebricamente fechado.

Mais do que isso, existe uma extensfo algebricamente fechada L
de K, que é menor que todas as outras, no sentido de que, se L'
é uma extensfo algebricamente fechada de K, L' contém uma cépia
isomorfa de L. Uma tal extens&o chama-se o fecho algébrico de
K. Portanto, todo o corpo tem um fecho algébrico, que é Untco,
a menos de isomorfismo. As demonstragdes deste facto e do
Teorema Fundamental da Algebra podem encontrar-se na

bibliografial
Recordemos a questao que comegamos a estudar na aula anterior:

Seja K um corpo e p(x) € K|x] um polindmio de grau > 1. Existird

uma extensao L de K onde p(x) se decomponha em factores lineares?

E claro que se K for o corpo Q ou o corpo R ha uma resposta ébvia: o corpo
C. E se K for o corpo Zs? Por exemplo, o polinémio p(z) = 22 + z + 1 € Zs[z]
é irredutivel sobre Zg, uma vez que nao tem raizes em Zy: p(0) =1 e p(1) = 1.
Existird uma extensao de Zs onde p(x) ja tenha raizes e possa ser entao decomposto

num produto de termos lineares?
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A resposta a todas estas questoes é afirmativa. Como K néo é a priori um
subcorpo de um corpo algebricamente fechado, tal extensao é, necessariamente,
“abstracta”. A construgao desta extensao é dada no seguinte teorema, e é inspi-

rada na construcao de C a partir de R, como o quociente R[z]/ <a:2 + 1>.

Teorema 3.14 [Teorema de Kronecker]
Seja K um corpo e p(x) € K[x] um polinémio de graun > 1. Existe uma extensdo
L de K onde p(x) se decompde num produto de termos lineares, da forma L =

K(01,...,0,), onde 61,...,0, sao as raizes de p(x) em L.

Demonstracado. Como p(z) = apz™ + an_12" 1+ - + @12 + ag = anq(x),
sendo ¢q(x) = z" + ‘L:;—;lx"_l + -+ 2o+ & monico, é evidente que p(z) se
decompoe num produto de termos lineares se e s6 se ¢(z) se decompoe num produto
de termos lineares. Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que
p(r) = 2" + ap_ 12" 1 + - + a1z + ap é ménico. Podemos ainda supor que p(x)
é irredutivel. Com efeito, se p(x) for redutivel, sendo p(z) = p1(x)p2(z) ... pi(x)
a factorizagao (tinica) de p(x) em polinémios ménicos irredutiveis, se o resultado

for valido para polinémios irredutiveis, provamos imediatamente o caso geral:

pl(x):(x—e%)...(a:—e}m) emK(@%,... oL ),

s Yma

po(z)=(xz—07)...(x—0%)) em K(07,...,62,),

p(x)=(x—0)) ... (x—0,) em K(6, . ..060,),

pelo que
p($):(:U—G%)...(x—971,“)...(30—95)...(3:—9%9

em K(01,...,0L )...(6L,...,0t )=K(6},... 68 .. .6t .. 6 ).

YV ma Y me »Yma » Y me

Suponhamos entao que p(z) é um polinémio moénico irredutivel. Entao I :=
(p(x)) é maximal e, como vimos anteriormente, ¢ : K — KJz|/I, definida por

¥(a) = a+ I, é um homomorfismo injectivo,

[Y(a)=v(b)ea+I=b+]<a—-bel=a=h,
pois gr(a—0b) =0 e gr(p(z) > 1]

donde K = ¢(K) C K[z]/I. Portanto, L := KJ[z]/I é uma extensao de K.

[Cometemos aqui um abuso de linguagem;
em rigor, L é uma extens&o de uma cépia isomorfa de K:
Y(K)={a+1:a€ K} é umn subcorpo de L isomorfo a K]
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Pelo isomorfismo K 22 9(K), podemos identificar dentro do novo corpo L os ele-
mentos do corpo inicial K, como os elementos a+1 (a € K). Por essa identificacao,

o polinémio p(z) € K|z] pode ser visto como um polinémio em L[z]:
p(x) = 2"+ (an_1 + Da™ 4+ (a1 + Dz + (ag + I).
Seja 0 :=x + I € K[z]/I. Trata-se de uma raiz de p(z) em L:

p(0) = 0"+ (a1 + D"+ + (a1 + 10+ (ag+ 1)
= @+D"+(ana+DE+D" 4+ (e + D+ 1)+ (ag + 1)
= @"+D+(ana+ D"+ D+ + (e + D+ 1)+ (ag + 1)
= 2" +ap, 12"+ +az+ag+ I
= p(x)+1=0.

Portanto, em L j& p(z) se factoriza na forma (z — 6)pi(x). Além disso, p(x) é o
polinémio minimo de 8 sobre K. Consequentemente, pelo que vimos na pagina

81,

Repetindo o raciocinio para p;(x), que podemos, sem perda de generalidade (como
no inicio da demonstragao), supor que é irredutivel sobre L = K(6), chegaremos

por inducao (sobre o grau do polinémio) & solugao que procuramos. [
Tal extensao chama-se extensao (ou corpo) de decomposi¢ao de p(x).
Exemplo: Apliquemos a construcao geral dada pelo Teorema ao polinémio p(z) =

22 4+ 2 + 1 de Zs[x], que é irredutivel sobre Zy, como observdmos no inicio.

Seja L a extensao

= H{ao + a1z + (p(x)) | ap, a1 € Zs}
= {0+ {p()), 1+ (p(x)),z+ (p(x)), 1+ 2+ (p(z))}
constituida pelas classes definidas pelos restos da divisao dos polinémios de coefi-

cientes em Zg[x] por p(z). Denotando 0+ (p(x)) por 0, 1+ (p(x)) por 1, z+ (p(x))

por a e 1 +z + (p(z)) por B, as tabelas das operacoes de L sdo as seguintes:'®

¥Note que a é um elemento primitivo de L, isto é, é um gerador do grupo multiplicativo

(L —{0},).
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™ 2 = o|+
™ L = oo
O ™ O |+
—_ o ™ R |Q
O = Q2 W™
@™ L = o

o o o o|lo
™ R = O
_ ™ Q oL
QP o™

[Por exemplo, a+ = (z+ (px)))+ (1 +z+ (p(x))) =1+ (p(x)) =1
e af=z(l+x)+ {px)) =x+2>+ (p(x)) =1+ (p(z)) =1. Observe
que L =Zs(a) = Z2(B).]

O Teorema garante-nos que « é uma raiz de p(x). Portanto, em L ji o

polinémio p(x) é redutivel. De facto,
P 4r+1=(z—a)z-p).
Consideremos agora o polinémio ¢(x) = 22 + Bz + 8 € L[x]. Como ¢(0) = f,

q(1) =1, gla) = 1 e q(B) = B, q(x) é irredutivel sobre L. O Teorema diz-nos

agora que a extensao de decomposigao de ¢(x) é dada pelo corpo

= {ap + a1z + {q(2)) | ap,a1 € L},
que tem 16 elementos:

(0], [11, [ad, 18], ], [t + 2], [er+ ], [B + ], o], [1 + ],

[ + ], |8+ ax], [Ba], [1+ Bz], [+ pa], [ + Ba]

(denotando cada elemento ag + a1z + (g(x)) por [ap + a1z]). Simplifiquemos a

escrita um pouco mais, denotando os 16 elementos de M por, respectivamente,

0717a7/8707d767f797h7ivjvkalvman‘

As tabelas das operacoes de M sao:
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3.

T = T i B T < B~ N
L 3 L 4 O~ Qe H 2V
.]mﬂgdf.zlkhcna
S S T B
PR I U~ ~H~ B s R
W~ =3 o v N S~ 0 g
T~ RN BERE IO S T o RS
VW o~ 2 = e 8 v E 2 s
E QR 0 e~ = 0 & 2 3T =
— s R e 2 28V E ST
€ S8 B+ U= % 3 v v <
T B S B R T S < AR
T R 2~ 0T U sl
T TR T N S~ ~ S S VI S <
M UMW U SR s R~ Eog
S O O O OO oo o o o o o o o
QO™ VL e s~ E g

[Verifique]

Note que ¢ é um elemento primitivo de M: ® =1, ¢t =¢, 2 =n, & = e,
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B, =k, c"=i,B=01"=m,c"=q,cl =g, 2?2 =d 3 =j,

=f. e

C4

h. 19 Podemos entao escrever as tabelas de M na forma:

014

MCMCHCSCSCQCQC?CHC:uCC4ClC_I_6CwCO
BCBC?CQCCSCﬁCHC4C.I.3CHCMC5C9CONC
mcuc c17CSCNC3CMCQCHCBC4C8C09666
HCHCMCﬁC4CQC2CBCCNCHC3C76080501
wcmc503086 CH619CHC2CGC 07C4CMCBC
969626701HCMCBCMCC5COGCBCBCHC4C
SC8C6CMCNCBC7C9C14COSCQCHCHCSCC
7C7CBC9CHC6CSCMCSCO4CCHCmCQCl_bC
60608CHCSC7CBCQC 03clw096 CMC4CHC
5CSCNC4CGCHC COHCM090801B03CHC7C
4C4C3CSCH010CBCSC7CMCHC2CNCGCQC
36364CMCM001HC7CGCBCHC © % L
2CQCQCBCUMCHC6CBCHCMC1864676n.v3n.v
CCHCOBCNC5C4C4CQCMC7C366612686
110HC9C4C3CNCSCBC€CQC5CMCC7CHC
0016263640566676SCQCNCHCHCBCMC
+01C2C3C4CSCGC7CBCQCNCHCHCBCMC

9H4 outros elementos primitivos de M, nomeadamente f, g, h, 4, j, 1, n.
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0 1 c 2 B A DSOS T B O L0 a2 13 14
0]0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 c 2 B A S S T B L0 a2 13 14

clo ¢ 2 B3 A S S T B 9O 0 a1 a2 130 14
210 2 3 A& S S T B9 L0 a1 12 a3 4 c
Slo 3 & S b T8 N o a1 12 130 14 c 2
Alo & S b T8 9 Lo a1 20 13 4 c 2 3
S1o & S o B O 0 L1 12 13 1 g c 2 B3 A
S 1o S 7 B P 0 L L2 13 4 g c 2 B3 & O
Lo & B O o0 1 20 130 14 g c 2 B A P S
Slo B8 & 0 1 a2 130 14 2 B3 A S ST
Ao & 0 1 a2 130 14 g c 2 B A S S T B
A0l g (0 o1 120 130 14 g c 2 B3 A S S T8I
Al g ¢l o2 o130 4 c 2 B3 A S S T8 9l
A2 g o2 o130 4 c 2 B A S S T8 O o
A3l 13 o4 c 2 B3 A S S T B 9O L0 a1 a2
A4l 4 1 c 2 B A P ST B P 0 A 2 a3

O Teorema garante-nos que ¢ é uma raiz de ¢(z) em M. Assim, o corpo

M (que coincide com a extensao simples L(c) de L) é, de facto, a extensao de

decomposicao de g(x):

g(x) = a® + fr + B = (z — c)(z — f).

[Verifiquel

O Teorema motiva ainda a seguinte definicao:

EXTENSAO DE DECOMPOSICAO

Seja p(x) um polinémio com coeficientes num corpo K. Uma extensdo de decom-

posicao de p(x) é uma extensao L de K em que:
(1) p(x) decompoe-se em L num produto de termos de grau 1.

(2) L=K(61,...,0,), onde 6y,...,0, sao as raizes de p(x) em L.

Analogamente, dizemos que uma extensao L de K é uma extensao de decom-

posicdo de uma familia de polindmios {p;(x)}icr C K|z] se
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(1) cada p;(x) decompde-se em L num produto de termos de grau 1.

(2) L é gerada pelas raizes destes polindmios.

HOMOMORFISMO DE EXTENSOES
Seja L1 uma extensao de Ki e Lo uma extensao de K. Um homomorfismo de

corpos @ : Ly — Lgy diz-se um homomorfismo de extensoes se (K1) C Ko.

Vamos analisar a seguinte questao:

Dado um isomorfismo de corpos ¢ : K1 — Ko, € possivel prolongar ¢

a um isomorfismo de extensoes © : L1 — Lo?

b =7
Ly ——-———- - Ly
[K;>¥$1[7denota—a—tnEhusdo de K; em L; (1=1,2)]

O estudo desta questao servird, em particular, para provarmos a unicidade (a

menos de um isomorfismo) das extensoes de decomposigao.
Dados um homomorfismo de corpos ¢ : K1 — K3 e um polinémio
p(x) = apa™ + -+ a1z + ap € K[zl
designaremos por p?(z) o polinémio
¢(an)a” + -+ + ¢(ar)z + ¢(ao)

de Kg[x}

Proposicao 3.15 Sejam ¢ : K1 — Ko um isomorfismo de corpos, L1 e Lo ex-
tensoes de K1 e Ko, e 8 € L1 um elemento algébrico sobre K1 com polinémio
minimo m(x). O isomorfismo ¢ pode ser prolongado a um homomorfismo injec-
tivo de extensdes ® : K1(0) — Lo se e s6 se o polinémio m®(x) tem uma raiz em
Ly. O mimero de prolongamentos ¢ igual ao nimero de raizes distintas de m®(x)
em L.
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Demonstragao. Suponhamos que m(z) = apx"+- - -+ajz+ag. Se P : K1(0) — Lo

é um prolongamento de ¢, entdo ®(f) € Lo é uma raiz de m?(z):

m?(®(0)) = ¢(an)®(0)" + - + d(a1)®(0) + $(ao)
= P(an)P(@)" + -+ P(a1)P(0) + P(ao)
= P(apd" + -+ a10 + ag)
= ®(m(h)) = ®(0) =0.

Reciprocamente, seja A uma raiz de m?(x) em Lo. E f4cil verificar que

(I))\: Kl(e) — L2
a€ K1 — ¢a)
0 = A

define um homomorfismo injectivo de corpos que prolonga ¢. Trata-se do Unico
homomorfismo de corpos tal que ®|x, = ¢ e ®(0) = .
E evidente que o numero destes prolongamentos é assim igual ao nimero de

raizes distintas de m®(x) em Lo. "

A partir da Proposicao 3.15 é possivel provar, por inducdo sobre o grau [L; :

K], o seguinte resultado (nao o faremos na aula):

Teorema 3.16 Seja ¢ : K1 — Ko um isomorfismo de corpos, p(x) € Ki[x] e
p®(z) € Kylx]. Se Ly é uma extensio de decomposicio de p(x) e Lo é uma
extensdo de decomposicio de p®(x), existe um isomorfismo ® : L1 — Lo tal que
Dk, = ¢.

P
Ly---—---=Ly
K ¢ Ky

1

O nimero de tais prolongamentos é < [Ly : K1], e € precisamente [L1 : Ki| quando

p®(z) tem raizes distintas em Lo.

[A demonstrag8o é por indugdo sobre [Lg: Kj].

Se [Li: K] =1, entdo p(x)=a,[[/-i(x —0;), onde 0, € L1 = K.
Como as raizes de um polindémio geram o seu corpo de
decomposigdo, concluimos que L9 = Ky, logo existe apenas 1

(=[L; : K1]) prolongamento. Suponhamos que [L;: K] > 1. Ent&o
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p(x) possui um factor irredutivel ¢(z) de grau > 1. Seja 6 uma
raiz de ¢(x) em L;. Pela Proposig8o, o isomorfismo ¢: Kj; — Ky
pode ser prolongado num homomorfismo injectivo E : K1(0) — Lo
e existem tantos prolongamentos quantas as raizes distintas de
q¢(m) em Ly. Podemos considerar L; e Ly como corpos de
decomposigdo de p(x) e p®(x) sobre Ki(0) e ¢(K:1(6)),
respectivamente. Como [Lj: Ki(0)] =[L;: K1]/[K:i(0): K1] =
[L1: K1]/gr(q(z)) < [L1 : Ki], podemos utilizar a hipétese de
indugdo

para prolongar ¢ num isomorfismo ®: L; — Lo, e o nimero de
prolongamentos é < [L;: K1(f)], sendo precisamente igual a
[L1: K1(0)] se p®(x) tem raizes distintas em L,. Combinando estes
resultados, é facil de ver que ® é um prolongamento de ¢, e o
nimero de prolongamentos de ¢ deste tipo é precisamente
Ly K(0)] - gr(a(@)) = (L1 Ki(0)] - [Ka(0) : K] = [Ly < K]
se pd’(x) tem raizes distintas em Ly. Finalmente, observe-se que
obtemos todos os prolongamentos de ¢ se prolongarmos primeiro a
K1(0) e depois a Lj. Com efeito, se ® é um prolongamento de ¢ a
Ly, ent8o a sua restrigdo a K;(f) fornece um homomorfismo
injectivo K;(f) — L2, que é necessariamente um dos

prolongamentos

de ¢ fornecidos pela Proposig&do m ]
Se neste teorema tomarmos K1 = Ko = K e ¢ = id, obtemos imediatamente:

Corolario 3.17 Dois quaisquer corpos de decomposicao de p(x) € K|x] sdo iso-

morfos (por um isomorfismo que deiza fixos os elementos de K ). [

Exemplo: O polinémio 2% — 2 é irredutivel sobre Q. Formemos a extensio L =
Qlz]/ (2* — 2), e seja 6 = x + (x* — 2). J4 sabemos que L é uma extensao de Q
da forma Q(r1), e em L o polinémio 2% — 2 admite uma factorizacio através do
monémio (z—6;), nomeadamente (z—0;)(x?+61x+6%). O polinémio x2+6,z+6%

¢ irredutivel sobre Q(6;).

[Verifique]

Podemos entao formar uma nova extensao M = Q(61)[z]/ (2% + 612 + 67). Des-
ignando por 62 o elemento = + <:B2 + 01z + 9%> desta extensao, vemos que M =
Q(6y,602). Em Q(f1,02)[x] temos finalmente a factorizacio 2® — 2 = (z — 61)(z —
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02)(z — 63) de 2> — 2 em factores lineares. Portanto, M = Q(0y,60) = Q(61, 02, 03)
é uma extensao de decomposicio (abstracta) de 23 —2, que tem grau [Q(61, 02, 03) :
Q=3-2=6.

Podemos construir uma outra extensao de decomposicao Mo considerando o
subcorpo de C gerado por Q e as trés rafzes complexas de 23 — 2 (que sdo V/2,
V2(—1+iv/3)/2 e ¥/2(—1—-iv/3)/2). Pelos resultados que acabdmos de ver, existem
isomorfismos M — My que deixam fixos os ntimeros racionais e transformam

01,02,05 em qualquer uma das raizes v/2, v/2(—1 +iv/3)/2, V/2(—1 —i/3)/2.

A ideia fulcral da Teoria de Galois consiste em substituir um problema de
extensoes de corpos por um problema de teoria dos grupos. Os grupos em questao

sao os que agora introduzimos.

AUTOMORFISMOS DE GALOIS
Seja L uma extensao de K. Um automorfismo ® de L diz-se um K -automorfismo

(ou automorfismo de Galois) se deixa fixos os elementos de K, isto é, ®|x = id.

Se &1 e ®y sdo K-automorfismos de L, entao ®1 o P9 ainda é um K-automorfismo.
E evidente entdo que o conjunto dos K-automorfismos de L, munido da operacao

usual de composicao de fungoes, forma um grupo.

GRUPO DE GALOIS de uma extensao
Chama-se grupo de Galois de uma extensao L de K, que se denota por Gal(L, K),

ao grupo dos K-automorfismos de L.

Como observamos anteriormente, os automorfismos de Galois ® : L — L de uma
extensao L de K permutam as raizes em L dos polinémios com coeficientes no
corpo de base K. De facto, sendo p(z) € K|x| e § uma raiz de p(x) em L, entao

®(0) é também uma raiz de p(x):

Exemplos 3.18 (1) Seja L = Q(v/2). O elemento v/2 tem polinémio minimo

x? — 2. Como vimos anteriormente, qualquer Q-automorfismo ® : L — L trans-
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forma raizes deste polinémio em raizes. Existem, pois, precisamente dois Q-

automorfismos:

5 QW2) — Q(V2) ®_5: QV2) — Q(V?2)
aeQ — a e aeQ +— a

V2 o= V2 V2 s V2

O primeiro é a identidade e o segundo aplica cada elemento a+ bv/2 de Q(\/i) em
a — b\/2. Portanto, Gal(L,Q) = {id, ®_ 5}, que é um grupo isomorfo a Zs.

(2) Quanto ao grupo de Galois da extensao C sobre R, como C = R(:), cada
® € Gal(C,R) é completamente determinado por ®(i). Mas, como z% + 1 é o
polinémio minimo de ¢ sobre R, tem-se, pela Proposi¢ao 3.15, que ®(i) = =+i.
Assim, Gal(C,R) = {id, z — z} é também isomorfo a Zs.

(3) Seja L = Q(v/2,V/3). Cada ® € Gal(L,Q) é completamente determinado pela
sua acgao no conjunto {v/2,v/3}. A restricio Plova) Q(v2) = L é um homo-
morfismo injectivo que mantém fixos os elementos de Q. Entao, pela Proposicao
3.15, s6 hé duas possibilidades para esta restri¢cdo, como vimos no Exemplo (1): é
a identidade ou aplica cada elemento a + bv/2 de Q(ﬂ) em a — by/2. Portanto, ®
prolonga o isomorfismo identidade de Q(v/2) ou prolonga o isomorfismo ® 3 de
Q(v/2). Usando novamente a Proposicio 3.15, como 22 — 3 ¢é o polinémio minimo
de /3 sobre Q(v/2), estes dois isomorfismos de Q(v/2) s6 podem ser prolongados
a Q(\/i, \/3) aplicando v/3 em v/3 ou —v/3. Portanto, s6 existem 4 possibilidades

para ®: a identidade e
B(V2) = —V2, d(V3) = V/3;

(V2) = V2, ®(V3) = —V/3;
O(v32) = —v/3, D(v/3) = —3.
O grupo de Galois tem, pois, neste caso, 4 elementos, que designamos respectiva-
mente por &g, D1, Py, Ps:
Do(a+bvV2 + cV3) = a + bvV2 + ¢V/3,
®1(a+bV2+cV3) =a—bvV2+ cV3,
(a+bV2+cV3)=a+bvV2—cV3,
<I>3(a+b\@+0\/§) =a—bV2 - V3.

A tabela deste grupo é a seguinte:

D)
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o | g &1 Py Py
Dy | @y B By by
D | Dy Py D3 Do
Dy | Dy Py Dy Py
Q3 | P53 P2 P P

Em conclusao, Gal(L,Q) é isomorfo a Zs @& Zs.

(4) Seja L = Q(v/3,V/2). Cada ® € Gal(L,Q) é completamente determinado pela
sua accao no conjunto {v/3,v/2}. A restricao (I)‘Q(\/ﬁ) : Q(v3) = L é um homo-
morfismo injectivo que mantém fixos os elementos de Q. Entao, pela Proposicao
3.15, 86 ha duas possibilidades para esta restricao: é a identidade ou aplica cada
elemento a + bv/3 de Q(v/3) em a — by/3. Portanto, ® prolonga o isomorfismo
identidade de Q(+/3) ou prolonga o isomorfismo ®_ 3 de Q(v/3). Pela Proposicio
3.15, como 23 — 2 é o polinémio minimo de /2 sobre Q(\@), o numero de pro-
longamentos de ® a L é igual ao niimero de raizes distintas de 2 — 2 em L, ou
seja, um (que corresponde & unica raiz v/2). Assim, os dois isomorfismos de Q(v/3)
s6 podem ser prolongados a Q(v/3, ¥/2) aplicando /2 em +/2, pelo que existem

exactamente duas possibilidades para ®: a identidade ou
O(V3) = —V3, o(3) = V3.
O grupo de Galois tem pois dois elementos:
Do(a+bV3+cvV2) = a+bV3 +cvV?2,
P1(a+bV3+cV2) =a—bV3+cV2

Neste caso, Gal(L,Q) é isomorfo a Zs.

(5) Seja K um corpo de caracteristica p tal que K # KP. Se a ¢ KP?, o polinémio
q(z) = 2P —a é irredutivel sobre K. Seja L uma extensao de decomposigao de g(x).
Em L temos q(z) = (x—0)P, logo L = K(#). Se ® : L — L é um K-automorfismo,
entdao ®(0) = 6 e concluimos que ® = id. Isto mostra que, neste exemplo, o grupo
de Galois, Gal(L, K), ¢ trivial.

Do trabalho de Vandermonde (1735-96), Lagrange (1736-1813), Gauss (1777-
1855), Ruffini (1765-1822), Abel (1802-29) e, principalmente, de Galois (1811-
32), sobre a existéncia de “férmulas resolventes” de grau < 5, resultaram muitas
das nogoes que temos vindo a estudar. Vamos agora fazer uma descricdo muito

concisa (por manifesta falta de tempo) do principal resultado de Galois, numa
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reformulagao feita por Artin nos anos 30 do século passado, que resolve comple-
tamente o problema de saber quando um determinado polinémio é resolivel por
radicais, ou seja, quando as suas raizes sdo nimeros que sao combinagoes finitas
de elementos do corpo dos seus coeficientes, usando as operagoes do corpo e raizes

de indice arbitrario.

Como os corpos de decomposicao de um polinémio, como vimos, sao isomorfos,

é natural a seguinte definicao:

GRUPO DE GALOIS de um polinémio
Seja p(x) € Klz]. Chama-se grupo de Galois de p(z) sobre K (ou grupo de Galois
da equagao p(z) = 0), que denotaremos por Gal(p(z), K), ao grupo Gal(L, K),

onde L é uma qualquer extensao de decomposi¢ao de p(x) sobre K.

Os automorfismos de Galois de uma extensao L de K permutam as raizes, nessa

extensao, dos polinémios com coeficientes no corpo de base K. De facto, se
p(z) = iaixi € K|z,
i=0
6 € L é uma raiz de p(z) e ® € Gal(L, K), entao ®(6) é também uma raiz de p(x):
p(®(0)) = zn:aicp(e)i - zn: ®(a;) B (8) = zn: ®(a;0) = @(zn: aﬂi) = 3(0) = 0.
i=0 i=0 i=0 i=0

Portanto, é natural identificar o grupo de Galois de um polinémio p(x) com um
subgrupo de permutacoes®® das raizes de p(z):

Se L é uma extensao de decomposicao de p(z), e R = {01,...,0,} sao as
raizes distintas de p(z), entdo L = K(f1,...,60,). Se soubermos como ¢ trans-
forma as raizes de p(x), entdo sabemos como ® transforma todo o elemento de
L = K(b,...,0,). Portanto, o automorfismo ® é completamente descrito pelas
imagens das raizes 0; (i = 1,2,...,n). Por outro lado, como acabamos de ver, se

® € Gal(p(z), K), entdo ¢ transforma raizes de p(x) em raizes de p(x). Portanto
®(0;) = 05, para algum ®(i) € {1,2,...,n}.

E evidente que, como ® é injectiva, @ : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} é uma per-

mutacao.

20FEra assim que Galois concebia o grupo que hoje tem o seu nome, ainda antes de se ter

formalizado sequer o conceito de grupo!
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Em concluséo, todo o ® € Gal(L, K) fica completamente descrito pela respec-
tiva permutacio ® € S, e a aplicacio ® — ® é claramente um homomorfismo
injectivo Gal(p(x), K) — Sp:

P

0 —~— :((1)10(132)(91‘):(1)1(9:{2 =0 :><I>10<I>2:<fﬂo<’fg.

B10Bo (i) (i)) 0
Podemos assim identificar Gal(p(x), K) com um subgrupo do grupo das per-

mutacoes de R, e concluir o seguinte:

Proposicao 3.19 Se p(x) € K[x] tem n raizes distintas no seu corpo de decom-

posicao entdo Gal(p(x), K) € isomorfo a um subgrupo do grupo simétrico S,. m

Note que, mesmo quando p(x) é irredutivel, Gal(p(z), K) pode ser isomorfo a

um subgrupo préprio de S, como os exemplos (2) e (3) abaixo mostram.

Exemplos 3.20 (1) Vejamos que Gal(z® —2,Q) = S3. Da Proposicao 3.19 sabe-
mos que o grupo de Galois Gal(z3 — 2,Q) é isomorfo a um subgrupo de S3, pelo
que bastard assegurar que |Gal(x® — 2,Q)| = 6. Em primeiro lugar, como em C

temos

23— 2= (- V2)(x — V2w)(z — V2u?),
onde w é uma raiz cibica primitiva da unidade (isto é, w3 =lew! #1V0 <t <
3),

entdo Q(w, v/2) é o corpo de decomposicio de 2 — 2 em C. Como z3 —2 é o
polinémio minimo de v/2w! (t = 0, 1,2) sobre Q e 2 +z +1 é o polinémio minimo

de w sobre QQ, entao

[Qw, V2) : Q] = [Qw, V2) : Q)] [Q(w) : Q] < 6.

<3 =2

Por outro lado, Q(w, ¥/2) = Q(V2w,w) e
Q(3w,w) Q) = [Q(Vaw, w) : Q(V2w)] [Q(Vaw) : Q] < 6.

<2 =3
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Portanto, [Q(w, v/2) : Q] < 6 e ¢ divisivel por 2 e 3, logo [Q(w, ¥/2) : Q] = 6. Isto
significa que {1, ¥/2, V4, w, ¥/2w, v4w} constitui uma base da extensdo Q(w, v/2).
E facil de ver (de modo andlogo aos Exemplos 3.18) que existem precisamente seis
Q-automorfismos de Q(w, v/2).

[Descreva esses seis automorfismos explicitamente]

Como |S3| = 3! = 6, teremos necessariamente Gal(z3 — 2, Q) = S3.

(2) Consideremos o polinémio p(z) = 2% — 2, que é irredutivel sobre Q. As suas

quatro raizes em C sao
0, = V2, 0 = V2, 05 = —V/2, 04 = —V/2i,

e Q(i,v/2) é o seu corpo de decomposicio. Para definir um Q-automorfismo de
Q(i, v/2), basta fixarmos as imagens das raizes 0 e 6 (pois as imagens de 3 e 6,

ficam automaticamente definidas). Por exemplo,

91'—>92
92’—)03

define um Q-automorfismo a : Q(i, v2) — Q(i, v/2). E ébvio que a(fs) = 6, ¢
a(f4) = 61 (e a(i) = i). Pelo isomorfismo da Proposicao 3.19, a este automorfismo
corresponde a permutagao (1234) de Sy.

Outro exemplo: a 3 : Q(i, v2) — Q(4, v/2), definido por 3(61) = 61 e B(f2) =
04, corresponde a permutacao (24).

No entanto, nem todas as 24 permutacoes de S correspondem a elementos de
Gal(p(x),Q), uma vez que este grupo tem, no maximo, 8 elementos:

E evidente que [Q(i, ¥2) : Q(i)] = 4 e [Q(i) : Q] = 2, logo [Q(i, v/2) : Q] = 8.
Entéo, pelo Teorema 3.16, existem, no maximo, oito Q-automorfismos de Q(3, v/'2),
isto é, |Gal(p(x),Q)| < 8. Portanto, neste caso, Gal(p(x),Q) é isomorfo a um
subgrupo proéprio de Sy.

Por exemplo, o ciclo (12) nao corresponde a nenhum Q-automorfismo
o : Qi v2) = Qi V2),

uma vez que P, para originar tal ciclo, teria que satisfazer ®(0;) = 6y, ®(62) = 04,
®(03) = 03 e ®(04) = 64, mas tal & nao é, claramente, um homomorfismo de
corpos (com efeito, 61 + 63 = 0 mas ®(6;) + ®(03) = 62 + 03 # 0).

[Conclua que |Gal(p(x)),Q)| =8, observando que, respectivamente,

01#—)91 e 92*—)02, 01#—)91 e 92*—)04, 91#—)92 e 92'—)01,
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01— 0y e 05— 03, 01— 03 e 03— 0y, 01— 03 e 05+ 04,

91'—>94 e 92'—>91, 01'—>64 e (920—>93,

definem oito Q-automorfismos de Q(i, v2).

Portanto, Gal(p(z)),Q)é isomorfo a
{id,(24),(12)(34),(1234),(13),(13)(24),(1432),(14)(23)}.

Este grupo (G é isomorfo ao grupo diedral D, das simetrias de um
quadrado, pois é gerado pelos elementos o = (24) e 7= (1234),

de ordens 2 e 4, que satisfazem a relacdo (7’0)2 =1id:

G = {id,o,07,7,07%, 72,73, 073}]

(3) Seja L C C a extensao de decomposigao sobre Q do polinémio irredutivel

p(x) = 25 — 2. As raizes de p(z) sdo

O = V27, k=1,...,6.

Neste caso, |Sg| = 6! = 720 mas |Gal(p(z), Q)| < 720; por exemplo, ndo existe
um automorfismo do grupo de Galois que corresponda & transposigao (16), pois
03 + 0 = 0 mas 63 + 01 # 0, como se observa imediatamente na representagao, no

plano complexo, das raizes de p(x):

Outro exemplo: como (61 + 65)® = 6% = 2, ndo existem automorfismos do grupo
de Galois que correspondam as permutagoes (13)(56) e (16)(35). Muitos outros

elementos de Sg podem ser excluidos; de facto, como veremos mais adiante,

|Gal(z® — 2,Q)| = 12.

EXTENSAO DE GALOIS
Diz-se que uma extensao finita L de K é uma extensdo de Galois se L for um

corpo de decomposicao de algum polinémio de Klz].

Trabalhando a demonstracao (que nao estuddmos) do Teorema 3.16 sobre ex-
tensoes de isomorfismos a corpos de decomposigao, nao ¢ dificil provar o seguinte

resultado:
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Teorema 3.21 Seja L uma extensao finita de K. Entdo:
(1) |Gal(L,K)| < [L: K].

(2) Se L € uma extensao de Galois de K, entio |Gal(L,K)| = [L : K].

[A demonstrac8o pode ser consultada em Introducdo /fdeb’ra,
R. Loja Fernandes e M. Ricou, IST Press, 2004]

Exemplos 3.22 (1) A observagao, no Exemplo 3.20(2), de que |Gal(p(z),Q)| =
8, é uma consequéncia imediata deste teorema, uma vez que Q(i, v/2) é uma
extensdo de Galois de Q e [Q(4,v/2) : Q] = 8.

(2) No Exemplo 3.20(3) de ha pouco, Q(v/2, 62?”) é uma extensao de decomposicao
de p(z) = 2% — 2. Como

[Q(V2,e57%) : Q] = [Q(V2,e57) : Q(V2)] - [Q(V2) : Q] =2-6 = 12,

entdo |Gal(2% — 2,Q)| = 12, como tinhamos anunciado.

(3) A extensdo L = Q(v/3, V/2) do Exemplo 3.18(4) nio é uma extensio de Galois
de Q uma vez que, como vimos, |Gal(L,Q)| = 2 enquanto [L : Q] = 6.

Estamos finalmente em condi¢oes de explicar como é que a Teoria de Galois
permite substituir problemas sobre polinémios por um problema em principio mais
simples de teoria dos grupos. Galois descobriu que existe uma correspondéncia
entre extensoes intermédias e subgrupos do grupo de Galois, que passamos a des-

crever.

CORRESPONDENCIA DE GALOIS

Seja M uma extensao de K. Se L é uma extensao intermédia (isto é, K C L C M),
todo o L-automorfismo de M é obviamente um K-automorfismo de M e, portanto,
Gal(M, L) é um subgrupo do grupo Gal(M,K). Por outro lado, se H é um
subgrupo de Gal(M, K), o conjunto Fiz(H) := {a € M | ®(a) = a VP € H}
dos pontos fixos por H é uma extensao intermédia K C Fix(H) C M. A esta
correspondéncia entre extensoes intermédias de K C M e subgrupos de Gal(M, K)

chama-se correspondéncia de Galois.

[Esta correspondéncia ndo é, em geral, uma bijecgdo,

mas tem boas propriedades:
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(1) Se Ly C Ly entdo Gal(M,L;) D Gal(M, Ly).
(2) Se Hy C Hy entdo Fix(Hp) 2 Fiz(Ha).

(3) Fiz(Gal(M,L)) D L.

(4) Gal(M, Fiz(H)) D H]

Exemplo: Consideremos a extensao M = Q(ﬁ, \/?:) de K = Q. Vimos anterior-
mente que o grupo de Galois desta extensao contém 4 elementos e é isomorfo a
Zo @ Zo:

Gal(M,K) := {®g, D1, Do, P3}.

Este grupo possui, para além do subgrupo trivial Hy = {®¢}, os subgrupos
Hy = {®y, P1}, Ho = {Pg, P2} e Hz = {Dg, P3}. Assim, o conjunto parcialmente
ordenado dos subgrupos de Gal(M, K) pode ser representado pelo diagrama

Gal(M, K)

P RN

H,q Hy Hj

7

Hy

O corpo fixo pelo grupo de Galois Gal(M, K) é o corpo de base Q, enquanto
que Fiz(Hg) = Q(v/2,v/3). Por outro lado, é facil de ver que Fiz(H;) = Q(v/3),
Fiz(Hy) = Q(v?2), Fiz(Hs3) = Q(v/6). Assim, o conjunto parcialmente ordenado
das extensdes intermédias de Q € Q(v/2,v/3) é dado pelo diagrama

Q(v2,v3)

Teorema 3.23 [Teorema Fundamental de Galois]

Seja K C L C M uma torre de corpos, onde M ¢ uma extensao de Galois de K.
Entao Gal(M,L) é um subgrupo normal de Gal(M,K) se e s¢ se L € também
uma extensdo de Galois de K. Neste caso, Gal(L, K) = Gal(M, K)/Gal(M, L) :
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@
= - == 5

} G/H

Demonstragao. Faremos somente a prova da implicacao “<=".

Suponhamos entao que L é uma extensao de Galois de K, ou seja, L =
K(6y,...,0,) C M, onde 0, ...,0, sao as raizes de algum polinémio p(z) € K|[z].
Como cada ® € Gal(M, K) permuta as raizes de p(x) e mantém fixos os elementos

de K, entao ®(L) C L. Podemos assim considerar a aplicagao

h: Gal(M,K) — Gal(L,K)
P — (I)|L

E evidente que se trata de um homomorfismo de grupos, sendo o seu nicleo
precisamente o subgrupo Gal(M,L). Assim, Gal(M,L) é um subgrupo nor-
mal de Gal(M, K). O Teorema 3.16 garante que, dado ¥ € Gal(L, K), existe
® € Gal(M, K) que prolonga W. Portanto, h é sobrejectivo e, pelo Teorema do Ho-
momorfismo estudado em Algebra I, tem-se Gal(L, K) = Gal(M, K)/Gal(M, L).

Vamos agora discutir o critério descoberto por Galois que permite decidir se uma
equacao algébrica é ou nao resolivel por radicais. Até ao final, para simplificar,
assumiremos que todos os corpos tém caracteristica 0.
E preciso algum cuidado na formalizacao da ideia de resolubilidade por radicais.
Informalmente, uma extensdo por radicais obtem-se por uma sequéncia de ad-
jungoes de raizes (radicais) indice n, para vérios n. Por exemplo, a seguinte
expressao ¢ radical:

V2-32+3

7 1— % '

Para encontrar uma extensao de Q que contenha este elemento, podemos juntar,

consecutivamente, elementos
a=vV5 a=vVi-a a3=vV2 ar=+v2—a3 a5=3.

Isto sugere as seguintes definigoes:
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EXTENSAO PURA
Uma extensao L de K diz-se pura se L = K(0), onde 0 € L é tal que §™ € K para

algum m € N (isto é, 6 é um radical de K).

POLINOMIO RESOLUVEL POR RADICAIS
Uma extensao L de K diz-se uma extensdo por radicais se existir uma torre de
corpos

K=LyCL1CLyC---CL=1L

tal que cada L;y; é uma extensao pura de L;, para i =0,1,...,t — 1.
Um polinémio p(x) € K[z]| diz-se resolivel por radicais sobre K se existir uma
extensao por radicais L de K onde p(z) se decompoe em factores lineares (isto é,

que contém um corpo de decomposicao de p(z)).

Exemplos 3.24 (1) Suponhamos que uma raiz § de um polinémio p(x) € Q[z]

se exprime por meio do radical de ha pouco:

V2-32+V3
71_\4/5 ’

Considerando a1 = V5, as = /1 — a1, a3 = V2, as = /2 — a3, a5 = /3, temos

0 =

Q € Q(a1) € Q(a1,a2) € Q(a1,az,a3) € Q(a1, az,as,as) € Q(ai, az, az, as,as) .
—_—— e —

-~

Ll L2:L1 (ag) L3:L2 (aj) L4=L3 (a4) L5:L4(a5)

Como

4 7 3 5 2
ai € Q,ay € L1,a3 € Lo, ay € L3, a5 € Ly,

entao L5 é uma extensao por radicais de Q que contém %2“5 =
Este exemplo ilustra como, a partir de um dado elemento 6, expresso por
radicais em termos dos elementos de um determinado corpo de base, se pode

construir uma extensao por radicais desse corpo contendo o elemento 6.

(2) Consideremos uma equagdo quadratica az? + bz +c¢ = 0 (a # 0) em Q,
arbitraria. A férmula resolvente dd-nos as suas duas raizes expressas por radicais,

em termos dos seus coeficientes a, b, c:

—b+ Vb%2 — 4ac b b? — dac
2a 2 4a2

r =
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2= 2a T 24 4a2
~—
€cQ -0

E evidente que Q(0) é o corpo de decomposicio do polinémio az? +bx +c, e é uma
extensdo pura de Q (pois 62 € Q), pelo que se trata de uma extensio por radicais

de Q. Isto mostra que qualquer polinémio de grau 2 é resoluvel por radicais.

[Do mesmo modo, nio é dificil, usando as ’’férmulas

resolventes’’,
provar que todos os polinémios de grau 3 e 4, com coeficientes
em corpos de caracteristica O, também s&o resoliveis por

radicais]

Observe-se bem o significado desta defini¢ao: qualquer raiz de p(x) pertence a L
e pode ser expressa a partir de elementos de K por uma sequéncia de operagoes
em K e de extraccao de raizes. De facto: numa extensao por radicais L de K, os
elementos de L sao “combinacoes polinomiais” de radicais de radicais de ... etc.
(em numero finito) ... de elementos de K, com coeficientes em K. Por outras
palavras, todos os elementos de L sao construidos a partir de um ndmero finito
de elementos do corpo de base K, e usando as operacoes +, - e a A definicdo
de polinémio resolivel por radicais é pois equivalente a dizer que as suas raizes,
num corpo de decomposicao, sao “combinagoes” de radicais de radicais de ... etc.

(em numero finito) ... de elementos do seu corpo dos coeficientes.

GRUPO RESOLUVEL

Um grupo G diz-se resoluvel se existir uma torre de subgrupos
{1} =G CG1CGC---CGr1CGr=G

tal que, para cada i € {1,2,...,n}, G;_1 é um subgrupo normal de G; e G;/G;_1

¢é abeliano.

[Tem-se que: (1) Subgrupos de grupos resoliveis sfo resoliveis.
(2) Quocientes de grupos resoliveis sdo resoliveis.
(3) Dado um subgrupo normal de um grupo G,

G é resolivel se e s6 se H e G/H s&o resoliuveis]

Exemplos 3.25 (1) Todo o grupo abeliano G é resoluvel pois {e} C G satisfaz a

definigdo. Em particular, Si, Sa, A1, Az e A3 sao resoluveis.
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(2) S3 é resoluvel pois {id} C {id,(123),(132)} C Ss satisfaz a definicao.
(3) Sy e Ay sd@o resoluveis pois
{id} € {id, (12)(34)} C {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C A4 C Sy

satisfaz a definicao.

(4) S, (n > 5) nao é resolivel.

[Demonstragdo na bibliografia]

(5) Seja Z7, o grupo das unidades do anel (Zy,, +, ) = (Zm, ®m, @m). O conjunto

Ly, % Z,, munido da operacao
(a,b) - (¢,d) = (a+ be, bd),

é um grupo

[Verifique]
a que se chama produto semi-directo de Z,, e Z,, e que se denota por Z,, X Z,.

[Observe: (1) Z3 xZ3= Ss.
(2) Zy, pode ser visto como um subgrupo normal de Z,, X Z},

através da imersdo natural i:x+— (z,1) (x € Zy)]

Ly XL, é resoltvel pois {(0,1)} C i(Zy,) C Zm X Z, satisfaz a defini¢ao de grupo

resoltvel.
O grupo Z,, xZy, é importante neste contexto por causa da proposi¢ao seguinte:

Proposigao 3.26 Seja K C C e 2™ —a € K[z] (m € N). O grupo de Galois

deste polindmio € isomorfo a um subgrupo de Z,, X 7L}, .

Demonstracao. Se § € C é uma raiz de indice m de a e w é uma raiz primitiva

de fndice m da unidade (isto é, w™ = 1 e w® # 1, V0 < t < m; por exemplo,

. 2 . .o ~
w = cos <& +isin 27 ), entdo
m—1
2™ —a= H(m—@wz).
=0

Resulta daqui que o corpo de decomposicao, em C, de 2™ — a é K(f,w). Assim,
um elemento ® de Gal(z™ —a, K') é completamente determinado por ®(6) e ®(w).
Como os K-automorfismos permutam as raizes de polinémios com coeficientes em

K, tem-se ®(f) = fw'® e ®(w) = w/® para alguns is,jo € {0,1,...,m — 1}.
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Vejamos que mdc(jp, m) = 1 para qualquer ® € Gal(z™ — a, K). Denotando

mdc(jp, m) por d temos

R . m , .
Como & é injectiva, resulta que wd = 1 e, consequentemente, como w é uma raiz

primitiva indice m da unidade, s6 pode ser d = 1. Assim, a correspondéncia

Gal(z™ —a,K) — Loy, X 17,
) —  (ie modm, jo modm)
define uma aplicacao, que é um homomorfismo injectivo de grupos, como se pode

verificar facilmente. n

[Este resultado ainda é valido para qualquer subcorpo

de um corpo de caracteristica 0]

Corolario 3.27 Gal(z™ — a, K) é um grupo resolivel para todo o subcorpo K de

um corpo de caracteristica zero, a € K e m € N.

Demonstracao. Resulta imediatamente da proposi¢ao anterior e do facto de

subgrupos de grupos resoliveis serem ainda resoliveis. [

Teorema 3.28 [Critério de Galois]
Seja K um subcorpo de um corpo de caracteristica zero e p(x) € K[z]. Entao p(x)

é resoluvel por radicais se e sé se Gal(p(x), K) for um grupo resolivel.

[Demonstracdo. Esbogaremos somente a prova da implicag&o
(31 = )

Seja entdo p(x) € K[zr| um polinémio resoluvel por radicais, sendo
K=LyCL1C---CL=1L

a correspondente torre de extensdes puras tal que L = L; contém
um corpo de decomposigdo de p(x). Ent&8o, para cada i€ {1,...,t},
L;=1L;_1(0;), onde cada 0; é um radical de L; 1, ou seja,

9;7% eL; 4
para algum m; € N (portanto, 6; é raiz de 2™ —0;" € L;_1[x]).

Seja w; uma raiz primitiva de indice m; da unidade.
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Na torre de extensbes

K =Ly C Lo(01,w1) C Li(02,w2) C -+ C Ly_1(6s, wr)
—— — ——
Lo I Ly Lt

cada L; é uma extens&o de Galois de f/i,l (porque é o corpo de
decomposig&o do polinémio z™ — 6" € L;_1[z]) e L; contém um corpo
de decomposigdo de p(z). Com um pouco mais de trabalho pode

construir-se uma torre de extensdes
K=LyCLiC- ClLs

tal que cada [21 é uma extensdo de Galois de K e ﬁs contém um
corpo de decomposigio de p(x), que designaremos por L.
Seja G, := Gal(ﬁs,ﬁs_i). Pelo Teorema Fundamental de Galois

podemos concluir que na torre de subgrupos
{1}=GyCG1 CGaC - CGs1 C Gy =Gal(Ls, K)

cada subgrupo é normal e, para cada i€ {l,...,s}, G;/G,_1 é
isomorfo a Gal(ﬁs_i+1,f)5_i) = Gal(xMs—it+1 —HZL_S;:J{I,IALS_Z-), que é, pelo
Corolario, um grupo resolivel. Como Gy e (G1/Gp s8o resoluveis,

G| também é; entdo, como G9/G; é resolivel, Go também é;

indutivamente, podemos concluir que G, é resolivel. Mas
Gal(p(z),K) = Gal(L,K) é isomorfo a G,/Gal(Ls,L), pelo Teorema
Fundamental. Uma vez que quocientes de grupos resoliveis s&o
resoluveis, podemos finalmente concluir que Gal(p(z),K) é

resolivell

Exemplos: Do Corolario anterior podemos concluir imediatamente que, para qual-

quer m € N, os polinémios z™ — a € Q[z] sao resoliveis por radicais.

No entanto, para cada m > 4 existem também polinémios de grau m que nao sao

resoliveis por radicais. Por exemplo, no caso m = 5:

Corolario 3.29 [Teorema de Abel-Ruffini]

Existem polindmios de grau 5 que nao sao resoluveis por radicais.

Demonstragdo.  Seja p(x) = 2° — 4x + 2. Nio ¢é dificil ver que p(x) tem pre-
cisamente 3 raizes reais 01,609,035 e 2 raizes complexas conjugadas 04,05, todas

distintas. Entao L = Q(61,602,03,04,05) é a extensao de decomposicao de p(x).
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Seja G o grupo de Galois de p(z). Pela Proposicao 3.19, pode ser considerado
como sendo um subgrupo de Ss. Pelo critério de Eisenstein, p(z) é irredutivel
sobre Q, logo, para qualquer raiz 6 de p(z), [Q(0) : Q] = 5. Consequentemente,
[L : Q] é um multiplo de 5. Isto significa, pelo Teorema 3.21, que |G| é um multiplo
de 5. Portanto, pelos Teoremas de Sylow estudados em Algebra I, G C S5 contém
um elemento de ordem 5, ou seja, um ciclo de comprimento 5.

Por outro lado, a aplicacao z — z de C induz um Q-automorfismo de L que
mantém fixas as trés raizes reais e permuta as duas raizes complexas, a que cor-
responde a transposicao (45).

Em conclusao, G contém um ciclo de ordem 5 e uma transposicao. Mas pode
provar-se que um qualquer ciclo de ordem 5 e uma transposi¢ao geram Ss, pelo
que G = S5. Como S5 nao é resolivel, o critério de Galois assegura que p(z) nao

é resolivel por radicais. [

[Observe que a mesma argumentagio vale para qualquer outro
polinémio de grau 5 com coeficientes em Q que seja irredutivel

e que em C tenha exactamente 3 raizes reais]

[Pode ver a teoria de Galois na sua forma original em

H.M. Edwards, Galois Theory, Springer, 1984,

e no apéndice 4 de J. Rotman,Galois Theory, Springer, 1990.

A prova de Abel da inexisténcia de uma ’’férmula resolvente’’
do quinto grau encontra-se no seu artigo Démonstration de
l’impossibilité de la résolution algébrique des équations
générales qui passent le quatriéme degré,

J. reine angew. Math. 1 (1826) 65-84]

Exercicios

3.1. Sejam K um subcorpo de um corpo L e «, 5 elementos de L. Prove que K(a, 8) =

K(a)(B). Generalize para o caso de n elementos a1, ..., a, € L.

3.2. Sejam K um subcorpo de um corpo L e 6 um elemento de L. Prove que:
(a) se 6 é algébrico sobre K, o mesmo sucede a 6 + ¢ e a ¢, qualquer que seja ¢ € K;
(b) se 6 é algébrico sobre K, o mesmo sucede a 62 e reciprocamente.

3.3. Mostre que C é uma extensao algébrica de R.

3.4. Averigie quais dos seguintes elementos sdo algébricos ou transcendentes sobre o
corpo Q:

(a) VT (b) V2 (c) w2 (d)e+3 (e) 1+1i.
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3.5. Determine o inverso de cada um dos seguintes elementos nas extensoes simples Q(0)
indicadas:

(a) 2+ V4 em Q(V/2).
(b

(c
(d) @+1e 6> —60+8, onde 6 # 0 é tal que 8* — 66> + 96% + 30 = 0.

)
) 1— 26+ 362, onde 6 é raiz do polinémio x> — x + 1.
) —0% +260 — 3, para 0 = /2.

)

3.6. Sejam K um subcorpo de um corpo L e 6 um elemento de L. Prove que se 6
é algébrico sobre K entdao K(0) = K|[0], justificando pormenorizadamente os seguintes
passos:
(a) KI#] é um dominio de integridade.
(b) Sendo f(#) um elemento nao nulo de K[f] e m(x) o polinémio minimo de 6 sobre
K, entao:
e f(z) ndo é multiplo de m(x);
e existem t(xz), s(z) € K|x] tais que t(x) f(z) + s(x)m(z) = 1, donde t(0) f(6) =
1.

(¢) KI[f] é um corpo.

3.7. Sejam K e L dois corpos tais que K C L. Sabendo que, se o, 8 € L sao elementos
algébricos sobre K e [K(«, 8) : K] é finita, prove que os elementos de L que sao algébricos
sobre K formam um subcorpo de L.

3.8. Seja L uma extensao dum corpo K e # € L um elemento algébrico de grau n
sobre K. Prove que todo o elemento de K(6) se pode exprimir de modo tnico na forma
ag+a10+---+a, 10" tcoma; €K (i=0,..,n—1).

3.9. Exprima na forma referida no exercicio anterior os seguintes elementos das extensoes
algébricas Q(0) indicadas:

(a) 0%, 6% 65 e 0° — 0* 4 2, onde 6 é raiz do polinémio x> — 622 + 9z + 3.

(b) (6% +2)(6° + 30), 6*(0* + 362 + 70 + 5) e 25, sendo § uma solugdo da equagio
> +2r+2=0.

2 7 . ~ . ’ .
(c) Jﬁ? onde # é uma raiz nio nula do polinémio z* — 23 + 22 — 2z.

3.10. Determine o polinémio minimo sobre @ dos seguintes elementos:
(a) 24+ /3. (b) 62 — 1, com 63 = 20 + 2. (c) 02+ 0, com 63 = —302 + 3.

3.11. Prove que v7 ¢ Q(v3), i Q(/5) e VB¢ Q).

3.12. Seja L uma extensao finita de K. Prove que:

(a) Se [L : K] é um ndimero primo, entdo L é uma extensao simples de K.
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(b) Se 6 € L, entao o grau de 6 ¢ um divisor de [L : K]. Conclua que se tem L = K (0)

se e 86 se o grau de 6 coincidir com [L : K].
(c) Se f(z) € Klx] é irredutivel sobre K e o grau de f(z) é um nimero primo com

[L : K] e maior do que 1, entdao f(z) ndo tem raizes em L.

3.13. Seja p um nimero primo e ¢ um elemento do corpo C. Prove que xP — ¢ é irredutivel

sobre C se e s6 se 2P — ¢ nao tem raizes em C.

3.14. Sejam C,Cy e Cy corpos com C C C; (i = 1,2). Se C; e (s sdo extensoes finitas
de C tais que [C; : C] e [Cy : C] sdo primos entre si, entdo C; N Cy = C.

3.15. Averigue se os seguintes polindémios séo irredutiveis sobre o corpo indicado:
(a) 22 + 2 sobre Q(v/5). (b) 22 — 2z + 2 sobre Q(v/—3).
(c) 2% — 3z + 3 sobre Q(v/2).

3.16. Determine o grau sobre Q e uma base de cada uma das seguintes extensoes de Q:
(a) Q(V3,1).

Q(V18, v/2).

Q(V/2,6), onde 6* + 60 +2 = 0.

Q(v7,6), onde 63 4+ 3 = 0.
(a,B),onde a® —a+1=0e B2 - B=1.
(vV2,a), onde 302 + 7a? = 14a — 56.
(V7

—
@

— ~— = ~
e o

Q(+/7,0) sendo 6 uma raiz do polinémio 2% + 222 + 22 — 4 tal que [Q(9) : Q] > 1.
3.17. Determine o grau e uma base da extensao Q(v/7) de Q(m).

3.18. Sejam a3 = 2, w uma raiz ctibica da unidade e 8 = wa. Determine a dimensao e
uma base de Q(«, ) sobre Q.

3.19. Determine para quais dos seguintes polinémios f(x) € K|[z] existem extensoes K («)
tais que f(x) é o polinémio minimo de «:
(a)2? —4, K=Q. (b)z®+zx+2, K=17s. ()2’ +1, K=12Zs.

3.20. Para cada uma das extensoes de QQ indicadas averigie se 6 gera a mesma extensao:
(a) 0=2+ V4, Q(V2).
(b) 6= VZ+ V3. QW2
() 0=uv?>+u+1, Q(u),com u®+5u—5=0.

3.21. Considere o polinémio f(z) = 23 —z + 1 € Q[z]. Seja 6 uma raiz de f(z).

(a) Determine o inverso de 6 + 1 em Q(0), escrevendo-o como polinémio em 6 de coefi-

cientes racionais.
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(b) Considere u = 62 + 1. As extensdes Q(u) e Q(#) coincidem?

3.22. Mostre que z? + 1 é irredutivel sobre Zs. Sendo u uma raiz deste polinémio

determine o nimero de elementos de Zs(u) e as tabelas de adigdo e multiplicacao.

3.23. Considere Zs(a), sendo o? + 3 = 0, e determine:
(a) a expressao geral dos elementos desse corpo e o seu cardinal.
(b) o polinémio minimo de 8 = a + 1.

(¢) o inverso de S.

3.24. E possivel, usando régua (ndo graduada) e compasso, construir o ponto

(\/5\/5—3+\/2—€’/§,0)

a partir dos pontos (0,0) e (1,0)?

3.25. Seja p um inteiro primo positivo.

(a) Determine a dimensdo e uma base da extensao Q(\/p + /p) de Q.

(b) Seré possivel construir o ponto (\/p+ /P, /P + /p) a partir dos pontos (0,0) e
(1,0)?
3.26. Mostre que é impossivel construir com régua e compasso:

(a) um cubo com volume igual ao de uma esfera dada.

(b) o ponto (v/5v/5 — 3+ /2 — ¥/2,0) a partir dos pontos (0,0) e (1,0).

3.27. Considere o polinémio p(x) = 83 — 6x — 1 sobre Q.
(a) Mostre que p(z) é irredutivel sobre Q.

(b) Construa uma extensao de decomposicdo de p(z) e determine a sua dimensao.

3.28. Determine a extensao de decomposicao de:
(a) 2% — 5 sobre Q.
(b) 22 + 1 sobre R.
(c) z° — 22* — 1023 + 2022 + 25z — 50 sobre Q.

3.29. Seja L uma extensao de Q. Determine os Q-automorfismos de L para:
Q(v2).
Q(a) CR, com a® =T.

L=Q(v2,V3).

L a extensdo de decomposicao de x4 — 422 — 5.

(c
(d

~
=3
N N
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(a) Para as extensoes L de Q do exercicio anterior, calcule os respectivos grupos de
Galois, Gal(L, Q).

(b) Verifique em quais desses casos a correspondéncia de Galois entre os subgrupos do

grupo de Galois e as extensoes intermédias (entre Q e L) é uma bijecgéo.

(a) Determine os corpos intermédios entre Q e Q(v/2,/3,v/5).

(b) Calcule o respectivo grupo de Galois e compare os resultados.

3.32. Considere a extensao L = Q(\/g, \3@) CRde Q.
(a) Como se define o grupo de Galois de L (sobre Q)? Determine-o.
(b) Indique todas as extensoes intermédias de Q em L.

(¢) L é uma extensao de Galois de Q7 Justifique.

3.33. Determine o grupo de Galois associado a cada uma das extensoes dos Exercicios
3.18 e 3.16.

3.34. Seja 0 uma raiz de 22 + z + 1 € Zy[x]. Mostre que ® : Zy(0) — Z(0) definido por
®(a+b0) = a+ b+ bl, para quaisquer a,b € Zy, é um Zg-automorfismo de Zz(6).

3.35. Mostre que Gal(L, K) = 1 nao implica L = K.
(Sugestao: Considere K = Q e L uma extensdo de K gerada pela tnica raiz real de um
polinémio irredutivel sobre Q, como no Exercicio 3.29(b)).

3.36. Seja L uma extensdo algébrica simples de K, « € L — K e ® € Gal(L, K). Mostre
que a e ®(ar) tém o mesmo polinémio minimo sobre K.

3.37. Calcule o grupo de Galois do polindmio f(x) sobre o corpo K nos seguintes casos:

x) =22 +1, K =R.

x) =a*—2, K=0Q.

=23—2+1, K =Q (veja Exercicio 3.5(a)).

=z —422 -5 K =Q().

3.38. Sejam K um corpo e L uma extensao de K. Prove que se 6 € L é algébrico sobre
K, de grau n, entdo |Gal(K (), K)| < n.

3.39. Sejam m um numero natural e K um corpo que contém as raizes de indice n da
unidade.

(a) Se n for primo e « raiz do polinémio z™ — a, a € K, entdo Gal(K(a), K) é um

grupo ciclico de ordem 1 ou de ordem n.
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(b) Se 5 éraiz de 2™ —a, a € K, entdo Gal(K(p), K) é ciclico.

(a) Sejam p um numero primo e K um corpo que contém as raizes de indice p da
unidade. Mostre que 2P — a, a € K, é irredutivel sobre K se e sé se nao tem raizes
sobre K.

(b) Prove que a hipétese de K conter as raizes de indice p da unidade nao é necessdria.

3.41. Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2, e L uma extensao de K tal que
[L: K] =2. Mostre que L = K(y/a) para algum a € K e que L é de Galois sobre K.

3.42. Considere um polinémio f(z) irredutivel, de grau 3, escrito na sua forma reduzida

23 4 px + ¢, e as suas trés raizes complexas distintas a, b e c.

a+b+c=0
(a) Verifique que { ab+ac+bc=p .
abc = —q
(b) A partir da alfnea anterior, mostre que ((a — b)(a — ¢)(b — ¢))? = —4p® — 27¢°.
(¢) Seja D o ntimero —4p* — 27¢> da alinea anterior. Prove que se VD € Q e ® €
Gal(f(x),Q), entdo ®(v/D) = v/D e portanto Gal(f(x),Q) = As.

(d) Prove que se VD ¢ Q, entdo Q(v/D) estd na extensdo de decomposicio de f(x) e,
portanto, Gal(f(z),Q) = Ss.

3.43. Mostre que se os grupos A e B sao resoluveis, entao A X B também é resoluvel.
Conclua que se os factores irredutiveis de um polindémio sao resoliveis por radicais, entao

ele também é resoltvel por radicais.

3.44. Para cada um dos seguintes grupos, mostre que sao resoltuveis e indique um
polinémio de coeficientes racionais cuja resolubilidade por radicais resulte desse facto.

(a) Loy XZ5,. (b) 7y . (C) Ss. (d) Sy (e) Zo @ S3.
3.45.

(a) Mostre que, se um grupo resolivel ndo tem subgrupos normais préprios, entao é

um grupo ciclico de ordem prima.

(b) Sabendo que o grupo A; ndo tem subgrupos normais préprios, conclua que ele é

resolivel.
(c) A partir da alinea anterior, mostre que S,, nao é resolivel para n > 5.
3.46. Sejam p um numero primo, e f(z) € Q[z] um polinémio irredutivel de grau p.
Mostre que:

(a) se f(x) tem exactamente duas raizes complexas nao reais, entdo Gal(f(z),Q) é o

grupo simétrico S, e portanto f(x) nao é resolivel por radicais.
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(b) se f(x) tem exactamente quatro raizes complexas nao reais, entdo nao é resolivel
por radicais.
3.47. Mostre que os seguintes polindémios f(z) € Q[x] ndo sao resoliveis por radicais:
(a) f=2x"—10x +5. (c) f=a®—6z%+5.
(b) f = 22° — 5z + 20. (d) f=2a" — 10z + 15z + 5.

3.48. Resolva as seguintes equagoes por meio de radicais.
(a) a° —5a* +102® — 1022 + 5z — 8 = 0. (Sugestao: y =z — 1.)
(b) 2®+222 -5z +9-24+ Z 4+ L =0. (Sugestdo: y =z +1.)
3.49. Determine a extensao radical sobre Q que contém o seguinte nimero complexo:

(a) VB + V2. (b) “f%ﬁ

3.50. Verifique que, apesar de 2 — 3z 4 1 ser resolivel por radicais, a sua extensdo de

decomposigao nao é uma extensao radical. (Veja Exercicio 3.42)
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4. Corpos finitos

Neste capitulo final vamos estudar as propriedades fundamentais dos corpos finitos
e descrever algumas das suas muitas aplicagoes (& teoria dos c6digos, teoria dos

numeros e teoria matemética dos jogos).

O corpo F), = (Zy, ®p, ®,) dos inteiros médulo p (p primo) é, evidentemente, o
exemplo mais familiar de corpo finito. Muitas das suas propriedades generalizam-
se aos corpos finitos arbitrarios. Os corpos [, representam um papel muito im-
portante na teoria dos corpos pois, como vimos, todo o corpo de caracteristica p
contém uma cépia isomorfa de F, (como seu subcorpo primo) e pode entao ser
visto como uma extensao de F,. Esta observagao, conjuntamente com o facto
ébvio de que todo o corpo finito tem caracteristica finita (prima), é fundamental

para a classificacdao dos corpos finitos.

Além dos corpos F,, de ordem prima p, ji encontrdmos outros exemplos de

corpos finitos: um corpo de ordem 4 = 22, definido pelas tabelas

— o ™ o |Q
O = Q W™
= 0 = O

o o o oo
™ R = O
_ T Q ofR
S = ™ o™

™ 2 = o+
= 0 ~ oo
O W O |+

e um corpo de ordem 16 = 2%. Haverd algum corpo de ordem 6? Veremos em
seguida que nao, ao provarmos que a ordem de qualquer corpo finito é necessa-
riamente da forma p” para algum primo p e algum natural n, e que, para cada
nimero dessa forma existe, a menos de isomorfismo, exactamente um corpo com

esse numero de elementos.

Antes de avancarmos para a prova desses resultados que permitem classificar
os corpos finitos, vejamos uma aplicacao do corpo com 4 elementos acima referido,
que se pode encontrar em [N. de Bruijn, A solitaire game and its relation to a finite
field, J. Recreational Math. 5 (1972) 133-137].

O jogo do solitario é jogado num tabuleiro representado na figura seguinte:
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Inicialmente, em cada buraco, com excepgao do central, coloca-se uma bola (32

bolas no total):

O jogo desenrola-se movimentando uma bola por cima de outra adjacente (na
vertical ou na horizontal) para um buraco vazio; a bola sobre a qual se saltou é
entao removida do jogo. O objectivo do jogador é chegar a uma situacao em que

s6 reste uma bola no tabuleiro, idealmente na posicao central.?!

[E claro que se conseguirmos terminar com uma tnica bola na
posigdo central, também conseguiremos terminar com essa bola

noutras posigdes; experimente!]
Em quais posigcoes € possivel terminar o jogo, ganhando?

Depois de jogarmos algumas vezes nao seré dificil convencermo-nos que talvez nao
possa ocupar qualquer posicdo. A ideia de de Bruijn é usar o corpo acima referido
para determinar tais posigoes. Para isso, consideremos os buracos do tabuleiro

referenciados por pares de inteiros (7, j), com o buraco central em (0,0):

21Para mais informacéo sobre este jogo e suas variantes e generalizacGes veja [E.R. Berlekamp,
J.H. Conway e R.K. Guy, Winning Ways for your Mathematical Plays, Vol. 4, A K Peters, 2004]
e as referéncias af incluidas, e [George L. Bell, A fresh look at peg solitaire, Mathematics Magazine
80 (2007) 16-28].
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[ ] [ ] [ ]

(-1,3) (0,3) (1,3)

[ ] [ ] [ ]

(—1,2) (0,2) (1,2)
=31 (21 (L) ©n Oy @y G
[ ] [ ] [ ] O [ ] [ ] [ ]
(=3,0) (—2,0) (-1,0) (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Definamos, para cada conjunto X de bolas colocadas no tabuleiro, os ntimeros
AX)= > o, BX)= > o
(i.5)eX (i,j)eX
Por exemplo, para a posigao inicial X; do jogo, é facil de ver (observe a figura
abaixo) que
A(X)) =B(X1) = 2a*44a®+50%+4a' +2a° + 407! + 5072+ 4073 + 2071
= 04+04+58+0+0+0+5a+0+0
= a+p=1.

Cada jogada, que transforma um conjunto X de bolas no tabuleiro num conjunto

Y, é necessariamente de um dos quatro tipos seguintes:
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X Y X Y

(¢] L] L] (¢}

[ ] ~ O ° ~ e]

[ ] O e} [ ]

[ [ ] O ~ ©] (6] [ ] [¢] [ ] [ ] ~ °
X Y

E facil de ver que, em qualquer um desses tipos de jogada, se tem A(Y) = A(X)
e B(Y) = B(X).

Por exemplo, no primeiro tipo, se supusermos que a bola a

movimentar esta inicialmente na posicao (7, j) (e portanto, apds a jogada, vai ficar
na posicao (i,j + 2)), entao

A(X) — A(Y) = ot 4 o H+1 _ giH+2 = i+ (1 4 o+ a?) = 0,

B(X)-B(Y)=a"7 4o a2 =14 B+ %) = 0.
Portanto, o par (A(X), B(X)) é invariante ao longo do jogo.

Assim, se o jogo terminar com uma sé bola no tabuleiro, na posicao (i,7),

teremos necessariamente A({(i,5)}) = 1 e B({(i,5)}) = 1, isto é, o'™/ = 1 e
a7 = 1. Como as sucessivas poténcias de « sao

ot=plat=1]0? =00 =4l =1]a' =00’ = fla* = 1|0 = 0,

a posicao (i, 7) da bola final terd que satisfazer i+j € {—3,0,3} ei—j € {-3,0,3}:
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Em conclusao, as tnicas posigoes finais possiveis sao (—3,0), (0,—3), (0,0),
(0,3) e (3,0):

(¢] [ ] (¢]

Por experimentacao, é possivel concluir que todas elas podem ser, de facto, obtidas.

[Basta para isso mostrar que se consegue atingir a posigéo

(0,0). A maneira de atingir as outras é depois 6bvia.]

Voltemos agora a classificagao dos corpos finitos.

Teorema 4.1 Seja F' um corpo finito. Entdo F tem p™ elementos, onde p =

car(F) en € a dimensao [F : P] de F' como extensao do seu subcorpo primo P.

Demonstracao. Como F' é finito, F' é uma extensao finita do seu subcorpo primo
P e a sua caracteristica ¢ um primo p. J4 sabemos que P = I,,. Suponhamos que
[F: P] =n eseja{01,0s,...,0,} uma base do espaco vectorial F' sobre o corpo
P. Cada elemento de F' escreve-se de forma tnica como combinacao linear dos

vectores 01,0, . ..,0,, pelo que

F:{a191+a292+---+an9n|a1,a2,...,an€P}.
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E claro que, como P tem p elementos, o nimero destas combinacoes lineares é
igual a p" (numero de arranjos com repeti¢do de p elementos n a n). Portanto,
|F'| = p". "

A partir dos corpos primos F,, podemos construir outros corpos finitos pelo
processo de adjungao de raizes descrito no capitulo anterior. Se p(x) € Fp[z] é um
polinémio de grau n, irredutivel sobre F,, entdo juntando uma raiz de p(z) a F,
obtemos um corpo finito com p” elementos. Contudo, nao é claro, nesta altura, que
exista, para qualquer natural n, um tal polinémio irredutivel de grau n. Assim, de
modo a provarmos que para cada primo p e para cada natural n existe um corpo

com p" elementos, seguiremos uma abordagem sugerida pelo seguinte resultado.

Proposicao 4.2 Seja F' um corpo com p™ elementos. FEntao F é isomorfo a

~ .~ ., . n
extensao de decomposicao do polinomio xP" — x sobre Fy,.

Demonstragao. O grupo multiplicativo (F'\ {0},-) tem ordem p" — 1, pelo que,
para qualquer a € F diferente de 0, a?"~! = 1. Isto significa que a?" - a~! =1,
isto é, a?" = a.

[Este facto serd decisivo: em qualquer corpo F'

com g elementos, cada a € F satisfaz a? = al

Portanto, todos os elementos de F so raizes do polinémio p(x) = aP" —z € Fp[x].
Como este polindémio tem grau p" e |F| = p™, isto mostra que F' contém todas as
suas raizes e

2P = H(x—a).

acF

Portanto F' contém uma extensdo de decomposicao de p(z). Mas F' é exacta-
mente o conjunto das raizes de p(x), pelo que, necessariamente, F' é a extensao de

decomposicao de p(x). n

Corolario 4.3 [E. H. Moore, 1893]

Dois corpos finitos com o mesmo numero de elementos sao isomorfos.

Demonstracao. E consequéncia imediata da proposicao anterior e da unicidade,
a menos de isomorfismo, das extensoes de decomposicao, provada no capitulo

anterior. n

Estamos agora em condigoes de provar o reciproco do Teorema 4.1.
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Teorema 4.4 [Teorema de Galois]
Para cada primo p e cada n € N, existe um corpo com p" elementos, unico a

menos de isomorfismo.

Demonstracdo. Provemos somente a existéncia de tal corpo, estando a unicidade
assegurada pelo corolario anterior.
Para ¢ = p", consideremos o polinémio p(z) = 2¢ — x de Fp[z]. Seja ainda F

a extensao de decomposicao de p(x).

[Observe que um elemento a de um corpo K é uma raiz
miltipla de p(x) = ana"™ + ap_ 12" 1 + -+ a17 + ag € K[7]
se e s6 se é uma raiz de p(x) e da sua derivada

D(p(z)) = napz™ '+ (n — Dap_12" 2+ -+ + a1

Como, neste caso D(p(x)) = qz9~! —1 = —1 # 0, todas as raizes de p(x) sdo

simples. Portanto, o conjunto R = {a € F | a? — a = 0} das raizes de p(z) em F
tem cardinal ¢. Mas R é um subcorpo de F.

[Verifique]

Esta assim encontrado um corpo com p” elementos: o corpo R das raizes de

p(z) em F, que coincide forgosamente com F', uma vez que p(z) se decompoe em

factores lineares em R. n

Em conclusao:

CLASSIFICACAO DOS CORPOS FINITOS

e Todo o corpo finito tem p™ elementos, para algum

primo p e algum natural n.

e Para cada primo p e cada natural n, existe um corpo

com p" elementos.

e Qualquer corpo com p"™ elementos é isomorfo a ex-

~ . ~ 7
tensao de decomposicao de P — x sobre F,,.
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A unicidade no Teorema de Galois justifica que se fale no corpo finito (ou no

corpo de Galois) com ¢ elementos:

CORPO DE GALOIS de ordem ¢
A este corpo (tnico, a menos de isomorfismo) chama-se o corpo de Galois com q

elementos, que se denota por F, (ou por GF(q)).

Uma aplicacao dos corpos finitos a Teoria dos Niimeros

A seguinte questao constitui um problema classico da Teoria dos Numeros:

Problema: Seja p € N, primo. Quando € que p pode ser a hipotenusa

de um triangulo rectangulo de catetos ¢ e d inteiros?
p
A ‘
c

E claro que tal é possivel exactamente quando p? = ¢ + d?, para algum par c,d

de inteiros positivos. Por exemplo, para p = 5,13,17, 29:
5 13 17 29
A 3 A ’ A 8 AQO
4 12 15 21
Como ilustragao do que se pode fazer com os resultados que vimos até ao
momento, vamos agora apresentar uma prova extremamente elegante, retirada dos

apontamentos de Algebra IT de A. Machiavelo [DMUP, 1997-99], de um resultado

de Fermat que ajuda a resolver este problema.

Proposi¢do [Fermat]: Sep € N € primo ep =1 (mod 4) entdo p € soma

de dois quadrados.
De facto, se p é uma soma a? + b? de dois quadrados entao
p? = (a® +b*)% = at 4 2a%0* + b* = (a® — b*)? + (2ab)?,

pelo que, tomando ¢ = a? — b? e d = 2ab, obtemos um tridngulo nas condicdes do

problema, com hipotenusa p:
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p
A 20

a? —b?

Assim, a Proposicao de Fermat dd-nos uma condigao suficiente para que um primo

p seja hipotenusa de um tal tridngulo:
p =1 (mod 4).
E o caso de todos os exemplos que apresentamos acima:

p=>5: 5 = 22412=52=(22-1%)2 + (2x 2 x 1)? = 3% + 4%

p=13: 13 = 3°+22=132= (32 -2%)? + (2x 3 x 2)? =52 +12%
p=17: 17 = £24+12=177= 4> - 122+ (2 x4 x 1) =15% + 8%
p=29: 29 = 52422=120%= (52 —2%)2 4 (2 x5 x 2)? =21% +20°%.

Demonstremos entao a Proposicao de Fermat, usando alguns factos sobre cor-
pos finitos provados anteriormente.

Para isso comecamos por determinar todos os primos p para os quais —1 é um
quadrado médulo p, ou seja, para os quais I, tem uma raiz quadrada de —1.

Quando p = 2 a resposta é 6bvia: —1 = 1 = 12. Suponhamos pois p # 2.
Seja F' uma extensao de decomposicao sobre F,, do polinémio 22+1€ Fplz], e
denotemos por ¢ uma das duas raizes deste polinémio em F. Como vimos na
Proposicao 4.2, para cada a € F tem-se que a € [}, se e s6 se a? = a. Assim, em

particular, i € ), se e s6 se ¥ = 1. Mas

P = (i?) 2 i=(-1)7 i,

—1
que é igual a i quando e s6 quando (—1)% = 1, ou seja, quando e s6 quando

p — 1 é um multiplo de 4. Portanto, a equacio x> = —1 (mod p) (p primo) tem
solugao se e s6 se p =2 ou p =1 (mod 4).

Seja agora p um primo tal que p = 1 (mod 4). Entao, pelo que acabamos de
ver, m?> = —1 (mod p), ou seja, p|(m? + 1), para algum inteiro m. Isto implica
que, no dominio Z[i| dos inteiros de Gauss, p|(m + ¢)(m — i). Mas p { (m + i),
pois m + i = (a + bi)p implicaria pa = m, ou seja, m = 0 (mod p); analogamente,
p 1 (m —i). Daqui resulta que p ndo é primo em Z[i]. Mas Z[i] é um dominio
de ideais principais, donde p, nao sendo primo, é necessariamente redutivel, ou
seja, existem inteiros a, b, ¢, d tais que p = (a + bi)(c + di), onde a + bi e ¢ + di
nao sao unidades de Z[i] (ou seja, a + bi,c + di # +1,41). Consequentemente,
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Ip| = |a+bi| |c+di| e, elevando ao quadrado, p? = (a?+b?)(c? +d?). Como p é um
inteiro primo, é facil de ver que isto implica a? + b? = ¢ + d*> = p. Em conclusio,

p = a® + b? como Fermat afirmou.

FExercicio:

(1) Seja p um primo impar e F' uma extensao de decomposicdo sobre F, do
polinémio z? 4+ 1. Designando por i uma das raizes em F de z? 4 1, use
a relacdo (1 + )2 = 2i para determinar quais os primos p tais que 2 é um

quadrado médulo p.

(2) Use (1) para provar o seguinte resultado de Euler:

Se p € um primo tal que p = 3 (mod 4) e 2p + 1 € primo, entdo
(2p+1)|(2P —1).

[Este resultado de Euler mostra, em particular, que o
nimero de Mersenne 2P —1 n8o é primo para p > 3 nas

condigdes enunciadas; por exemplo: 23211 —1, 47|22 —1]

[Mais uma vez, note a utilidade da introdugdo do conceito de
polinémio como fungdo definida em Ny com suporte finito,
distinguindo-os assim das respectivas fungdes polinomiais.

De facto, pelo Teorema pequeno de Fermat

(’’para cada a ndo divisivel pelo primo p, a’ ' =1 (mod p)’’),
existe apenas um nimero finito de fungdes polinomiais F, — [,
(por exemplo, a fungdo x+> zP é igual a =+ ), enquanto que

os polindémios permitem construir uma infinidade de extensdes

de [F,, para cada primo p, e tais extensSes permitem-nos obter
resultados ndo triviais sobre, por exemplo, os niumeros inteiros,

como acabamos de ilustrar]

Teorema 4.5 [Critério dos subcorpos]

Seja Fy o corpo de Galois com q = p™ elementos. Entao:
(a) Todo o subcorpo de Fy tem ordem p?, para algum divisor positivo d de n.

(b) Reciprocamente, para cada divisor positivo d de n, eziste exactamente um

subcorpo de Fy com p? elementos.
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Demonstragao. (a) Seja K um subcorpo de Fj,. E evidente que K e F, tém o

mesmo subcorpo primo P, que é isomorfo a [F):
F,=PCKCF,.
Entdo, pelo Teorema 4.1, |K| = p?, onde d = [K : P]. Mas
n=[Fy: Pl =[F,: K|[K: P| = [F, : K]d,
logo d|n.
(b) Se d|n (isto é, n = md para algum m € N) entdo z¢ — 1|2" — 1:
" —1=gm_1= (xd — 1)(xd(m*1) +gdm=2) L4 gl 1). (4.5.2)

Em particular, para x = p segue p? — 1[p” — 1 donde, aplicando (4.5.2) a esta

relagao, ZP'-1 - 1|zP"~! — 1. Multiplicando por x obtemos, ainda,
d n
P —zla? —x =27 —x.
Portanto, qualquer raiz de 2P — gz éraizde 2l —x € F,[x]. Por outro lado,

[Recorde da aula anterior: a extensfo de decomposig&o do
P g
polinémio zP — x sobre I, tem exactamente p" elementos,

e é isomorfa a Fpn]

F, é a extensao de decomposicao de ¢ — x sobre IF,,. Entao F, contém todas as
raizes de 2P’ — x, pelo que contém como subcorpo a extensao de decomposicao
de 27’ — x sobre Fp. Isto mostra que esta extensao, que tem precisamente P
elementos, ¢ um subcorpo de F,, e é precisamente o subcorpo que procurdvamos.

A unicidade decorre imediatamente do seguinte facto: se houvesse dois sub-
corpos distintos de ordem p? em F,, juntos teriam mais do que p? elementos (que
sao raizes em [, de zP” — x), uma contradigao, pois 2" — 1z s6 pode ter no maximo
p rafzes. Portanto, o tnico subcorpo de Fp» de ordem p¢ é o corpo das raizes de

o —x € Fplz] em Fpn. "

Isto significa que a lista de subcorpos de F,», a menos de isomorfismo, coincide
precisamente com {F,q : dn}.

Por exemplo, os subcorpos de Fq30 podem ser determinados listando todos os
divisores positivos de 30: como 30 = 2 x 3 X 5, os Unicos divisores positivos de 30

sao 1,2,3,5,6,10,15,30, pelo que existem precisamente 8 subcorpos de Faso:
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FQSO

N

Fa1o Fous

[>< >

FQQ ]F23

7

Fy

Neste diagrama indicam-se ainda ainda as relagoes de inclusao entre os varios
subcorpos. Pelo Critério dos Subcorpos, estas relagoes sao equivalentes as relacoes
de divisibilidade entre os divisores positivos de 30. O corpo Fs é o subcorpo primo
de Fyso.

Aplicagoes: Teoria Algébrica dos Cdédigos

Consideremos o seguinte cddigo bindrio, a que chamaremos C1, que permite dar as

instrugoes de comando a um leitor de DVD, através de um comando a distancia:

PLAY | REW | FORWARD | STOP
00 |01 | 10 | 11

Suponhamos que carregamos na tecla PLAY do comando, a que corresponde a
palavra 00 do cédigo; o comando transmite esta palavra ao leitor de DVD mas se,
porventura, nessa comunicacao ocorrer o erro

ETTO

00 --» 10

o leitor receberd a palavra 10, e como esta faz parte de C; (corresponde a instrugao
FORWARD), aquele nao terd nenhuma maneira de detectar o erro e executara a
instrugdo FORWARD!

O codigo C; é um exemplo de cddigo bindrio, ou seja, um cddigo definido
sobre o alfabeto (corpo) Fa, constituido por todas as palavras de comprimento 2
nesse alfabeto. Trata-se de um cédigo muito pobre, pois nem sequer detecta erros
simples (singulares) como o do exemplo acima.

O que fazemos habitualmente quando nao entendemos o que outra pessoa nos
quer dizer? Pedimos que repita a mensagem. Fagamos isso no codigo Cy, isto
é, pensemos no codigo Ca que se obtem de C; repetindo a informacao em cada

palavra uma vez:
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PLAY | REW | FORWARD | STOP
0000 | 0101 | 1010 | 1111

Agora, ao ser transmitida a instrugao PLAY (ou seja, a palavra 0000), se ocorrer

o mesmo erro singular de ha pouco,

ETrTo

0000 --» 1000

como a palavra recebida nao faz parte de Cs, o leitor de DVD pode concluir ime-

diatamente que ocorreu algum erro na transmissao. Neste caso, o codigo Cy ja

detecta este erro singular (e é facil de ver que detecta qualquer outro erro singu-

lar). Terd maneira de corrigir esse erro, isto é, de identificar a palavra original

(assumindo que na transmissao sé poderao ocorrer, quando muito, erros singu-

lares)? Nao; de facto, hd duas palavras em Ca que poderiam ser as originais:
0000

~ .
~ _erro singular
~
~

: 1000

-

-~ .
_~ erro singular

1010
Consideremos, finalmente, o cédigo C3, definido pela tabela

PLAY | REW | FORWARD | STOP
000000 | 010101 | 101010 | 111111

Agora, além de qualquer erro singular ser detectavel, também pode ser corrigido
automaticamente (assumindo novamente que na transmissio sé poderdao ocorrer,

quando muito, erros singulares). Por exemplo, o erro singular

ErTro

000000 --» 100000

¢é evidentemente detectado e corrigido; a tinica palavra de Cs que poderia ter dado

origem a palavra 100000, na assumpg¢ao que s6 ocorreram erros singulares, é a
palavra 000000:

Palavra de C3 000000 | 010101 | 101010 | 111111
Palavra recebida | 100000 | 100000 | 100000 | 100000

Ntmero de erros 1 4 2 5

E claro que se puderem ocorrer erros duplos no canal de comunicacao, C3 ja nao
corrige o erro singular acima: a palavra original poderia muito bem ser a palavra
101010.
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Assim, esta ideia de construir cédigos correctores de erros sé funciona se con-
hecermos a priori um limite para o niimero de erros que pode ocorrer no respectivo
canal de comunicagao. Ou, entao, se adoptarmos o seguinte principio de bom senso

(o chamado principio do vizinho mais préximo):
A palavra original correspondente a uma palavra recebida com erros

deve ser a palavra do cddigo “mais prorima” da palavra recebida

(isto é, assumimos que é mais provavel que o menor nimero de erros

possivel tenha ocorrido na transmissao).

Daqui em diante, assumimos sempre este principio. (Mais adiante, tornaremos

precisa a noc¢ao de proximidade implicita no termo “mais préxima”.)

Os codigos C1, Co e Cs sao exemplos do tipo de codigos que vamos estudar, e

que podem ser formalizados do seguinte modo:

CODIGOS SOBRE UM CORPO FINITO F,. CODIGOS LINEARES
Um cddigo de comprimento n sobre o corpo F, é um subconjunto C de (F,)".
Portanto, C é formado por palavras de comprimento n, ajas ... a,, formadas com
o alfabeto [, (isto é, cada a; € Fy).

Note que Fy é um espago vectorial sobre Fy, de dimensao n. Assim, as palavras
de C sao simplesmente vectores deste espaco. Quando C é um subespaco linear de
[y, de dimensdo k, diz-se que C é um cdédigo (n, k)-linear ou (n,k)-cdédigo sobre
Fy.

Exemplos: C; = F3, pelo que C; é um (2,2)-c6digo sobre Fa. Os cédigos Ca e Cs
também sao cédigos lineares sobre Fy (bindrios), como é facil de ver: Co é um
(4,2)-c6digo enquanto Cs é um (6, 2)-codigo.

Os (n, k)-cédigos sobre o corpo Fy foram o tipo de cédigos utilizados pelas
sondas que viajaram até Marte, na transmissao das fotografias para a Terra. No

caso dos CDs de musica, utiliza-se o corpo Fosg = Fos.

Precisemos agora a nogao de distancia entre duas palavras de [Fy.

DISTANCIA DE HAMMING
A distancia de Hamming entre duas palavras @ = ajas...a, € b= biby... b, é0
numero de indices i € {1,2,...,n} tais que a; # b;.

Note que d(d,b) indica o nimero de erros ocorridos se @ é a palavra transmitida

e b é a palavra recebida.
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Por exemplo, d(1101,0111) = 2.

E muito facil de ver que a distancia de Hamming é uma métrica em F!

q» 1sto €,
n

para quaisquer d, b, ¢ € Fy

, tem-se:

-, -,

(1) d(@,b) > 0; d(@,b) =0 se e s6 se @ =b.

DISTANCIA MINIMA

Chama-se distancia minima de um cédigo C, que se denota por 6(C), ao niimero

min _d(d,b).
@,beC,a#b

Este ntimero mede o grau de vizinhanca das palavras em C. Por exemplo, 6(C;) =
1, 5(C2) =2ed(C3) =3.

Quanto maior é o valor de §(C), mais eficiente é o cédigo. Portanto, um dos
objectivos na construcao de um cédigo é que tenha as palavras o mais afastadas
entre si. Por outro lado, isto limita o niimero de palavras do cddigo, logo limita
a sua capacidade de armazenar e transmitir informacao. Reconciliar estes dois
objectivos (isto é, procurar o ponto de equilibrio entre eles) é um dos problemas

da teoria dos cédigos.

CODIGOS t-DETECTORES E {-CORRECTORES DE ERROS

Seja t € N. Diz-se que um cédigo C é t-detector de erros se detecta qualquer
combinacao de t erros em qualquer palavra.

Diz-se que C é t-corrector de erros se corrige qualquer combinacado de ¢ erros em

qualquer palavra.

Teorema 4.6 Seja C um cddigo com distancia minima 6(C). Entao:

(a) C € t-detector de erros se e sé set < 0(C) — 1.
(b) C € t-corrector de erros se e s6 set < ‘s(%ﬁ.

Demonstragao. (a) E evidente que em qualquer cédigo C, existindo duas palavras
@ e b tais que d(@, b) = 6(C), se a palavra transmitida for @ e acontecerem 6(C) erros
que a transformem em l;, esses erros nunca serao detectados. Portanto, se C é t-
-detector de erros entdo t < 0(C). Reciprocamente, suponhamos que na trans-

missao de uma palavra @ € C ocorreram t erros, resultando na palavra b:
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t
a --2
Eerros

S

-,

(portanto, d(@,b) = t). Para provarmos que o c6digo terd a capacidade de detectar
o erro, teremos que garantir que b ¢ C, o que ¢ facil: como d(@, 5) =t<d(C)e
@eCentiob ¢ C.

(b) Se C é t-corrector de erros, entao 2t < §(C) — 1. De facto, 6(C) = 2t implicaria
a existéncia de duas palavras @ e b diferindo exactamente em 2t posicoes; acon-
tecendo t erros em metade dessas 2t posigOes na transmissao de @, nunca seria
possivel corrigir esses erros pois poderia ter sido a palavra b a palavra emitida
(tendo os t erros ocorrido na outra metade dessas 2t posicoes).

Reciprocamente, suponhamos que na transmissdo de uma palavra @ € C ocor-
reram ¢ erros, resultando na palavra recebida b (portanto, d(a, l;) = t). Agora,
para provarmos que o codigo terd a capacidade de corrigir o erro, bastara garantir
que mais nenhuma palavra em C além de @ pode ter dado origem a palavra errada

b, ou seja, que qualquer outra palavra ¢ € C estd a uma distancia de b maior do

que t, o que também é facil: pela desigualdade triangular da distancia,

d(b,@) > d(a@, &) — d(@,b) > 6(C) —t >2t+1—t =t+1. =

Portanto, um cédigo consegue detectar t erros se quaisquer duas palavras do

c6digo estiverem a uma distancia de Hamming pelo menos t + 1:

Ly

b

Por sua vez, um cédigo consegue corrigir ¢ erros se quaisquer duas palavras do

codigo estiverem a uma distancia de Hamming pelo menos 2¢ + 1:

AW

Nos exemplos que vimos anteriormente, tem-se:

Cédigo | §(C) | No. erros que detecta | No. erros que corrige
C1 1 0 0
Co 2 1 0
Cs 3 2 1
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Portanto Cy é 1-detector de erros e C3 é 1-corrector de erros e 2-detector de

€rros.

A definicao de cédigo t-corrector implica que quaisquer bolas de raio ¢, cen-
tradas em palavras distintas, sejam disjuntas. Se, além disso, estas bolas cobrirem
a totalidade do espago (uma propriedade rara mas interessante), o cédigo diz-se
perfeito. Assim, um cédigo t-corrector C sobre F, diz-se perfeito se

| B(@.t) =Fy.
aeC

Suponhamos que, num determinado sistema de comunicacao, necessitamos de
um c6digo com, no méximo, ¢* palavras. Poderemos entio usar todas as palavras
aiag - -ag € F’; de comprimento k. Este cédigo serd muito pouco eficiente, uma
vez que a distancia minima entre palavras € igual a 1.

O Teorema 4.6 diz-nos que, se quisermos aumentar a eficiéncia deste cédigo,
teremos de aumentar a distancia minima entre as suas palavras. Como poderemos
fazer isso? Muito simplesmente, acrescentando a cada palavra ajas - - - a, um bloco

Cky1"Cn € Fgfk tal que, sempre que
!/ /
d(aras - --ag,ajay---a) =1

entao d(cgi1 - Cn, czﬂ .-+ ) é méxima, ou seja, igual a n — k. Se, além disso,
. . . , ry .
tivermos o cuidado de garantir que d(cgy1 -+ cn, €y -+ - €,) = n—k+1—i sempre
que d(aiaz---ay,alay---a)) = i, teremos um cédigo C com distdncia minima
5(C)=n—k+1.
Os primeiros k simbolos de cada palavra
C:a1a2...akck+1...cn

sao a mensagem original e os n— k simbolos adicionais sao os simbolos de controle.
A funcao FI; — ]FZL que aplica a palavra ajas - - - ar na palavra ajas - - - GgCrpy1 - Cn
chama-se um esquema de codificacao. Estes esquemas de codificacdo fazem parte

de qualquer sistema de comunicacao actual, que pode ser descrito do seguinte

modo:
f .
Mensagem Mensagem codificada
a [
Canal de comunicagao
. 9 .
Mensagem descodificada Mensagem recebida

a c+e

<—— Ruido
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A funcdo f é um esquema de codificagao. A fungao g : Fy — ]F’; chama-se
esquema de descodificagao. Os esquemas de codificacao podem ser apresentados
do seguinte modo. Seja H uma matriz (n — k) x n, com entradas em F,, do tipo
H = [A,I,_], onde A é uma matriz (n — k) x k e I,,_j é a matriz identidade de
ordem n — k. Os simbolos de controle cgy1, ..., ¢, podem entao ser determinados

a partir do sistema de equacdes He! = 0, onde 0 denota o vector nulo de }Fg_k .

Exemplo: Seja H a seguinte matriz 3 x 7 sobre Fo:
1 011100
1101 010
1 1100 01

O cédigo definido por H serd constituido pelas palavras ¢ = ajaqasascscger, onde

os sfmbolos de controle cs, g, c; podem ser calculados resolvendo o sistema He! =

0, dados a1, as, as, as:

ay + a3 + a4 + c3 =0
ar + ag + a4 + ¢ =0
ar + ax + a3 + ¢ =0

Portanto,
cs =a1tas+aq
Ce =a1t+az+aq
cr =a1+az+ a3

pelo que ¢ = (a1, ag,as, aq,a1 + asz + aq,a1 + az + aq, a1 + a2 + ag). Assim, neste

exemplo o esquema de codificacio é a fungdo linear de F3 em FZ, definida por
(CL1, as, as, a4) — (al, as,as,aq4,a1 + az + aq,a1 + a2 + aq,a1 + a2 + ag),
e C é formado pelas 16 palavras
(a1,a2,as3,a4,a1 + as + ag,a1 + az + aq, a1 + az + az) ai,as,as, ay € Fo.

Em geral, quando os esquemas de codificacao sao dados por aplicagoes lineares,

usa-se a seguinte terminologia:

CODIGOS (n, k)-LINEARES

Seja H = [A, I,,_j] uma matriz (n — k) X n com entradas em F,;. O conjunto C dos
vectores n-dimensionais ¢ € Fy tais que H c’ = 0 diz-se um cédigo (n,k)-linear
sobre IF,. A matriz H diz-se a matriz de controle de C. No caso ¢ = 2, C diz-se

um cdédigo bindrio.




4. CORPOS FINITOS 133

[Note que o conjunto C das solugBes do sistema Hc' =0 de
equagles lineares é um subespago de dimens3o k do

espago vectorial Fy]

Exemplos: Os cédigos Ca e Cs sao exemplos de cédigos lineares. O codigo Ca é um

cédigo (4, 2)-linear sobre [y, com matriz de controle

1
H, = 010 7
01 01

e C3 é um cddigo (6, 2)-linear sobre Fy, com matriz de controle

101000
010100

Hy =
100010
010001

Teorema 4.7 Um cddigo (n,k)-linear com matriz de controle H tem distancia
minima §(C) = s se e s6 se quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente inde-

pendentes e existem s colunas de H que sdo linearmente dependentes.

Demonstragdo. Por defini¢ao,
)(C)<se3dc,delC,c#d,d(c,d) =1t <s.
Como C ¢ linear, e = ¢ — d € C e, obviamente, d(c,d) = d(e,0). Portanto,
0(C)<s<JecC,e#0,d(e,0) =t <s. (%)

Sejam €;,,€;,,...,€;, as t (t < s) coordenadas (letras) da palavra e que nao sao
nulas, isto é, e = (0,...,0,¢;,,0,...,0,¢;,,0,...,0,¢€;,,0,...,0). Denotando por

H; a i-ésima coluna de H, a condicio e € C significa que He! = 0, ou seja,
Hileil + Hizeig + -+ Hiteit = 07

o que mostra que as t colunas H;,, H;,, ..., H;, de H sao linearmente dependentes.
Portanto, a condigdo (x) significa que existem ¢ < s — 1 colunas em H que
sao linearmente dependentes e, por maioria de razao, existem s — 1 colunas de H

linearmente dependentes. Provamos assim que
e §(C) < s se e s6 se existem s — 1 colunas de H linearmente dependentes,
o que é evidentemente equivalente a dizer que

e 0(C) > s se e s6 se quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente indepen-

dentes.
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Concluindo: §(C) = s, isto é, §(C) > s e 6(C) < s+ 1, se e sé se quaisquer s — 1
colunas de H sao linearmente independentes e existem s colunas de H que sao

linearmente dependentes. m

Exemplos: Na matriz Hy acima, s = 1, uma vez que ha duas colunas linearmente
dependentes (a primeira e a terceira, por exemplo). Na matriz H3, quaisquer duas
colunas sao linearmente independentes mas as colunas 1, 3 e 5 sao linearmente
dependentes, pelo que s = 2.

Vimos ja que, depois de recebida uma palavra y pelo receptor, a sua desco-
dificagao, isto é, a determinagao da palavra exacta ¢ que lhe deu origem (isto é,
a palavra enviada pelo emissor), pode ser feita determinando a palavra de C que
estd mais préxima de y (principio do vizinho mais préximo). Claro que isto pode
ser feito por “forga bruta”, determinando a distancia de Hamming entre y e todas
as palavras de C. Mas isto é impraticavel quando |C| é muito grande!

Em vez da forca bruta, pode usar-se uma abordagem através da matriz H.

Para isso, consideremos o espago vectorial Fy /C formado por todas as classes
a+C:={a+c:ce(}

com a € Fy. Cada classe contém ¢" palavras e [y pode particionar-se em [ +1 =

¢ F classes de C:

n __ 1 l
Fr=(0+C)u@bY+c)u-- U@’ +o0).

A palavra recebida y tem que estar nalguma das classes, digamos a(® + C, pelo
que y = al® + d para algum d € C. Se c foi a palavra transmitida, entdo o erro
é dado pore =y —c = a® +d—c e a® + (. Portanto, o erro e pertence
a mesma classe da palavra y recebida. Assim, pelo principio do vizinho mais
préximo, para determinar o erro e, e consequentemente a palavra original y — e,

bastara determinar o lider da classe de y:

PESO DE UMA PALAVRA; LIDER DE UMA CLASSE
O peso (de Hamming) de ¢ € Fy é o ntimero de coordenadas nio-nulas de c. Por
outras palavras, o peso de ¢ € Fy ¢ a distancia d(c, 0).

Um elemento de peso minimo numa classe a + C chama-se lider de a + C.

E claro que se houver mais do que um lider na classe de y o erro nao podera
ser corrigido, uma vez que o receptor nao conseguird decidir qual dos lideres serd

o vector erro e. Por exemplo, no cédigo (4,2)-linear binario C com matriz de

1110
010 1]}’

controle
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a lista das 4 classes deste cédigo é a seguinte:

classe 0 +C = C: 0000 1010 0111 1101

1000 0010 1111 0101

outras classes: 0100 1110 0011 1001

0001 1011 0110 1100

A classe na segunda linha tem dois lideres: 1000 e 0010. Por exemplo, se a
palavra recebida for a palavra y = 1111 que estd na segunda classe, o vector erro
tanto pode ser 1000 como 0010, ou seja, a palavra original pode bem ter sido a
palavra 0111 ou 1101. Isto acontece porque 6(C) = 2 e, portanto, o c6digo nao
corrige todos os erros singulares. Se a palavra y recebida for a palavra 1110 na
terceira classe, o erro s6 podera ser igual a 0100 e, portanto, o receptor descobre

imediatamente o erro: a palavra original s6 pode ter sido a palavra 1010.

[Se no canal de comunicagdo s6 ocorrerem no mdximo ¢ erros e

0(C) > 2t+1 (portanto C corrige sempre os t eventuais erros), n#o
poderdo existir dois lideres e; e e; na mesma classe; de facto,
se tal fosse possivel, ¢cj:=y —e] e Cp:=y — €9 seriam palavras
de C tais que d(ci,c2) < d(ci,y) +d(y,c2) =d(er,0) +d(e2,0) <t +1,
uma contradigdo com o facto §(C) > 2t + 1]

A classe de cada y pode ser determinada calculando a sua sindrome:

SINDROME DE UMA PALAVRA

O vector S(c) = Hc” de comprimento n — k chama-se a sindrome de ¢ € Fy.

Proposicao 4.8 (1) S(c) =0 se e sd seceC.

(2) S(c)=S(d) seesdsec+C=d+C.

Demonstracao. (1) E imediato da definicao de C em termos de H.

(2) S(c) = S(d) & Hc' =Hd" © Hc-d)'=0&c—-decCsc+C=d+C.
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No exemplo anterior,

palavras de C: 0000

1000

0100
outras classes:

0001

1010

0010

1110

1011

0111

1111

0011

0110

1101

0101

1001

1100

Sindromes

ALGORITMO DE DESCODIFICAGCAO

Dados: palavra y recebida.

(1) Calcular S(y).

(2) Determinar o lider e tal que S(e) = S(y).

(3) A palavra original é a palavrac=y —e.

Exemplo: Consideremos o cédigo do exemplo anterior. Se y = 1110 é recebida,

comecamos por determinar S(y) = Hy! = G)

O erro e sera entao igual ao

lider da respectiva classe, ou seja, a 0100. A palavra original era entao igual a

y —e = 1010.

Em cédigos lineares muito grandes é praticamente impossivel listar todas as

classes e determinar os respectivos lideres; por exemplo, um cédigo (50, 20)-linear

bindrio tem aproximadamente 10° classes. Nesse caso, determina-se directamente

o lider da classe da palavra y, determinando a palavra e de menor peso tal que

He” = S(y). No exemplo acima,

€1
€2
€3

€4

e1t+e3=ey
=
es =14 ey

& e =(0100) V e = (1110) V e = (0011) V e = (1001).
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O vector (0100) é o que tem menor peso, pelo que e = (0100).

Ja vimos maneiras de codificar mensagens de modo a que, no caso de ocorrerem
alguns erros na sua transmissao, o receptor possa ser capaz de corrigir esses erros.
Esses cédigos, chamados cddigos lineares (ou cédigos de Hamming), baseavam-se
em definir as palavras codificadas como vectores de solugoes em FF, de sistemas de
equagoes lineares.

Terminamos com exemplos de outra classe de cdodigos, os chamados cédigos
BCH, descobertos em 1960 por Bose, Chaudhuri e Hocquenghem. As palavras
destes c6digos serao vectores definidos pelos coeficientes de polinémios em Fy[z].
Estes polinémios terao como raizes certas poténcias de um elemento primitivo de
alguma extensao apropriada do corpo F,.

Comecemos com um exemplo que usa o corpo Fg com 8 elementos. Este corpo
pode obter-se como extensao de Fa[z], de modo andlogo aos Exemplos da pagina
85. Com efeito, seja

m(x) =23 + x4+ 1 € Fafz].
E fécil ver que se trata de um polinémio irredutivel sobre F2, pelo que o quociente

Falz]/(m(x)) é uma extensao de Fy com 8 elementos:

Lz
(m(z))

= {ao+ a1z + agx + (p(x)) | ag,a1,a2 € Zy}
= {0 + (m(2)), 14 (m(z)),z + (m(z)),z + 1+ (m(z)), 2% + (m(z)),
22+ 14 (m(2), 22 + 2+ (m(@)), 2 +x+ 1+ (m(x))}

Denotando estes elementos por, respectivamente, 0, 1, a, 8,7, d, €, p, as tabelas das

operagoes deste corpo sao as seguintes:

— O @ R =2 € m|;m
o O 0O 0 o0 o o oo
R R, 28 o0 o™
mn O LR Ol
2 0 ™ e =g m Olm
™2 = O o8 o8

m T 2 o9 0 WO |-
2 § O = 0 W™
S W O R S 2 >
T m o9 22 T» O = O+
— S Qg R O

T 0O &2 WO ~ o+
T O &2 @®» L2 = OO
2§ m R O™ 99
™ 0 R O o Q|2
O = 9O W o0 €6
< o o0 22 T» O ~ O

St R M 2 Q0 oD

Neste corpo ja o polinémio m(x) tem uma raiz (que é o elemento «). Observe que

todos os seus elementos podem ser vistos como polinémios em ¢, onde o® +a+1 =
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0, e que a é um elemento primitivo de Fg, isto é, a é um gerador do grupo
multiplicativo (Fg \ {0},-):

010 0
1|1 1
a |« o
6 |la+1 o’
v | a? o?
§ | a?+1 ab
e |l a?+a at
ola?+a+1|a

[Pode provar-se que, em qualquer corpo finito F,, o grupo

multiplicativo (F,\ {0},:) é ciclico. Consulte a bibliografia]

As duas colunas mais a direita desta tabela retém toda a informagcado sobre as
operacoes do corpo. Esta é a maneira mais eficiente de trabalhar neste corpo: os
seus elementos sao poténcias de «, donde a multiplicacao passa a ser imediata

basta reter que o’ = 1
q

0 1 a o2 o ot b af
010 O 0 0 0 0 0 0
1 ]0 1 a o> o o o® af
al0 a o o ot o® af 1

2|0 o2 o ot o8 af 1 «
a0 o at o af 1 a o
at 0 ot & af 1 a a® o
a® |0 o® af 1 a o o ot
a0 of 1 a o2 o ot o

enquanto a adicao é simplesmente igual a
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+ | 0 1 a o o at o® af
0 0 1 a o> o o o af
1 1 0 o o a o® ot o?
ala o> 0 o 1 o af &
a?la®2 o o 0 & a o 1
ad o « 1 & 0 of o o
atlat o o> a a% o 1 o
a®la® ot o o o 1 0 «
aflab a2 o® 1 o & a 0

Vamos agora construir um cédigo usando este corpo, do seguinte modo:
Seja (a,b,c,d) € F% uma palavra que queremos transmitir. Formemos o res-
pectivo polinémio
pe(z) = ax® + ba® 4 cat + da.
Dividindo pe(x) por m(x) (em Fa[x]) obtemos pe(z) = q(z)m(z) + re(x), onde o

resto r¢(z) tem grau inferior a 3, isto é, r¢(z) = ra®+sx+t para alguns r, s,t € Fa.
Entao

q(x)m(z) = pec(z) —rc(z)
= pc(z) +re(z)
= azS +ba® +cxt +da® +ra® + sz +t.

Este polinémio, que denotaremos por p(z), quando calculado em «, uma raiz de
m(z), dd p(a) = m(a)q(a) = 0. Codificaremos a palavra inicial (a,b,c,d) pelo
vector (a,b,c,d,r,s,t) € Fi definido pelos coeficientes de p(z). Este vector tem
4 digitos de informacao e 3 digitos de controle e é caracterizado pela seguinte

propriedade:

Corresponde ao unico polindmio de grau inferior a 7 com coeficientes

de maior grau a,b,c,d e tendo o por raiz.

Na descodificacdo, quando o receptor recebe a palavra (A, B,C,D,R,S,T),

forma o polinémio
r(z) = AzS + Baz® + C2* + D2® + Ra? + Sz + T.
Suponhamos que aconteceu no maximo um erro singular. Entao o erro

e(z) = p(x) = r(z)
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¢ o polinémio nulo ou consiste num tnico termo z¢ (onde e € {6,5,4,3,2,1,0}

corresponde ao coeficiente onde aconteceu o erro):

0 Se nao ocorreram erros

e(x) =

e

T Se ocorreu um erro na posigao e.

Por exemplo, se o erro aconteceu no coeficiente ¢, ou seja, C' # ¢, entdo e(x) =

(c — O)x* = z*. Para detectar e corrigir o erro basta ao receptor calcular r(a):

e Caso I: Se r(a) = 0, entao, como p(a) = 0, e(a) = 0. Como O(a) =7, e(x)

s6 pode ser o polinémio nulo e nao ocorreram erros.

e Caso 2: Ser(a) # 0, entao, como p(a) = 0, e(a) # 0. Portanto, e(x) = Ex°,
donde Ea® = e(a) = r(a). O receptor pode assim descobrir o valor de e

onde aconteceu o erro e corrigir automaticamente o erro.

Portanto, calculando r(x) em «, podemos determinar se ocorreu algum erro e,

em caso afirmativo, corrigi-lo.

[Pode provar-se que este c6digo tem distancia minima igual a 3,

pelo que corrige erros singulares]

Exemplo: Para codificar a palavra (1,1,0,1) tomemos o polinémio p¢(z) = 2% +

25 + 23 e dividamo-lo por m(x) = 23 + z + 1:
B+t =@+t + )@+ 1)+ 1

Como o resto re(z) é igual a 1, temos p(x) = 2% + 2° + 23 + 1. (Note que
pla)=a+a’+a3+1=(a?+1)+(a®*+a+1)+(a+1)+1=0.) A palavra do
cédigo deverd ser entao igual a (1,1,0,1,0,0,1). Se o receptor receber a palavra
(1,1,0,1,1,0,1), considera o polinémio r(z) = 25 + 2% + 23 + 22 4+ 1 e, usando o

quadro da péagina 138, calcula r(«):

= 1
+a? = o
+ad = a + 1
+a® = o> + a + 1
+ab = a? + 1
rla) = o

Assim, detecta que ocorreu um erro no coeficiente de 2 e conclui que a palavra
correcta é igual a (1,1,0,1,0,0,1).

Se o receptor receber a palavra (1,1,1,1,0,0,1), considera o polinémio r(x) =
28 4+ 25 + 2% + 23 + 1 e calcula r(a):
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1 1
+ao? = a + 1
+at = o + «a
+o® = o2 + a + 1
+af = a? + 1
rla) = o> + «

= ot

Assim, detecta que ocorreu um erro no coeficiente de z* e conclui que a palavra

correcta é igual a (1,1,0,1,0,0,1).

Vamos apresentar agora um cédigo deste tipo que detecte erros duplos. Para
isso precisamos de um corpo maior (o corpo Fis descrito na pagina 86). Neste

=i, ¢*=eg"=h, ¢ =a,

corpo, o elemento g é um elemento primitivo (g
B=k g =n =7, =m g0 =8¢l =c g2=d g¥=1¢"=fe
g = 1) que é raiz do polinémio m(zx) = 2* +z + 1, irredutivel sobre Fy. Portanto
F16 pode obter-se como extensdo de Fa, através do quociente Folz]/(m(z)), e
podemos olhar todos os seus elementos nao nulos como poténcias de g (onde
g =1). Uma vez que m(g) = g* + g+ 1 = 0, todo o elemento deste corpo pode

exprimir-se como polinémio em g de grau inferior a 4:

0olo |o

11 |1

919 |9

i g |9

e |¢* | g

h g4 g+1

a | g |9 +y
kg% | @#+4?

n g |g@+g+1
il |@#+1

m| g | ¢*+yg

B 1g0|g*+g+1
c g | P+gi+y
d | g2 | @ +g>+g+1
l g13 g3 +92 + 1
f gl4 g3 +1

1 gl5
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A ideia para este cédigo é utilizar palavras de comprimento 15 construidas com
os coeficientes dos polinémios de grau 14 em F[z] que tém g e g3 como raizes. J4
sabemos que m(x) = 2% + x + 1 é o polinémio minimo de g sobre Fy. Por outro
lado, é facil provar que ms(x) = z* + 23 + 22 +x + 1 é o polinémio minimo de g>.
Entdo o polinémio mi3(x) de menor grau que tem simultaneamente g e g> como

raizes é o menor miltiplo comum de m(x) e mg(x); como sdo ambos irredutiveis,
maz(x) = m(z)mg(z) = 28 + 27 + 28 + 2 4+ 1.

Como se trata de um polinémio de grau 8, as palavras do c6digo terao comprimento
15, com 7 digitos de informacao e 8 digitos de controle. Sendo (a14,ais,...,as) a
palavra com a informagcao a transmitir, calculamos a respectiva palavra do codigo
do seguinte modo:

8. Dividimos pc(x) por miz(x) (em

Seja pe(x) = aax' + apzx'® + - + agx
Fo[z]):

pe(z) = q(x)maz(x) + re(x),

onde o resto r¢(z) tem grau inferior a 8, isto é, r¢(z) = arx” +agxb+- - -+ajx+ao.

Entao

q(z)miz(z) = pe(x) —re(x)
= pe(x) +re(z)

= a14$14 + a13x13 + -4+ a1x + agp.

Este polinémio, que denotaremos por p(z), quando calculado em g e g3, raizes de
ma3(z), dd p(g) = mi3(g9)q(g) = 0. Codificaremos a palavra inicial (a14, a13, . . ., as)
pelo vector (a4, a3, ..., ag) € Fi definido pelos coeficientes de p(x). Este vector
tem 7 digitos de informacao e 8 digitos de controle e é caracterizado pela seguinte

propriedade:

Corresponde ao unico polinomio de grau inferior a 15 com coeficientes

de maior grav ai4,...,as e tendo g e g° como raizes.

Na descodificacao, quando o receptor recebe a palavra (A4, 413, ..., Ap), forma
o polinémio

r(a:) = A14$14 + A13x13 +---+ All‘ + Ao.

Suponhamos que no canal de comunicagao ocorrem, quando muito, erros duplos.
Entao o vector erro e(z) = p(z) — r(x) é o polinémio nulo, ou consiste num tnico
termo z¢ (onde e € {14,13,...,1,0} corresponde ao coeficiente onde ocorreu o

erro), ou consiste na soma de dois termos z¢* + 2 (onde ey, e9 € {14,13,...,1,0}
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correspondem aos coeficientes onde ocorreram os dois erros):

0 Se nao ocorreram erros
e(r) =14 z¢ Se ocorreu um erro na posicao e

2 + 2 se ocorreram erros nas posicoes e e es.
Como my3(x) divide p(x), temos:
e r(g) = e(g), porque my3(g) = 0;
o 7(g°) = e(g®), porque mi3(g) = 0 (logo m13(g*) = (m13(g))* = 0);
[Exercicio: Prove, usando o Teorema Binomial e indugio sobre
o grau, que qualquer polinémio p(z) em Fy[z] satisfaz
a propriedade (p(z))? = p(z?)]
3V — (3 3y _
e r(g°) = e(g°), porque miz(g°) = 0.
Consideremos o polinémio
P(z) = r(g)a® + r(g*)a + (r(g°) +r(9)r(9%)))-
e Caso 1: Se e(x) = 0, entdo e(g) = e(g?) = e(g®) = 0; consequentemente,
r(g) =r(g?) =r(¢°) =0 e P(z) = 0.
o Caso 2: Se e(x) = z°, entao
_ e.2 2e 3e 2¢e \ _ e e
P(x) = g% + g™z + (9°° + 97°9) = g°x(z + ¢°).
e Caso 3 Se e(x) =z + x°2, entao
P(.T) — (gel +982)IL'2 + (9261 —l—g2€2)x—|— (9361 +9362) + (9281 +9262)(g€1 +geg)
= (9" + 922" + (9" + gz + g9
= (0" + )@ +g) (@ +9%)].
Isto mostra que, se ha raizes de P(x), estas sdo necessariamente poténcias de
g, cujo expoente indica a posicao onde ocorreram os erros. O receptor pode assim

descobrir o(s) valor(es) de e (e e e2) e corrigir automaticamente o(s) erro(s). S6

tem que calcular P(z) e determinar as suas raizes.

Exemplo: Suponhamos que pretendemos enviar os digitos de informagao 1101101.
Para isso consideramos o polinémio pe(r) = 2+ 23+ 2 + 210428 e dividimo-lo
por miz(z) = 2% + 27 + 28 + 2% 4 1

pe(x) = (2% 4+ 2 + 22 + 2)mys(z) + (27 + 2° + 2t + 22 + 2).
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Portanto, os digitos de controle da palavra a enviar sao 10110110, ou seja, a

palavra codificada a enviar é a palavra
(1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0).

Suponhamos que o receptor recebe
(1,1,0,1,1,1,1,0,0,1,1,0,1,1,0).

Entdo r(z) = 2! + 21 + 211 4+ 219 + 29 + 28 + 2° + 21 4 2% + 2, donde:

rg) = ¢+ +g" +9"+ P+ g+ g

r(g®) = (r(g))®> (porque o corpo tem caracteristica 2);

r(®) = g2+ BT P g g2 Ot
e 2P P 142 P 1492+ (pois ¢® = 1)
— G240

Usando a tabela da pagina 141, substituimos todos estes termos por polinémios

em g de grau inferior a 4. Por exemplo, em 7(g):

Coeficientes de | g% | g% | g | 1
914 1 1
g3 1] 1 1
gt 111
g0 111
g° 1 1
g° 1 1
g° 1|1
gt 1)1
g 1

9
r(9) 0|]01(0]1

Assim, r(g) = 1. Entdo 7(g%) = r(g9)? = 1. Por outro lado,
r(@*) =92+ = (P + " +g+ D)+ (¢’ +P)=g+1.

Portanto,
1
Pz)=2*+z+ (%—i—l) =2+ x4y
Para determinar as raizes de P(z) podemos testar todas as hip6teses, usando a

tabela da pagina 141 para exprimir tudo em termos de 1, g, ¢2, ¢°:
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x| 22 |z (pela Tabela p. 141) x? 2> +r+yg
0 0 0 0 g

1 1 1 1 g

g |4 g g9 g9
7?|g g g+1 g+1
g | g g9 9>+ g2 P +yg
gt | 48 g+1 g +1 g9

9° | g"° 9 +y P+g+1 g+1
96 gl2 g3 4 g2 g3 4 92 + g 4 1 1

g7 gl4 g3 + g + 1 93 + 1 0

Paramos em g” porque se trata de uma raiz. Entdo P(z) = (z+ ¢7)(z + ¢°!) para

algum ey, pelo que g’¢g°! = g = ¢'%, isto é, e; = 9. Em concluséo,

P(z) = (z+¢°)(z +g7).

Isto significa que os erros ocorreram nas posicoes de z° e x7.
[S30 cédigos deste tipo que s8o utilizados na gravagdo da
informag&do nos discos &udio CD. Mais concretamente, utilizam-se
dois cédigos sobre o corpo Fos6 = Fos, com palavras de
comprimento n = 255. Habitualmente escolhe-se o elemento
primitivo o que tem o polinémio minimo m(z) = 2%+t + 23 + 22 + 1.
Estes c6digos tém disténcia minima igual a 5. Para mais
informagdo, consulte Error correction and compact discs,
D. Dorninger e H. Kaiser, UMAP Journal 21 (2) (2000) 139-156]

[E possivel formalizar estes c6édigos de modo geral sobre um
corpo qualquer F, e determinar a sua eficiéncia na correcgdo

de erros]
Exercicios

4.1. Pode existir um corpo com 6 elementos? E com 12 elementos? Quanto vale 1 + 1
num corpo com 64 elementos?

4.2. Seja K = {0,1,, 8} um corpo. Quanto valem 1 +1, a+a, B+ 3, a+1, B+1, a?,
B2 e o - 3?7 Construa as tabelas da adicio e da multiplicacdo em K.

4.3. Seja F a extensdo de decomposicio de z2 — 2 € Zs[x].

(a) Descreva o corpo F' e indique um gerador de F* = F'\ {0}.
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(b) Qual é o subcorpo primo de F'?

4.4. Seja F a extensao de decomposicio de f(z) = 2P" — z sobre F,.

(a) Mostre que o conjunto R = {a € F | a?" = a} das raizes de f(2) é um subcorpo de
F.

(b) Prove directamente, a partir da definigao de raiz dupla, que todas as raizes de f(x)

sao simples.

(¢) Conclua que R = F.

4.5. Seja F' um corpo com 81 elementos.
(a) Determine a caracteristica de F', indique o seu corpo primo F,, e determine [F : F,].

(b) Justifique a afirmacao “o dnico subcorpo préprio de F € o seu subcorpo primo”.

4.6. Construa um corpo finito de ordem 16 e determine todos os geradores do seu grupo

multiplicativo.

4.7. Construa um corpo com 27 elementos.

4.8. Indique, justificando, o nimero de corpos nao isomorfos de ordem inferior a 100.
4.9. Determine todos os subcorpos de um corpo com 32 e 64 elementos, respectivamente.
4.10. Liste os subcorpos do corpo Fa56. Qual deles é o subcorpo primo?

4.11. Usando resultados sobre corpos finitos, mostre que se p é um nimero primo e r

divide n, entao p” — 1 divide p™ — 1.
4.12. Determine o nimero de elementos do corpo Fyi[z]/(z? + 1).
4.13. Mostre que:

(a) O corpo Fyi[z]/(z? + z + 4) é isomorfo a Fyy[z]/(z% + 1).

(b) A soma de todos os elementos de um corpo finito, com a excepcao de Fo, é 0.

4.14. Mostre que num cédigo binério linear, ou todas as palavras tém peso par, ou metade

das palavras tem peso par e metade tem peso impar.

4.15. Através de um comando a distancia de uma televisdo podem ser efectuadas 20
operagoes: escolher entre 18 canais diferentes (0-17), aumentar (A) ou diminuir (D) o

volume. A tabela indica trés codigos decimais para transmitir essa informagao.

o [ v | 2 || 9 | w0 | || 1w ] A | D
c [ oo 01 02 |- 09 10 mn |- ] 17 18 19
Co | 0000 | 0101 | 0202 | --- | 09090 | 1010 | 1111 |-~ | 1717 | 1818 | 1919
Cs | 00000 | 01011 | 02022 | -~ | 09099 | 10109 | 11118 | --- | 17172 | 18181 | 19190
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Determine a distancia minima de cada um dos trés cédigos.
Diga quais dos c6digos detectam e/ou corrigem erros singulares.

Um receptor de televisao recebe informagao do comando utilizando o terceiro cédigo.
Sempre que possivel diga o efeito gerado pela recepcao das seguintes mensagens:
15154, 13144, 19191.

Seja C o cédigo (7, 3)-linear binério definido pela matriz

1101 0 00
1110100
110 0 0 1 0
101 0 001

Qual é o nimero de palavras de C?
Calcule a distancia minima §(C). Podera C detectar erros singulares? E corrigir?

Corrija, caso tal seja possivel, os erros nas seguintes mensagens: 0001000, 1011110.

Seja C um cédigo bindrio de comprimento 7 com matriz

10 01 1 01
01 01011
001 01 11

Mostre que a distancia minima de C é 3.

Supondo que, no maximo, um erro singular é introduzido na transmissao, descodi-
fique as mensagens 0010101 e 1000010.

Seja C um codigo bindrio com matriz

o O =
o = O

01 0
0 1 1
1 01

Determine uma correspondéncia bijectiva entre lideres de classes laterais e sindromes.

Descodifique as seguintes mensagens: r; = 10101, ro = 01111, r3 = 11111, r4 =
11100.

As matrizes Hi, Hy e H3 seguintes determinam trés cédigos lineares binarios.

100 0 1 1
1 11 00 1 0 0 01 0100 1 1
11010 Hy=10 10 11 Hs =

001011
01 0 01 0 0111

000110

Para cada um desses cédigos, responda as seguintes questoes:

= o = O
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Determine o comprimento do cédigo e o niimero de digitos de controlo.

Calcule a distancia minima e descreva o conjunto das mensagens.

Poderao estes cidigos ser usados para detectar e/ou corrigir erros singulares?
Supondo que os trés ultimos digitos da mensagem sao 011, diga se esta mensagem

pode pertencer ao c6digo e determine a mensagem completa.

Para os cédigos do Exercicio 4.19, determine as sindromes e, se possivel, corrija os

erros das seguintes mensagens.

(a)
(b)
()

4.21.

H =

Cédigo 1; mensagens: 00000, 11111, 01010.
Cédigo 2; mensagens: 11011, 10011.

Cédigo 3; mensagens: 1000000, 1110101.

Considere Fi5 = Fa(a), com a* = o+ 1, e a matriz do cédigo BCH

1 o o o° o o o a o o o’ o' «

1 043 6 9 12 1 3 6 9 12 1 3 6 9 12

(a) Faca uma estimativa para a distancia minima deste c6digo.

(b) Codifique a mensagem 1010101 e descodifique 110010110100110 e 100111000000000.

()

Mostre que se uma mensagem recebida r tem apenas um erro e esse erro é na posicao

i entao Hr = [a(i—l) a3(i—1)]t.
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