Os apontamentos que se seguem contém as notas das aulas (e alguma informagao
complementar de apoio) da disciplina de Teoria Combinatéria. Na sua elaboragao

seguimos de perto [3]. Inspirdmo-nos ainda em [10], [9], [2], [7] e [1].

A Matematica Combinatéria, nomeadamente a sua parte elementar (arranjos sim-
ples, permutagdes e combinagoes, binémio de Newton), além de fazer parte do pro-
grama do Ensino Secundério, onde constitui um auxiliar fundamental do calculo de
probabilidades elementar, tem certas aplicagoes interessantes (Geometria, Niumeros,
Jogos, Probabilidades) com ligagao directa a temas dos programas dos ensino bdsico
e secundario. O seu uso depende de grande habilidade enumerativa, baseada num
conhecimento subtil da arte de contagem. Com os tépicos que abordaremos neste
curso pretendemos dar uma visao geral sobre os métodos fundamentais da Teoria
Combinatéria, mostrando, através das técnicas introduzidas e dos exemplos apresen-
tados, quao importante é hoje a Teoria Combinatoria. Realga-se o aspecto formativo
que esta teoria pode desempenhar no ensino e segue-se uma metodologia em estreita
ligagao a resolugao de problemas (ilustrando como ao longo da sua histéria a Teoria

Combinatéria se tem desenvolvido fundamentalmente sob motivagoes préticas).

Entre os topicos a abordar contam-se:
e PRINCIPIOS DE EXISTENCIA (revisao).
o COMBINATORIA ENUMERATIVA

- Principios bésicos de contagem (revisao)
- Coeficientes binomiais

- Principio da Inclusao-Exclusao

- Relagoes de recorréncia

- Arte combinatéria e probabilidades: arranjos, combinagdes e partigoes (sis-

tematizagao de todos os casos); numeros de Stirling e nimeros de Bell
- A tabela dos 12 caminhos

- Funcoes geradoras.

Como material de estudo, além destes apontamentos recomendamos os seguintes

livros:

e C. AndréeF. Ferreira, Matemdtica Finita, Universidade Aberta, 2000. (05A/AND)!

!Entre parénteses indica-se a cota do livro na Biblioteca do DMUC.



ii

e E. Lages Lima et al, A Matemdtica do Ensino Médio, Sociedade Brasileira de
Matematica, 2000. (00A05/Mat,2)

R. Brualdi, Introductory Combinatorics, North-Holland, 1977. (05-01/BRU)

e G. E. Martin, Counting: The Art of Enumerative Combinatorics, Springer, 2001.

H. J. Ryser, Combinatorial Mathematics, Mathematical Association of America,
1963. (05B/RYS)

Podem ser encontradas mais informagoes sobre o curso (incluindo os sumaérios das

aulas tedricas, algumas notas histéricas, etc.) em

http://www.mat.uc.pt/~picado/combinatoria/
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1. Introducao: O que é a Teoria Combinatoria?

A Teoria Combinatéria (ou, como por vezes também é apelidada, Matemética

Combinatéria ou Matemadtica Discreta) preocupa-se fundamentalmente com o estudo

de conjuntos finitos ou discretos (como o conjunto dos inteiros) e diversas estruturas

nesses conjuntos, tais como arranjos, combinagoes, configuracoes e grafos.

Genericamente, a Matemética Combinatéria aborda trés tipos de problemas que

surgem no estudo de tais conjuntos e estruturas:

(A) Problemas de existéncia:

Eziste algum arranjo de objectos de um dado conjunto satisfazendo determinada

propriedade?

Exemplos:

(A1)

(A2)

(A3)

Se num dado exame as notas foram dadas com aproximacao até as décimas

e a ele compareceram 202 alunos, existirao dois alunos com a mesma nota?

Escolham-se 101 inteiros entre os inteiros 1,2, 3,...,200. Entre os inteiros

escolhidos, existirao dois tais que um é divisor do outro?

Se 101 (resp. n? + 1) pessoas se encontrarem alinhadas lado a lado numa
linha recta, serd possivel mandar dar um passo em frente a 11 (resp. n +
1) delas de tal modo que, olhando para este grupo da esquerda para a
direita, as pessoas se encontrem por ordem crescente ou decrescente das

suas alturas?

Ou seja, de uma sequéncia

a1,0a2,...,0p24]

de ntimeros reais, sera possivel extrair uma subsequéncia crescente ou de-
crescente com n + 1 elementos?

Por exemplo, a sequéncia 3,2,12,8,10,1,4,11,9,7 contém 10 termos. Note-
-se que 10 = 3% 4 1. Existem 2 subsequéncias crescentes de comprimento 4,
nomeadamente 3,8,10,11 e 2,8,10,11. Existe também uma subsequéncia
decrescente de comprimento 4 que é 12,10,9, 7. Por outro lado, a sequéncia
3,2,12,8,10,1,4,11,7,9 ja ndo contém nenhuma subsequéncia decrescente
de comprimento 4. Em contrapartida, tem 5 subsequéncias crescentes de
comprimento 4: 3,8,10,11; 3,4,7,9; 2,8,10,11; 2,4,7,9 e 1,4,7,9.
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(A4) O Rio Pregel atravessa a cidade de Kénigsberg?, na Prissia Oriental, di-
vidindo-a em quatro regides, como se pode ver na seguinte gravura’ da
cidade:

homN(‘snutGA

r-"-‘ ] / g
o) R

Conta-se que os habitantes de Konigsberg se entretinham a tentar encontrar
uma maneira de efectuar um passeio pela cidade, de modo a voltar ao
ponto de partida, passando uma unica vez por cada uma das 7 pontes.
Como as suas tentativas sairam sempre goradas, muitos acreditavam ser
impossivel realizar tal trajecto. Contudo, sé em 1736, com um artigo de
L. Euler?, o problema foi totalmente abordado de modo matematico, e tal
impossibilidade foi provada. Vale a pena lermos os primeiros pardgrafos

desse artigo de Euler:

“1. Além do ramo da geometria que se preocupa com grandezas,
e que sempre recebeu a maior atencao, existe outro ramo, quase
desconhecido anteriormente, que Leibniz pela primeira vez men-

ctonou, chamando-lhe ‘geometria da posicdo’. Este ramo preocupa-

2 Actualmente Kalininegrado, na Rissia.
3[M. Zeiller, Topographia Prussiae et Pomerelliae, Frankfurt, c. 1650], cépia em [2].
*No artigo [Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis, Commentarii Academiae Sci-

entiarum Imperialis Petropolitanae 8 (1736) 128-140], baseado numa comunica¢io apresentada &

Academia em 26 de Agosto de 1735, e considerado por muitos o nascimento da Teoria dos Grafos.
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-se com a determinacdo de posicoes e suas propriedades; nao en-
volve medidas, nem cdlculos feitos com elas. Ainda ndo se determi-
nou de modo satisfatorio que tipo de problemas sdo relevantes para
esta geometria de posicdo, ou que métodos deverdo ser utilizados
para os resolver. Portanto, quando um problema foi recentemente
mencionado, que parecia geométrico mas era tal que nao requeria
medir distancias, nem realizar cdlculos, nao tive duvida que tinha a
ver com a geometria de posi¢do — fundamentalmente porque a sua
solucao envolvia somente posicdo, e nenhuns cdlculos eram 1teis.
Decidi entao apresentar aqui o método que encontrei para resolver

este tipo de problema, como um exemplo da geometria de posi¢ao.

2. O problema, que me foi dito ser muito popular, € o sequinte: em
Konigsberg na Priussia, existe uma ilha A, chamada ‘Kneiphof’; o
rio que a rodeia divide-se em dois bragos, como pode ser visto na

figura, e estes bracos sao atravessados por sete pontes a,b,c,d, e, f

eg.

Pergunta-se se alguém consegue encontrar um trajecto de tal modo
que atravesse cada ponte uma e uma so vez. Foi-me dito que algu-
mas pessoas afirmaram tal ser impossivel, enquanto outras tinham
duvidas; mas ninguém assequrou que tal trajecto existe. A partir
disto, formulei o problema geral: qualquer que seja o arranjo e a
divisao do rio em bracos, e qualquer que seja o niumero de pontes,
pode-se concluir se € possivel ou mao atravessar cada ponte exacta-

mente uma vez?

3. Quanto ao problema das 7 pontes de Konigsberg, este pode ser
resolvido fazendo uma lista exaustiva de todos os trajectos possiveis,
e verificando se cada trajecto satisfaz ou ndo as condicdes do pro-
blema. Por causa do niumero de possibilidades, este método de

resolucdo seria muito complicado e laborioso, e noutros problemas
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com mais pontes totalmente impraticavel. Além disso, se sequirmos
este método até a sua conclusdo, muitos trajectos irrelevantes serdo
encontrados, que € a razao da dificuldade deste método. Portanto
rejeitei-o, e procurei outro, preocupado somente com o problema
da existéncia do trajecto requerido; achei que um tal método seria

mais simples.”™

(A5) Imagine uma prisdo com 64 celas, dispostas como os quadrados de um
tabuleiro de xadrez (com 8 linhas e 8 colunas). Imagine ainda que entre cada
duas celas vizinhas existe uma porta. E proposta, ao prisioneiro colocado
na cela de um dos cantos, a sua liberdade caso consiga chegar a cela do
canto diagonalmente oposto, depois de passar por todas as outras celas

uma unica vez. Conseguird o prisioneiro obter a sua liberdade?

(A6) Consideremos um tabuleiro de xadrez e algumas pecas (idénticas) de dominé
tais que cada uma cobre precisamente 2 quadrados adjacentes do tabuleiro.
Serd possivel dispor 32 dessas pecas no tabuleiro de modo a cobri-lo, sem
sobreposicao de pecas?6

E se o tabuleiro tiver mn quadrados em m linhas e n colunas?

(B) Problemas de contagem (e enumeracao):
Quantos arranjos desse tipo existem?

Por vezes serd importante ainda enumeré-los e/ou classificd-los.

Exemplos:

(B1) O problema (A6) de existéncia de uma cobertura perfeita de um tabuleiro
de xadrez é muito simples; rapidamente se constroem diversas coberturas
perfeitas. E no entanto muito mais dificil proceder a sua contagem. Tal foi

feito pela primeira vez em 1961 por M. E. Fisher”: sao
12988816 = 2% x (901)2.

Para outros valores de m e n ja poderd nao existir nenhuma cobertura
perfeita. Por exemplo, nao existe nenhuma no caso m = n = 3. Para que
valores de m e n existem? N&ao é dificil concluir que um tabuleiro m x n
possui uma cobertura perfeita se e s6 se pelo menos um dos nimeros m

ou n é par, ou equivalentemente, se e s6 se o numero mn de quadrados do

50 resto do artigo pode ser lido em [2].
5Tal arranjo diz-se uma cobertura perfeita do tabuleiro por dominds.
" Statistical Mechanics of Dimers on a Plane Lattice, Physical Review 124 (1961) 1664-1672.
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tabuleiro é par. Fischer determinou férmulas gerais (envolvendo fungoes
trigonométricas) para o célculo do nimero exacto de coberturas perfeitas

de um tabuleiro m x n.

Este problema é equivalente a um problema famoso em Fisica Molecular,

conhecido como o Problema das moléculas diatémicas®.

(B2) Sejam A = {aj,a2,...,a;} € IN e n € IN. Quantos inteiros positivos,
inferiores ou iguais a n, nao sao divisiveis por nenhum dos elementos de
A? Quantos inteiros positivos inferiores a n sao primos com n? Quantos

nimeros primos compreendidos entre 2 e n > 2 existem?

(B3) Um empregado de um restaurante, encarregue de guardar os n chapéus
dos n clientes esqueceu-se de os identificar. Quando os clientes os pedi-
ram de volta, o empregado foi-os devolvendo de forma aleatérial Qual é a

probabilidade de nenhum cliente receber o seu chapéu de volta?

O caso n = 52 deste problema é equivalente ao célebre Probléme des ren-

contres proposto por Montmort em 1708:

No chamado “jogo dos pares”, as 52 cartas de um baralho sao dis-
postas em linha, com o seu valor & vista. As cartas de um segundo
baralho sao dispostas também em linha por cima das outras. A
pontuacao é determinada contando o nimero de vezes em que a
carta do segundo baralho coincide com a do primeiro sobre a qual

foi colocada. Qual é a probabilidade de se obterem zero pontos?

(B4) O seguinte problema foi originalmente proposto por Leonardo de Pisa,
mais conhecido por Fibonacci, no séc. XIII:
Suponhamos que, para estudar a reprodugao proficua dos coelhos, coloca-
mos um par de coelhos (sendo um de cada sexo) numa ilha. Passados dois
meses, a fémea deu a luz todos os meses um novo par de coelhos, de sexos
opostos. Por sua vez, a partir dos dois meses de idade, cada novo par deu
a luz um outro par, todos os meses. Quantos pares de coelhos existiam na
ilha ao cabo de n meses, supondo que nenhum coelho morreu entretanto?
A populacdo de coelhos pode ser descrita por uma relagcao de recorréncia.
No final do primeiro més o nimero de pares de coelhos era 1. Como este par
nao reproduziu durante o segundo més, no final deste o nimero de pares
de coelhos continuou a ser 1. Durante o terceiro més nasceu um novo par

pelo que no final deste més existiam 2 pares de coelhos. Durante o quarto

8Cf. [M. E. Fisher, Statistical Mechanics of Dimers on a Plane Lattice, Physical Review 124 (1961)
1664-1672).
9No seu livro Liber Abacci (literalmente, um livro sobre o dbaco), publicado em 1202.
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més s6 o par inicial deu origem a um novo par, logo no final do quarto més

existiam 3 pares de coelhos.

MES | Pares reprodutores | Pares jovens | Total de pares
1 0 1 1
2 0 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 2 3 )
6 3 5 8

Denotemos por f,, o numero de pares de coelhos existentes no final do més
n. Este nimero é claramente igual a soma do nimero de pares de coelhos
existentes no final do més anterior, ou seja f,_1, com o numero de pares de
coelhos entretanto nascidos durante o més n, que é igual a f,_s. Portanto

a sequéncia (fy,)neN satisfaz a relagao

fn = fnfl + fn72

paran > 3, sendo f; = fo = 1.
Esta sucessao é a famosa sucessdo de Fibonacci, e os seus termos sao chama-

dos nimeros de Fibonacci'V.

Claro que para responder totalmente ao problema de Fibonacci teremos de
encontrar um método para determinar uma férmula explicita para o niimero

fn a partir daquela relacao de recorréncia.

(C) Problemas de optimizagao:

De todos os possiveis arranjos, qual € o melhor de acordo com determinado

critério?

Exemplos:

(C1) Em 1852, Francis Guthrie reparou que no mapa de Inglaterra os condados
poderiam ser coloridos, usando somente quatro cores, de modo a que conda-
dos vizinhos tivessem cores diferentes. Através do seu irméao perguntou a De
Morgan se quatro cores chegariam para colorir, naquelas condigoes, qual-

quer mapa. FEm 1878, num encontro da Sociedade Matematica de Londres,

10Estes nimeros aparecem em variadissimos problemas. Prova da sua importancia é a existéncia da

revista Fibonacci Quartely, revista da Fibonacci Association.
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A. Cayley perguntou se alguém conseguia resolver o problema. Assim teve
origem o famoso Problema das 4 cores. Somente em 1976, K. Appel e W.
Hagen da Universidade do Illinois (E.U.A.), o conseguiriam resolver, com

11

uma demonstracao polémica’ -, com a ajuda imprescindivel do computador,

que executou rotinas durante mais de 1000 horas consecutivas!

A demonstracao deste resultado esta muito longe de ser apresentavel, pelo
2

que nos limitamos a enunciar a solucio'?:
Em qualquer mapa sobre um plano ou uma esfera (representando um qual-
quer conjunto de regides tais que, para quaisquer dois pontos numa mesma
regiao, existe sempre um caminho, totalmente contido nessa regiao, ligando
esses dois pontos), o menor nimero de cores necessarias para o colorir de

tal modo que

e duas regides adjacentes (ou seja, com um ndmero infinito de pontos

fronteiros comuns) nao tenham a mesma cor

é 4.

Por exemplo,

C1 | Co
/CT Cs \ C 1
\ C 3 / 03 02
Csy| C

Cy

(C2) Consideremos um cubo de madeira com 3 ¢m de lado. Se desejarmos cortar
o cubo em 27 cubos de 1 cm de lado, qual é o nimero minimo de cortes em
que tal pode ser realizado?

Uma maneira de cortar o cubo é fazendo 6 cortes, 2 em cada direccao

(enquanto se mantém o cubo num s6 bloco):

"Para uma histéria mais completa das origens e resolucdo deste problema consulte [R. Fritsch e G.

Fritsch, The Four-Color Theorem, Springer, 1998].
12K. Appel e W. Hagen, Every planar map is four coulorable, Bull. Amer. Math. Soc. 82 (1976)

711-712.
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T T

1 2

Mas sera possivel realizar tal operacdo com menos cortes, se as pecas pu-

derem ser deslocadas entre cortes? Por exemplo, em

2

o segundo corte corta agora mais madeira do que cortaria se nao tivessemos

rearranjado as pecas depois do primeiro corte. Parece, pois, um problema
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dificil de analisar. Olhemos no entanto para ele de outro modo. As 6
faces do cubo do meio s6 se conseguem obter com cortes (independentes).
Portanto, sao sempre necessarios 6 cortes e fazer rearranjos das pegas entre
os cortes nao ajuda nada.

Agora outro problema (este de contagem) surge naturalmente: de quantas

maneiras diferentes pode o cubo ser cortado, realizando somente 6 cortes?

(C3) Suponha que se fazem n cortes numa pizza. Qual o nimero maximo de

partes em que a pizza poderd ficar dividida?

(C4) A velocidade com que um gas flui através de uma tubagem depende do
diametro do tubo, do seu comprimento, das pressoes nos pontos terminais,
da temperatura e de varias propriedades do gas. O desenho de uma rede de
distribuicao de gas envolve, entre outras decisoes, a escolha dos diametros
dos tubos, de modo a minimizar o custo total da construgao e operacao
do sistema. A abordagem standard consiste em recorrer ao “bom senso”
(método habitual da engenharial) para a escolha de tamanhos razodveis
de tubagem e esperar que tudo corra pelo melhor. Qualquer esperanca
de fazer melhor parece, & primeira vista, nao existir. Por exemplo, uma
pequena rede com 40 ligacoes e 7 didmetros possiveis de tubo, daria origem
a 7% redes diferentes. O nosso problema é o de escolher a rede mais barata
de entre essas 740 possibilidades (que é um nimero astronémico!). Trata-

se assim de um problema de optimizacgao, no qual procuramos o desenho

(padrao ou arranjo) éptimo para um determinado desempenho.

Este problema, mesmo com o uso dos actuais computadores de grande ve-

locidade, nao parece tratavel por exaustiva analise de todos os casos. Mesmo

qualquer desenvolvimento esperado na velocidade daqueles nao parece ter
influéncia significativa nesta questao. Contudo, um procedimento simples
implementado no Golfo do México!'3, deu origem a um método que permite
encontrar a rede 6ptima em 7 x 40 = 280 passos em vez dos tais 740, per-
mitindo poupar alguns milhoes de délares. E um exemplo paradigmatico

das virtualidades da chamada Optimizagdo Combinatoria.

As origens da Teoria Combinatéria datam do séc. XVII em estreita ligagdo com os
jogos de azar e o calculo das probabilidades; Pascal, Fermat, Jacob Bernoulli e Leibniz
13Cf. [H. Frank e I. T. Frisch, Network Analysis, Sci. Amer. 223 (1970) 94-103], [D. J. Kleitman,

Comments on the First Two Days’ Sessions and a Brief Description of a Gas Pipeline Network
Construction Problem, em F. S. Roberts (ed.), Energy: Mathematics and Models, STAM, Filadélfia,
1976, p. 239-252|, [Rothfarb et al., Optimal Design of Offshore Natural-Gas Pipeline Systems, Oper.
Res. 18 (1970) 992-1020] e [N. Zadeh, Construction of Efficient Tree Networks: The Pipeline Problem,
Networks 3 (1973) 1-32].




1. Introducao: O que € a Teoria Combinatoria? 10

realizaram investigagoes de problemas combinatoriais relacionados com jogos de azar,
constituindo estas as bases sobre as quais se desenvolveu o calculo das probabilidades.
No séc. XVIII Euler fundou a Teoria dos Grafos com a resolucao do famoso pro-
blema das pontes de Kénigsberg e James Bernoulli publicou o primeiro livro!4 contendo
métodos combinatoriais.
Com o desenvolvimento dos computadores, a Matematica Combinatéria tornou-
-se uma disciplina auténoma dentro da matemadtica moderna, das que mais se tem

desenvolvido, tendo intimeras aplicagoes a diversas dreas da matematica.

Exercicios

1.1 Mostre que um tabuleiro com m x n quadrados possui uma cobertura perfeita se e sé se

pelo menos um dos valores m ou n é par.

1.2 Para cada n € IN, seja f(n) o ntmero de coberturas perfeitas de um tabuleiro 2 x n.
Calcule f(1), f(2), f(3), f(4) e f(5). Tente encontrar uma relagao que seja satisfeita pela
fungdo f e que lhe permita calcular f(12).

1.3 Determine o nimero de coberturas perfeitas distintas de um tabuleiro 3 x 4.

1.4 Seja n um inteiro positivo. Dizemos que uma n-coloragdo de um mapa é uma coloragao
de todas as regides do mapa, usando n cores, de tal modo que regides adjacentes (isto
é, regides com um numero infinito de pontos fronteiros comuns) tém cores diferentes.

Prove que:
(a) Um mapa formado no plano por um ndmero finito de circulos possui uma 2-
coloragao.
(b) Um mapa formado no plano por um ntmero finito de linhas rectas também possui

uma 2-coloragao.

1.5 Mostre que o seguinte mapa de 10 paises admite uma 3-coloracao. Fixadas essas 3 cores,

determine o ntimero de coloragoes distintas possiveis.

1.6 Determine o caminho mais curto de a para f no mapa de estradas da figura

4 Ars Conjectands.



1. Introducao: O que € a Teoria Combinatoria? 11

(Os valores junto de cada estrada representam os comprimentos destas, medidos numa

determinada unidade.)
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2. Problemas de existéncia

Vamos comegar com um principio combinatorial basico que, apesar de elementar,

permite a resolucao de muitos problemas, alguns surpreendentes.

2.1. Proposigao. [Principio dos Pombais| Se n + 1 objectos forem colocados em

n caizas, pelo menos uma das caizas ficard com dois ou mais objectos.

Demonstracdo. Faremos a demonstracao por redugao ao absurdo.
Suponhamos que em cada caixa ficava, no méaximo, um objecto. Entdo o niimero
de objectos seria no maximo n, o que contradiz a hipdtese. Portanto alguma caixa

conterd, pelo menos, dois objectos. [

Formulado em termos de pombos este principio diz que se n pombos voarem para
n — 1 pombais, necessariamente um pombal serd ocupado por dois ou mais pombos.

Por exemplo, no caso de 13 pombos e 12 pombais,

$ 49

$ 4 ¢ ¢ $ 4

$ 41 ¢

o | e | e | e
o | e | e | s
o | o | e | e

sao algumas configuragoes possiveis.

Solugao do Problema (A2). Escolhendo 101 inteiros entre os inteiros 1,2, ..., 200,
vamos aplicar o Principio dos Pombais para mostrar que entre os inteiros escolhidos
existem dois tais que um é divisor do outro®®.

Qualquer inteiro pode ser escrito na forma 2*a, com k € INg e a fmpar. Para
qualquer inteiro entre 1 e 200, a é um dos nimeros 1,3,5,...,199. Logo, entre os 101
escolhidos, dois sdo da forma 2¥1a; e 2F2ay com a; = as. Se k1 < ko entdo 2F1a; é
divisor de 2%2a5. Caso ki > ko, 2k24 & divisor de 2F1ay. n

Vamos agora apresentar uma forma mais geral do Principio dos Pombais.

5Este raciocinio também vale para uma escolha de n + 1 inteiros entre os nimeros 1,2, ..., 2n.

13
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2.2. Proposicao. Sejam p1,pa,...,pn inteiros positivos. Sepi+pa+---+pp—n—+1
objectos forem colocados em n caizas, pelo menos wma das caizas ficard com p; ou

mais objectos, para algum i € {1,2,...,n}.

Demonstragdo. Suponhamos que, para cada i € {1,2,...,n}, a i-ésima caixa ficava

com, no maximo, p; — 1 elementos. Entao o nimero total de objectos nao excederia

=D+ 2=+ +@n—1) =pr+p2+-+pn—n

o que é absurdo. Logo existe i € {1,2,...,n} tal que a i-ésima caixa contera pelo

menos p; objectos. L]

2.3. Observacgoes.
(a) Se p1 =p2 =--+ = p, = 2 obtemos a Proposigao 2.1.

(b) Fazendo p; = p2 = --- = p, = r € N, podemos afirmar que “se n(r — 1) + 1
objectos forem colocados em n caizas, pelo menos uma das caizas ficard com r

ou mais objectos”.

Por exemplo, no problema (A1), como o nimero de caixas ¢ igual ao nimero de
notas possiveis, ou seja, 201, podemos assegurar que se comparecerem 201(r —

1) + 1 = 201r — 200 alunos ao exame, r de entre eles terdo a mesma nota.

(¢) Sejam q¢1,q2, ..., q, inteiros positivos. Suponhamos que a sua média aritmética

Gntat--+dan
n

é superior ar—1, com r € IN. Nesse caso >_i"; ¢; > n(r—1). Portanto Y ;" ; ¢; >
n(r — 1) + 1. Consequentemente, pela observacao anterior, se distribuirmos
> i1 ¢i objectos por n caixas, sabemos que uma das caixas ficard com r objectos,
pelo menos. Isto quer dizer que existe i € {1,...,n} tal que ¢; > r. Acabdamos

assim de provar que:

Se q1,q2, - .., qn SGo inteiros positivos tais que a sua média aritmética
é superior a r — 1 (r € IN), pelo menos um desses inteiros é maior ou

igual a 7.

Solugao do Problema (A3). Provemos, utilizando a Observagao 2.3 (b), que de
uma sequéncia a1, ag, ..., a,2,; de nimeros reais é possivel extrair uma subsequéncia
crescente ou decrescente com n + 1 elementos.

Suponhamos que nao existe nenhuma subsequéncia crescente com n + 1 elementos.

Para k € {1,2,...,n% + 1} seja m; o nimero de elementos da maior subsequéncia
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crescente que comeca em ay. E evidente que, para cada k € {1,2,....n2+1}, my > 1
e mp < n. Temos entdo n? + 1 inteiros, mi,ma,...,My2,q, entre 1 e n. Como
n(r—1)+1 = n?+1 parar = n+1, podemos concluir que n+1 desses inteiros sdo iguais
entre si. Sejam eles mg,, Mp,, ..., My, , onde 1 < ky < kg < -+ < kpy1 < n? + 1.

Se existisse algum i € {1,2,...,n} tal que ay, < a seria possivel construir uma

1+17?
subsequéncia crescente comegando em ag, com myg,,, + 1 elementos, o que é absurdo

uma vez que mg, = mg Consequentemente,

i1
A,y > ey Z 2 Akpyqs

isto é, ay,,ak,, -, ax,,, ¢ uma subsequéncia decrescente com n + 1 elementos.

n+1
Mostramos assim que existe uma subsequéncia crescente ou uma subsequéncia

decrescente com n + 1 elementos. n

Em particular, nos primeiros 101 nimeros naturais, dispostos por qualquer ordem,
serd sempre possivel encontrar 11 nimeros que formam ou uma sequéncia crescente ou
uma sequéncia decrescente. Isto ja nao acontece se tomarmos apenas os primeiros 100
nimeros naturais. Como se poderd ordenar esses niimeros de forma a nao ser possivel
encontrar a desejada sequéncia de 117 Bastard comecar com 91, 92, 93 até 100, depois

81, 82, 83 até 90 e assim sucessivamente:

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
81 82 83 84 8 8 87 88 89 90
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Terminamos com um exemplo que mostra como o Principio dos Pombais pode ser

aplicado a um ramo importante da Combinatdria, chamado Teoria de Ramsey.

2.4. Proposicao. Suponhamos que num grupo de seis pessoas, cada par de individuos
consiste em dois amigos ou dois inimigos. Entdo existem trés amigos comuns ou trés

1NIMIgos cOMUNS NoO Ggrupo.

Demonstragdgo.  Seja A um dos seis elementos do grupo. Dos cinco restantes, se

os dividirmos pelo grupo dos amigos de A e pelo grupo dos inimigos de A, como
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5=2(3—1)+ 1, podemos concluir, novamente pela Observagao 2.3(b), que um desses

grupos conterd trés ou mais elementos. Se tal grupo for o dos amigos de A denotemos

por B, C e D trés desses amigos. Se acontecer que dois deles sejam amigos entre

si, entao estes dois e A formam um grupo de trés amigos comuns. Senao B, C e D

formam um grupo de trés inimigos comuns.

O caso em que o grupo que contém pelo menos trés elementos é o dos inimigos de

A pode provar-se de modo andlogo. L]
Exercicios
2.1 Quantos estudantes, cada um dos quais proveniente de um dos 22 distritos de Portugal,

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

deverao ser admitidos na Universidade de Coimbra de modo a garantir que existam pelo

menos 100 que provenham do mesmo distrito?

Suponha que em Portugal ha 6 000000 de trabalhadores que tém saldrios a variar entre
50000%00 e 400 000$00. Assumindo que todos ganham um numero inteiro de escudos,
determine o nimero maximo de trabalhadores que pode afirmar (com toda a certeza)

auferirem o mesmo salario.

A bordo de um Concorde vao 201 pessoas de 5 nacionalidades diferentes. Sabe-se que

em cada grupo de 6 pessoas, pelo menos 2 tém a mesma idade.

Mostre que no aviao ha, pelo menos, 5 pessoas do mesmo pais, da mesma idade e do

mesmo sexo.

Um saco contém 53 bolas de 4 cores: verde, azul, vermelho, branco. Mostre que:

(a) Se exactamente 8 bolas sdo azuis entao existem pelo menos 15 da mesma cor;
(b) Se pelo menos 8 bolas sdo azuis entao existem pelo menos 14 da mesma cor.

Prove que, em qualquer quadrilatero inscrito numa circunferéncia de raio 1, o compri-

mento do menor lado nio excede v/2.

No interior de um quadrado de lado 1 ou sob a sua fronteira, marcam-se cinco pontos.

Mostre que hé dois pontos a uma distancia inferior ou igual a g

Quantas pessoas devem ser escolhidas de modo a garantir que, no minimo, duas tém:

(a) A mesma inicial. E se quisermos garantir 3 pessoas com a mesma inicial?
(b) O mesmo dia de aniversario.

(¢) Os mesmos 3 ultimos algarismos do B.I.

Uma escola de miusica possui no total 45 alunos, que se dedicam ao estudo de 8 tipos
diferentes de instrumentos. Sabendo que cada aluno executa exactamente um instru-
mento e que nao ha mais de 10 alunos que executem o mesmo instrumento, mostre que
h&, pelo menos, 3 tipos de instrumentos musicais, cada um dos quais é executado por 5

ou mais alunos.
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2.10

2.12

2.13
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Mostre que, se marcarmos sete pontos num disco de raio 1 tais que nenhum desses pontos
esteja a uma distancia, relativamente a outro, inferior a 1, entao um dos pontos estara
no centro do disco e os outros seis formam um hexdgono regular na circunferéncia do

disco.

Uma caixa contém 900 cartoes numerados de 100 a 999. Se tirarmos ao acaso k cartoes
da caixa e calcularmos, para cada cartao, a soma dos algarismos nele escritos, qual é o
valor minimo que deve ter k para termos a certeza de encontrar pelo menos trés cartoes

cujas somas dos algarismos sejam iguais?

Mostre que, entre quaisquer n inteiros positivos, existe um subconjunto deles cuja soma
é divisivel por n.
Poderd o conjunto {1,2,3,...,3000} conter um subconjunto de 2000 elementos tais que

nenhum deles é o dobro de outro?

Prove que, num grupo com duas ou mais pessoas, ha sempre duas delas que tém o mesmo

nimero de amigos dentro do grupo.
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3. Principios fundamentais de contagem

Neste capitulo abordaremos os dois principios gerais, intuitivamente claros, que fun-
damentam os raciocinios bdsicos que se fazem na resolucdo de problemas elementares

de contagem.

O principio fundamental da contagem (chamado principio da multiplicagao) diz
que se hd p modos de fazer uma escolha FEj e, feita a escolha F7, ha ¢ modos de fazer
a escolha Fo, entao o nimero de maneiras de fazer sucessivamente as escolhas Fq e Eo
é pq.

Mais geralmente:

Quando pretendemos realizar m escolhas miltiplas e existem py possibili-
dades para a primeira escolha, po possibilidades para a sequnda escolha,
etc., pm possibilidades para a m-ésima escolha entdo se as escolhas forem
combinadas livremente, o numero total de possibilidades para o conjunto

total das escolhas € p1 X pa X +++ X P

3.1. Exemplo. O menu de um restaurante apresenta duas entradas, trés pratos
principais e duas sobremesas. Quantas ementas diferentes (com uma entrada, um
prato principal e uma sobremesa) podemos fazer?

Num problema tao simples podemos esquematizar as varias possibilidades e conta-
-las; se designarmos por E = {ej, ea} o conjunto das entradas, por P = {p1,p2,p3} 0
conjunto dos pratos principais e por S = {s1, s2} 0 conjunto das sobremesas, o seguinte

quadro mostra os resultados possiveis:

€1 €2
b1 D2 D3 b1 b2 b3
S1 S92 S1 52 S1 52 S1 52 S1 52 S1 S92

Portanto, 2 x 3 x 2 =12 é a solugao do problema.

A justificacao para o Principio da Multiplicacao é a seguinte:
Fazer a escolha F significa escolher um elemento de um conjunto S7 de cardinal py,
fazer a escolha FE5 significa escolher um elemento de um conjunto S5 de cardinal ps, e

assim sucessivamente, pelo que fazer a escolha sucessiva 1, Fo, - - - | E, significa tomar

19
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um elemento do produto cartesiano S X Sy X - -+ X S;,. Logo o nimero de maneiras
de fazer tal escolha é igual ao cardinal |S; x Sy X - -+ x Sp,|. Portanto o Principio da

Multiplicagao assenta no seguinte facto, facilmente demonstravel por inducao:

3.2. Proposigao. [Principio da Multiplicagao] Sejam Si,So,..., Sy conjuntos
finitos € S = S1 x Sy X -+ X Sy, 0 seu produto cartesiano. Entdo |S| = |S1| x |Sa| X

Por outro lado, é evidente que o ntimero de maneiras diferentes de escolher uma
entrada ou um prato principal ou uma sobremesa € igual a 2+3+2 = 7. Este raciocinio

é um caso particular do chamado Principio da Adigao:

3.3. Proposicao. [Principio da Adigao] Se S, Sy, ..., Sy, formarem uma parti¢io
de um conjunto finito S, ou seja, se S = Jjz, S; e S; N S; = 0 para quaisquer i,j €
{1,2,...,m}, i # j, entdo |S| = £, ||

Caso alguns dos subconjuntos Si,Ss,...,S, tenham interseccdo nao vazia, um
principio mais geral (o chamado Principio da Inclusao-Exclusao) serd necessario para
contar os elementos de S. Estudaremos esse principio no Capitulo 4. Os principios
da multiplicacao e da adicao podem ser facilmente demonstrados pelo Principio de

Inducao Matematica.

3.4. Exemplos. (1) Uma bandeira é formada por 7 listras que devem ser coloridas
usando apenas as cores verde, amarela e vermelha. Se cada listra deve ter apenas uma
cor e nao se pode usar cores iguais em listras adjacentes, de quantos modos se pode
colorir a bandeira?

Colorir a bandeira equivale a escolher a cor de cada listra. H4 3 modos de escolher
a cor da primeira listra e, a partir dai, 2 modos de escolher a cor de cada uma das

outras 6 listras. Portanto a resposta é 3 x 26 = 192.

(2) Quantos sao os numeros de trés algarismos distintos?

O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos, pois nao pode ser igual a 0. O
segundo algarismo pode ser escolhido de 9 modos, pois nao pode ser igual ao primeiro
algarismo. O terceiro algarismo pode ser escolhido de 8 modos, pois nao pode ser igual

ao primeiro e segundo algarismos. A resposta é 9 x 9 x 8 = 648.

Estes exemplos mostram-nos qual deve ser a estratégia para resolver problemas de

contagem. Citando [6]:

1) Postura. Devemos sempre colocar-nos no papel da pessoa que deve fazer

a accao solicitada pelo problema e ver que decisdes devemos tomar. No
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Exemplo 3.4(2), colocdmo-nos no papel da pessoa que deveria escrever o
numero de trés algarismos; no Exemplo 3.4(1), colocdmo-nos no papel da

pessoa que deveria colorir a bandeira.

2) Divisdo. Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem
tomadas em decisbes mais simples. Colorir a bandeira foi dividido em
colorir cada listra; formar um nimero de trés algarismos foi dividido em

escolher cada um dos trés algarismos.

3) Nao adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam trans-
formar-se em grandes dificuldades. Se uma das decisoes a serem tomadas
for mais restrita que as demais, essa é a decisdo que deve ser tomada em
primeiro lugar. No exemplo 3.4(2), a escolha do primeiro algarismo era
uma decisao mais restrita do que as outras, pois o primeiro algarismo nao
pode ser igual a 0. Essa é portanto a decisdao que deve ser tomada em
primeiro lugar; postergéd-la sé serve para causar problemas. Com efeito,
comegando a escolha dos algarismos pelo tltimo, ha 10 modos de esco-
lher o tdltimo algarismo. Em seguida, ha 9 modos de escolher o algarismo
central, pois ndo podemos repetir o algarismo ja usado. Agora temos um
impasse: de quantos modos podemos escolher o primeiro algarismo? A
resposta é “depende”. Se nao tivermos usado o 0, haverd 7 modos de es-
colher o primeiro algarismo, pois nao poderemos usar nem o 0 nem os dois
algarismos ja usados; se ja tivermos usado o 0, haverd 8 modos de escolher
o primeiro algarismo. Isto mostra como algumas pessoas conseguem, por

erros de estratégia, tornar complicadas as coisas mais simples.

3.5. Exemplo. Quantos sao os numeros pares de trés algarismos distintos?

H&4 5 modos de escolher o tultimo algarismo. Note que comegamos pelo ltimo
algarismo, que é o mais restrito; o ultimo algarismo sé pode ser 0,2,4,6 ou 8. Em
seguida, vamos ao primeiro algarismo. De quantos modos se pode escolher este algar-
ismo? A resposta é “depende”: se nao tivermos usado o 0, haverda 8 modos de escolher
o primeiro algarismo, pois nao poderemos usar nem o 0 nem o algarismo ja usado
na ultima posicao; se ja tivermos usado o 0, haverda 9 modos de escolher o primeiro
algarismo, pois apenas o 0 nao poderd ser usado na primeira posicao.

Este tipo de impasse é comum na resolucao de problemas e ha dois métodos para
ultrapassé-lo.

O primeiro método consiste em voltar atras e contar separadamente os nimeros
que terminam em 0 e os que nao terminam em (. Comecemos pelos que terminam
em 0. HA 1 modo de escolher o tdltimo algarismo, 9 modos de escolher o primeiro e 8

modos de escolher o algarismo central. H4 1 x 9 x 8 = 72 ntimeros terminados em 0.
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Para os que nao terminam em 0, h4 4 modos de escolher o ultimo algarismo, 8 modos
de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o algarismo central. H4 4 x 8 x 8 = 256
nimeros que nao terminam em 0. A resposta final é 72 + 256 = 328.

O segundo método consiste em ignorar uma das restrigoes do problema, o que nos
fara contar em demasia. Depois descontaremos o que tiver sido contado indevidamente.
Em primeiro lugar fazemos de conta que o 0 pode ser usado na primeira posicao do
numero. Procedendo assim, hd 5 modos de escolher o ultimo algarismo (s6 pode
ser 0,2,4,6, ou 8), 9 modos de escolher o primeiro algarismo (ndo podemos repetir
o algarismo usado na ultima casa) e 8 modos de escolher o algarismo central. H&
5 x 9 x 8 = 360 nuimeros, ai incluidos os que comecam por 0. Por fim vamos determinar
quantos desses numeros comecam por 0; sao esses os numeros que foram contados
indevidamente. H& 1 modo de escolher o primeiro algarismo (tem que ser 0), 4 modos
de escolher o ultimo (s6 pode ser 2,4,6, ou 8 — lembre-se que os algarismos sao
distintos) e 8 modos de escolher o algarismo central (ndo podemos repetir os algarismos
jd usados). H& 1 x 4 x 8 = 32 nimeros comegados por 0. A resposta é 360 — 32 = 328.

E claro que este problema poderia ter sido resolvido com um truque. Para deter-
minar quantos sao os nimeros pares de trés algarismos distintos, poderiamos calcular
os numeros de trés algarismos distintos menos os nimeros impares de trés algarismos
distintos.

Para os ntimeros de trés algarismos distintos, hd 9 modos de escolher o primeiro
algarismo, 9 modos de escolher o segundo e 8 modos de escolher o ultimo. Portanto
ha 9 x 9 x 8 = 648 numeros de trés algarismos distintos.

Para os nimeros impares de trés algarismos distintos, ha 5 modos de escolher o
dltimo algarismo, 8 modos de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o algarismo
central. Ha 5 x 8 x 8 = 320 nimeros impares de trés algarismos distintos.

A resposta é 648 — 320 = 328.

H4 alguns problemas de Combinatdéria que, embora sejam aplicagoes do Principio
da Multiplicagao, aparecem com muita frequéncia. Para esses problemas, vale a pena

saber de cor as suas respostas.

(1) De um conjunto de 4 letras { A, B, C, D}, quantas sequéncias de 3 letras se podem

formar se repetigoes de uma mesma letra nao forem permitidas?

(2) Considere 4 pontos A, B, C';, D num plano, tais que nenhum grupo de 3 es-
teja situado sobre uma mesma recta. Quantos triangulos diferentes podem ser

construidos usando esses pontos como vértices?

No primeiro problema temos 4 x 3 x 2 hip6teses diferentes:
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‘ 1% letra‘ ‘ 24 letra‘ ‘ 3% letra‘
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Note-se que neste caso a ordem pela qual se escrevem as letras na sequéncia é
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fundamental:

ABC # BAC # CAB.

No segundo problema ja a ordem nao interessard pois, por exemplo, as sequéncias
de vértices
ABC, BAC, CAB

definem o mesmo tridngulo (o que define um triangulo é o conjunto dos seus trés
vértices, e nao a ordem pela qual os poderemos escrever).

Estes dois problemas revelam-nos duas estruturas diferentes, que ocorrem fre-
quentemente, e que abordaremos de seguida, de uma maneira mais formal e sis-

tematica.

Seja .S um conjunto com n elementos. Um arranjo dos n elementos de S, r a r

(0 < r < mn) é uma sequéncia ordenada (ay,az,...,a,) de elementos de S.

Assumimos que ndo ha repeticdo de elementos nas sequéncias ordenadas. Deno-
taremos o nimero de arranjos dos n elementos de S, r a r, por A'. Se r = n diremos
simplesmente que se trata de arranjos de S ou permutagoes de n elementos.

No exemplo (1) acima pedia-se o célculo de A3, que vimos ser igual a 24. Seja

S ={a,b,c}. Os arranjos dos 3 elementos de S, 2 a 2, sdo

(a,b), (a,c),(b,c),(ba),(ca),(cb).

Logo A3 = 6. Os arranjos de 3 elementos sao (a, b, c), (a,¢,b), (b,a,c), (b, c,a), (c,a,b)
e (c,b,a) pelo que A3 = 6.

3.6. Proposicao. Para quaisquer inteiros positivos n e r tais que r < n,

Al=nx(n—-1)x---x(n—r+1).

Demonstragao. O primeiro elemento da sequéncia ordenada pode ser escolhido de
entre n elementos diferentes. O segundo de entre n — 1, e assim sucessivamente, até ao
elemento na r-ésima posicao que poderd ser escolhido de entre n — (r—1) =n—r+1
elementos diferentes. Logo, pelo Principio da Multiplicacao, a construcao da sequéncia
pode ser realizada de n x (n — 1) X --- X (n — r + 1) maneiras diferentes, ou seja,
Al =nx(n—-1)x---x(n—r+1). "

Denotaremos por n! o produto n x (n —1) x -+ x 2 x 1 dos primeiros n nimeros

naturais. Convencionando que 0! = 1, podemos reescrever a Proposi¢ao 3.6 do seguinte
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modo:
n n!
AT :m (n>r>0).
Esta férmula continua vélida para r = 0 se definirmos Aj (n > 0) como sendo
igual a 1 (correspondendo ao arranjo vazio). O caso particular 7 = n diz-nos que o

numero A7 de permutagoes de n elementos é igual a n!.

Exemplo. O nimero de pontos de IR? que ndo pertencem a recta y = & e cujas

coordenadas pertencem ao conjunto {1,2,3,4,5} é igual a A3 = (55!2)! =5 x4 =20.

Seja S um conjunto com n elementos. Uma combinacdo dos n elementos de S, r a

r, com 0 < r < n, é um subconjunto de S com r elementos (distintos, evidentemente).

Denotaremos o nimero de combinacgoes de n elementos, r a r, por C}* ou (’;”)

Exemplo. As combinagoes dos elementos de S = {a, b, ¢}, dois a dois, séo {a, b}, {a, c}
e {b,c}. Portanto C§ = 3. As combinacdes dos elementos de S trés a trés reduzem-se
a {a,b,c}. Logo C3 = 1.

3.7. Proposigao. Para quaisquer inteiros positivos n e r tais que r < n temos

Cn_Aff_ n!
ool ol (n =)

Demonstracdo. Seja S um conjunto com n elementos. Cada arranjo dos elementos de

S, r ar, pode ser obtido em 2 passos:
(1) Seleccionando um subconjunto de S com r elementos;
(2) Reordenando esses 7 elementos de modo a formar o arranjo desejado.

Como C}' representa o nimero de subconjuntos de S com r elementos, podemos
efectuar o passo (1) de CJ* maneiras diferentes. Uma vez seleccionado um determi-
nado subconjunto de r elementos, estes podem ser reordenados de A] = r! maneiras
diferentes. Atendendo ao Principio da Multiplicagao, concluimos que A} = CJ' x rl,
isto é,

s R
ool i (n—r)
Note-se que C]} =1 e C' = n. Convencionando que Cj = 1 para n > 0 a férmula

de 3.7 continua valida para n > r = 0.

Exemplo. 25 pontos de um plano, ndo havendo 3 colineares, definem C2° = 300

rectas.
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Os ntmeros () = C7' chamam-se nimeros (ou coeficientes) binomiais (por razdes
que serao ébvias mais a frente) e tém muitas propriedades importantes (e fascinantes!).
Em férmulas que aparecem na andlise de algoritmos, em problemas de probabilidades,
etc., estes niimeros ocorrem variadas vezes, revelando-se uma necessidade saber ma-
nipulé-los.

Da Proposicao 3.7 conclui-se imediatamente que:

3.8. Corolario. Para quaisquer inteiros n e r tais que 0 < r < n tem-se (’;) = (nﬁr)

3.9. Coroldrio. [Férmula de Pascal'®] Para quaisquer inteiros n e r tais que

0<r<n-—1 tem-se
n n n _(n+1
r r+1) \r+1/) "

n

") = 1, podemos ime-

Utilizando a Férmula de Pascal e observando que () = (
diatamente calcular os nimeros (7;) para 0 < r < n, sem necessitar de utilizar a

Proposicao 3.7. Dispondo esses ntimeros do seguinte modo

15 20 15 6
21 3 35 21 7
28 5 70 56 28 8 1

Al RGIAIRG IO IR G I
0 1

1 1

2 1

3 1 1

4 1 4

5 1 10 10 5

6 1

7 1

8 1

0 J O Ot = W NN -

obtemos o chamado Tridngulo de Pascal”.
Muitas das relagoes envolvendo coeficientes binomiais podem ser descobertas atra-

vés da simples observacao do Triangulo de Pascal. Por exemplo:

16Esta é a designacdo comum para esta lei, mas o resultado ja tinha sido anteriormente descoberto

pelo algebrista alemao Michael Stifel (14877-1567).
"Pascal, Blaise (1623-1662), matematico, filésofo e fisico francés.
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(1) Se adicionarmos os elementos em cada linha n obtemos o valor 2", ou seja,

n n n n n .
<0> + <1> 4+ 4 (n - 1) + (n) =2". (Teorema das Linhas)

Sendo S um conjunto com n elementos, como (Z) é o ntmero de subconjuntos
de S com r elementos, entao podemos concluir que o nimero de subconjuntos
de S é igual a 2.

n

") (Corolério

(2) Facilmente se observa, pela simetria em cada linha, que (') = (
3.8).

(3) Na terceira coluna aparecem os chamados nimeros triangulares, correspondentes

ao numero de pontos das seguintes figuras triangulares:

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ J [ J [ ] [ ] [ ]
[ J [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 3 6 10

A validade destas identidades pode depois ser facilmente verificada utilizando o

Principio de Indugao Matematica.

3.10. Teorema. [Teorema Binomial ou Férmula do Binémio de Newton'?]

Para quaisquer z,y € R en € IN,

e =3 (Yo

r=0 r

Demonstracao. Quando efectuamos a multiplicagao

(z+y)(z+y) - (z+y)

até ndo restarem mais parénteses, cada um dos factores (z + y) contribui com um x
ou um y para cada parcela. Resultam portanto 2" parcelas e cada uma delas pode
ser escrita na forma z"y"~" para algum r € {0,1,...,n}. Obtemos a parcela z"y" "
escolhendo x em r dos factores e y nos restantes n — r. Entdo o nimero de vezes

que a parcela "y~ " ocorre na expansao é igual ao nuimero de maneiras diferentes

18Newton, Tsaac (1642-1727), matemdtico e fisico inglés.
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de seleccionar r dos n factores (z + y), ou seja, ao numero (Z) de combinagoes de n

elementos r a r. =

O Teorema Binomial justifica a designacao de coeficientes binomiais para os ni-

meros (?) Note-se que a férmula do binémio ainda é véalida para n = 0.

O Teorema Binomial pode alternativamente ser demonstrado por indugéo sobre o
numero n de factores (x 4 y), requerendo somente a utilizagdo da Férmula de Pascal.
Deixamo-la como exercicio para o leitor.

De 3.10 podemos obter, como casos particulares, algumas identidades 1teis. Por
exemplo:

Paraz=1ey =1,
" (n
2" = > 0. .10.1
Z<T>,paran_0 (3.10.1)

Para y =1,

(x4+1)" = z": (n) " = z”: (n 71 r> x" , paran > 0. (3.10.2)

Parax =—-1ley=1,
- n
0= Z(—D’"( ) , para n > 1. (3.10.3)
r=0 r
Podemos ainda obter mais identidades envolvendo os coeficientes binomiais, por

derivacao e integracao. Por exemplo:

(1) (n) = ﬁ(nfl), para n,r € N com 0 < r < n.

T r\r—1

(2) 7o r(7) =n2"", paran € N.

(3) S r* (%) =n(n+1)2""2 paran € .

r=1

(4) >r, (")2 = (2:), para n € INg.

T

Demonstracao.

n!

(1) Imediato se recorrermos ao facto (7)) = ;-

(2) Derivando a identidade (3.10.2) obtemos

n(z+1)"! = z": r(Z) gl = z": r(Z) "L, (3.10.4)

r=0

Fazendo x = 1 vem n2" 1 = r—1 T(:«L)



3. Principios fundamentais de contagem 29

(3) De (3.10.4) podemos concluir que nz(z + 1)1 = Y7 r(?)z". Voltando a

derivar obtemos

n(z+ 1" +nn—Da(z+1)"? = i 2 (n) "t

r=1

Tomando x = 1 vem

n
n2" 4 n(n—1)2"2 =) r? <n>
T
r=1

isto é, n(n+1)2""2 =37 (7).

(4) Seja S um conjunto com 2n elementos. Vamos provar que o nimero (277) das
combinacoes dos elementos de S, n an, éiguala y ,_, (?)2 Consideremos entao
uma particdo AU B de S em dois subconjuntos disjuntos, com n elementos cada.
Toda a combinacao dos 2n elementos de S, n a n, é a uniao de uma combinagao
dos n elementos de A, r a r, com uma combinacao dos n elementos de B, n — r
a n —r, tomando r os valores 0,1,...,n. Pelo Principio da Multiplicagao, para
cada r € {0,1,...,n}, este nimero é dado por () x (,”,) = (:‘)2 Logo, pelo
Principio da Adigao, (*") = X", (")2, com n € IN.

n T

. . 2 — . ~
E evidente que °_, (2) =1= (200)7 o que termina a demonstracao. "

Em resumo, temos a disposicao varios métodos que podemos usar para obter iden-

tidades envolvendo os ntiimeros binomiais:
(1) Definigao;
(2) Inducao matematica;
(3) Triangulo de Pascal;
(4) Férmula de Pascal;
(5) Argumentos combinatoriais;
(6) Teorema Binomial, incluindo derivagao e integracao.

O Teorema Binomial dd-nos uma férmula para o desenvolvimento de (z + )" com
z,y € R, n € N. Em 1676, Newton generalizou-o, obtendo um desenvolvimento para
(r + y)* com « € IR. Para se obter esta forma é necessério estender o dominio de
definicao dos nimeros binomiais (:f), permitindo que n € IN e r € Z. Neste caso geral
o desenvolvimento torna-se uma série infinita e consequentemente algumas questoes

de convergéncia se levantam, por isso nao vamos sequer enunciar esse resultado.
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O Teorema Binomial pode também ser estendido de modo a dar-nos uma férmula
para (x +y+ z)" ou, mais geralmente, para a n-ésima poténcia da soma de ¢ niimeros
reais (x1 + x2 + -+ + )", Nesta férmula geral, como veremos ja de seguida, o papel
dos coeficientes binomiais é desempenhado pelos nimeros

n!
nilnal .. .nyl’
ondeni,no,...,ns € Ngsao tais que ni+ns+- - -+n; = n. Coerentemente, designam-se

estes nimeros por numeros (ou coeficientes) multinomiais, que se denotam habitual-

mente por
n
ou CJ .
n1,n2,...,M¢
N1, N2y, Nt
Note-se que
n n n
ni, N2 ny n2
3.11. Teorema. [Teorema Multinomial] Para quaisquer xi,xo,...,2; € R e
n € N,
n n niy , n9 ne
(x1+ 22+ -+ x¢) :Z R S AL
ny, N2, ..., Nt
onde o somatorio se estende a todas as sequéncias ni,Na,...,N; de inteiros nao neg-

ativos tais que ny + no + - -+ ng = n.

Demonstragao. Generalizando a demonstracao que apresentamos do Teorema Bino-
mial, podemos facilmente demonstrar este resultado:

Quando efectuamos a multiplicagdo dos n factores (z; + x2 + -+ + ;) até nao
restarem parénteses, cada um deles contribui com um dos elementos x1, x2, . . ., x; para
cada parcela do desenvolvimento. Dai resultam t" parcelas, cada uma podendo ser
escrita na forma zyz5? ...zt com ni, ng, ..., ny € Ny satisfazendo ny+ng+---+ny =

n. Obtemos a parcela x| z5% ...z}

escolhendo 1 em ny dos factores, escolhendo xo
em no dos n — nj factores restantes, e assim sucessivamente, até a escolha de x; nos
n—ny—no—---—ns_1 = ng factores restantes. Entao, pelo Principio da Multiplicacao,

esta parcela aparece

n n—mi . N—mni]——MN¢—1
Ch, X Cpo™ x o x CFL
vezes no somatoério final. Mas este nimero é igual a

| — )l e — T — e — |
n! " (n—mnq)! ‘. (n—ny —ne ng—1)!

nil(n —n1)! " nal(n —ng — no)! ng!(n —mny —ng — -+ —nyg)!’

ou seja,
n!

nilng! .. .ng!
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Exemplos.

, . . . ! !
(a) (z1+z2423)3 é, pelo Teorema Multinomial, igual a spi 2929+ 5o v zeal+

31 2.0 3! 0.2, 3 3! 2.0, 3 .0.0.3, 3 0. .2
101 L1223 1 110121 L1223+ i 12223+ 1101 212223 1 1031 L1 2225 1 g £10223+

31 0,2 31 0,30 o
oI L1753 + gi3igr 1053, ou seja, igual a

23 4 3xtze + 3xixs + 3x1x§ + 6212023 + 32123 + x% + 3;U2:U§ + 3x3x3 + 5.

(b) O coeficiente de z?x3xi25 no desenvolvimento de (1 + 2o + 23 + 24 + 25)7 é

7 7!
2,0,1,3,1) ~ 213! = 420

(c) O coeficiente de z3x222 no desenvolvimento de (2x1 — 3xg + 5x3)% é

6

312) " 23 x (=3) x 5% = —36000.

Terminamos este capitulo com alguns conselhos sobre o Ensino de Combinatoria,

citados de ([6], p. 111-112):

e Nao use férmulas em demasia ou casos particulares demais. Isso obscurece
as ideias gerais e torna as coisas mais complicadas. Na maioria dos casos, as
férmulas sao desnecessarias e substituidas, com vantagem, pelo uso consciente
das definicoes e dos principios fundamentais. Quem troca o principio bésico da
multiplicacao por férmulas de arranjos, permutacoes e combinagoes tem dificul-
dade em resolver até mesmo o nosso segundo exemplo (3.4(1), o das bandeiras).
Os professores deverao ensinar os alunos a fazer uso inteligente do Principio da
Multiplicacao, ao invés de recorrer a uma profusao de férmulas, cujo uso é muitas

vezes confuso para o aluno (“Professor, aqui eu uso arranjos ou combinagoes?”).

e Um processo seguro de tornar as coisas complicadas é comecar assim: esse é um
problema de arranjos ou de combinagoes? Como se resolveriam, por exemplo, os

problemas dos exemplos 3.47 Alids, para que servem os arranjos?

e Aprenda e faca com que os alunos aprendam com os erros. E importante, diante

de uma solucao errada, analisar porque esta errada.

e Vocé quer mostrar que é bom ou quer que os seus alunos aprendam? Se prefere
a segunda alternativa, resista & tentacao de em cada problema buscar a solugao
mais elegante. O que deve ser procurado é um método que permita resolver

muitos problemas e nao um truque que resolva maravilhosamente um problema.
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Sendo mais especifico: no Exemplo 3.5, foram apresentados dois métodos e um
truque. Nao se deve mostrar o truque antes de mostrar os métodos. A beleza de

alguns truques s6 pode ser apreciada por quem domina os métodos.

A Combinatéria nao é dificil; impossivel é aprender alguma coisa apenas com

truques em vez de métodos.

e Nao dé preferéncia a raciocinios destrutivos, raciocinios do tipo contar a mais e
depois descontar o que nao servia e foi contado indevidamente. Os raciocinios
que resolvem a maior parte dos problemas de Combinatodria sao essencialmente
construtivos. Embora em certos casos seja melhor usar um raciocinio destrutivo,
os seus alunos sé se sentirao seguros quando dominarem os raciocinios constru-
tivos.

Por exemplo, no seguinte problema, a primeira solucao apresentada é melhor do

que a segunda para educar o raciocinio do aluno.

Tem-se 5 pontos sobre uma recta R e 8 pontos sobre uma recta R’ paralela a R.
Quantos triangulos e quantos quadrilateros convexos com vértices nesses pontos

existem?

Para formarmos um triangulo ou tomamos um ponto em R e dois pontos em R/,
ou tomamos um ponto em R’ e dois pontos em R. O numero de triAngulos é
5x (3) +8x (3) = 140 + +80 = 220.

Também se poderia pensar em tomar 3 dos 13 pontos e excluir dessa contagem

as escolhas de pontos colineares, o que daria

13 8 5

— — = 286 — 56 — 10 = 220.
3 3 3

Para formar um quadrildtero convexo, devemos tomar dois pontos em R e dois

pontos em R’, o que pode ser feito de (g) X (g) = 10 x 28 = 280 modos.

Exercicios

3.1 A password de um computador é formada por uma letra seguida de 3 ou 4 algarismos.
Qual é o nimero total de passwords que é possivel formar?

3.2 Dizemos que um numero é equilibrado caso um dos seus algarismos seja a média dos

outros. Quantos numeros equilibrados de 3 algarismos existem?

3.3 Dizemos que um nimero natural é ascendente se cada um dos seus algarismos ¢ estrita-
mente maior do que qualquer um dos algarismos colocados a sua esquerda. Por exemplo,

o numero 3589 é ascendente. Quantos niimeros ascendentes existem entre 4000 e 50007
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A um numero como 19977991, que lido da direita para a esquerda, coincide com o
namero original, chama-se capicua. Quantas capicuas de 7 algarismos, com 4 algarismos

diferentes, existem?

O Carlos atribuiu a cada um dos seus livros um cédigo, formado por 3 das 23 letras do

nosso alfabeto, pela seguinte ordem:
AAA AAB,...,AAZ ABA,ABB,... ABZ, ... AZA AZB,... ,AZZ BAA,BAB,...

Sabendo que o Carlos tem 2203 livros, qual é o cédigo que ele utilizou para catalogar o

dltimo livro da sua colecgao?

Se escrevermos numa folha de papel todos os nimeros de 1 até 1997, quantas vezes
escrevemos o algarismo 77

Os quadrados dos nuimeros naturais sao escritos uns a seguir aos outros:
1491625364964 - - -

Qual o algarismo que aparecerd na 1002 posigdo?

Chamemos niumero simples a um numero inteiro positivo formado apenas pelos algaris-

mos 1 ou 2 (ou ambos). Quantos niimeros simples existem, inferiores a um milhao?

Calcule o nimero de equipas de 8 jogadores que é possivel formar com 3 portugueses
e nao mais do que 2 brasileiros, escolhidos entre 10 portugueses, 10 brasileiros e 10

espanhdis.

Dados n pontos numa circunferéncia, quantos poligonos de p lados (p < n) é possivel

formar com tais pontos?

Determine a soma de todos os nimeros que se podem formar utilizando uma e uma sé

vez cada um dos algarismos impares, isto é, dos nimeros 13579, 13597, ..., 97531.

Através de um informador, a policia sabe o local de encontro de um grupo de malfeitores.
A identidade dos diferentes elementos do grupo €, no entanto, desconhecida. A tarefa
do inspector Costa é prender o chefe do grupo. O inspector sabe que o chefe do grupo é
0 mais baixo dos cinco elementos do grupo, todos eles de diferentes alturas, que estarao
presentes na reuniao. Terminada a reuniao, os bandidos, como medida de precaugao,
deixam o edificio separadamente, com um intervalo de 15 minutos. Como o inspector
nao sabe qual deles é o mais baixo, decide deixar sair os dois primeiros bandidos, e
prender o primeiro dos seguintes que seja mais baixo do que os que até esse momento
sairam. Qual é a probabilidade do inspector Costa prender a pessoa certa?

Suponha que dois poligonos convexos, um com m — 1 lados e o outro com n — 1 lados
(m > 4, n > 4), possuem no total 165 lados e diagonais. Qual é o niimero total de

diagonais de um poligono com m lados e outro com n lados?

Quantas sequéncias de n nimeros (todos distintos), uy, ua, us, . . ., Uy, podemos construir

com os nimeros {1,2,...,n}, tais que

i
ui>§parai:1,2,...,n?
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Encontre, por observagao do Triangulo de Pascal, outras relages do tipo das referidas

na pagina 26.
Seja n € IN. Prove que:

(a) Sea>0entao (1+a)" > 1+ na;
(b) Se ¥/a > 1 entdo a > 1.

Determine o coeficiente de a”b% em (3a — 4b)*2.

Determine o coeficiente de zy?z=2 em (x — 3y + 227 1)5.

Prove que, para qualquer n € IN:

(@) Sroy ("5 = (")
(b) (%) —2("3") = (n+ 12

Prove que, para todos os inteiros positivos m e ny,ne (m < ni,ns), se tem

i n ng (N1 +ne
E)J\m—k m ’
k=0
Determine, para cada inteiro positivo n, o maior inteiro positivo k tal que 2¥ é um
divisor de 3™ + 1.

Mostre que

Z n
ny,nz,...,Nt

onde o somatorio se estende a todas as sequéncias de inteiros nao negativos ni, ns, ..., n;
tais que ny + ng + - - - + ny = n. Verifique ainda que esta identidade contém, como caso

particular, a identidade (g) + (71’) +o 4 (Z) = 2™ anteriormente obtida.
(a) Determine:

(i) O termo independente de x no desenvolvimento de (z* — 23

(ii) O coeficiente de 2™ no desenvolvimento de (1 — z)?(x + 2)";
(iii) O valor da soma (3) +3(7) +32(5) + -+ 3" (7).
(b) Se (1 + 2+ 2%)" = ag + ar1x + asx® + - - - + a9, 2*", determine o valor de:
(i) ap+ay +as+ -+ asy;
(i) ag+as +ag+ -+ azy,.

A solugéo abaixo do seguinte problema esté errada. Onde estd o erro?

“Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissoes de 5 pessoas, com pelo menos 3 homens,

podem ser formadas?

Solucao: Em primeiro lugar escolhemos 3 homens para a comissao, o que pode ser feito
de (g) = 10 modos diferentes. Em seguida devemos escolher mais duas pessoas para
a comissao, homens ou mulheres, entre as 6 pessoas restantes, o que pode ser feito
de (g) = 15 modos diferentes. Entao, pelo Principio da Multiplicagdo, a resposta é
10 x 15 = 150.
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3.25 (a) O que é que diz a Férmula de Pascal para os nimeros binomiais? Demonstre-a.

(b) Mostre que, para qualquer inteiro ndo-negativo k < r, se tem

()-20)00)

(¢) Justifique que a Férmula de Pascal é um caso particular da identidade da alinea

anterior.

3.26 (a) Suponha que, numa témbola com 16 rifas, 50% estao premiadas. Qual é a proba-

bilidade de, ao extrairmos 4 rifas, exactamente 2 estejam premiadas?

(b) E no caso geral de termos n rifas, das quais k estdo premiadas, qual é a probabili-

dade de, numa extraccao de r rifas, exactamente j estejam premiadas?

(c) Prove aidentidade do problema anterior (alinea (b)) a partir do resultado da alinea

anterior.
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4. Principio da Inclusao-Exclusao

O principio que vamos discutir neste capitulo, também conhecido por férmula do
crivo ou formula de da Silva-Sylvester'®, generaliza o seguinte facto evidente, valido

para qualquer subconjunto A de X:
Al = |X| = [X\ Al

Esta formula e algumas das suas variantes tém variadas aplicacoes e sao de grande
importancia na Teoria Combinatéria. Com efeito, permitem a resolugdo de muitos
problemas de contagem, nomeadamente nas situagoes em que se torna mais facil fazer
uma contagem indirecta dos elementos do conjunto a estudar através da contagem de
elementos de outros conjuntos, com ele relacionados.

No que se segue, assumiremos que X é um conjunto finito e Py, P»,..., P, sao n
propriedades que cada elemento de X poderd ou nao possuir. Denotaremos por A;,
i€{1,2,...,n}, o conjunto dos elementos de X que possuem a propriedade P;, e por

A; o respectivo complementar X \ 4; em X.

4.1. Teorema. [Principio da Inclusao-Exclusao] O nimero [A; N AsN...NA,|
de elementos de X que nao possuem qualquer das propriedades Py, Ps, ..., P, € dado
por

n n n
IXT =D A+ D JANAj = > JANA N A+ + (1)"[A1N Az N ... N Ay,
1=1 i,j=1 i,5,k=1
i<j i<j<k
onde o primeiro somatorio percorre todos os inteiros 1,2,...,n, o segundo somatorio
percorre todas as combinagoes {i,j} dos inteiros 1,2,...,n, dois a dois, o terceiro
somatorio percorre todas as combinacoes {i,j,k} dos inteiros 1,2,...,n, trés a trés, e

assim sucessivamente.

Demonstracao. E evidente que o conjunto dos elementos de X que nao possuem
qualquer das propriedades P, Ps, ..., P, é a interseccio A; N AN ...N A,. Podemos

verificar a validade da identidade a provar mostrando que um objecto com nenhuma

190 Principio da Inclusdo-Exclusio foi publicado pela primeira vez em 1854, num artigo de Daniel
da Silva, e mais tarde, em 1883, por Sylvester. Por isso, a férmula do crivo e suas similares sdo, por
vezes, apelidadas de férmulas de da Silva ou de Sylvester. Ha quem defenda que jd era conhecida,
nalguma forma, dos irmaos Bernoulli, como Ryser afirma no seu livro ([12], p. 19). Realcamos o facto
de Daniel da Silva, na opinido de Gomes Teixeira o mais notdvel mateméatico portugués do séc. XIX,
ter sido estudante da Universidade de Coimbra; transcrevemos de [J. Silva Oliveira, Daniel Augusto da
Silva, Boletim da SPM 2 (1979) 3-15]: “Daniel da Silva (1814-1878) foi, além de matemadtico eminente
do seu tempo, oficial da Armada e professor da Escola Naval. Como estudante frequentou primeiro
a Academia Real de Marinha e prosseguiu depois os seus estudos na Universidade de Coimbra onde,

com altas classificagbes, se licenciou em Matematica e acabou por se doutorar”.

37
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das propriedades Py, P, ..., P, contribui com uma unidade para a soma do segundo
membro e que um objecto que verifique pelo menos uma dessas propriedades contribui
Ccom um zero para essa mesima soma.

Designemos esta soma por M. Cada elemento de X que nao possui nenhuma das
propriedades Py, Ps, ..., P, contribui com 1 —04+0—0+---+(—1)" x 0 = 1 unidades
para o valor M, pois ndo pertence a nenhum A; (i € {1,2,...,n}).

Por outro lado, cada elemento de X que possui m (1 < m < n) das n propriedades
contribui com C§* = 1 unidades para | X|, com C]* = m unidades para Y ;- |A;| (pois
pertence a m dos conjuntos Ay, Az, ..., Ay), com C3" unidades para 3775 1., [AiN A
(pois existem C3" maneiras diferentes de escolher um par de propriedades distintas que

ele satisfaga) e assim sucessivamente. Entao a sua contribuigao para M é
Cy'—Cl'+C' = C" +---+ (=)™ Cyy
que é, pela identidade (3.10.3), igual a zero. "
Por vezes, a seguinte formulacao alternativa do Principio de Inclusao-Exclusao é
mais util:

4.2. Corolario. O nimero |A1UAsU...UA,| de elementos de X que possuem, pelo

menos, uma das propriedades Py, Pa, ..., P, € igual a
n n n
STIAL = D AN A+ > JANA N A — -+ (1) A N AN N Ayl
=1 i,j=1 ij,k=1
1<j 1<j<k

Demonstracao. E claro que o numero de elementos de elementos de X que verificam
pelo menos uma das propriedades Py, P, ..., P, é o cardinal de Ay U A, U...UA, =
X\ (A;NA3n...NA,). Pelo Teorema 4.1 esse nimero ¢ igual a

X (1X[=D A+ Y [AnAjl = 30 JANANAg|+- -+ (=1)"[A1NAzN...NA,|)
=y i35

=D JA =D JAN A+ Y JANA N A=+ (D" AI N AN N Ayl
=1

2 .

Vejamos alguns exemplos de aplicagao do Principio da Inclusao-Exclusao. Come-
cemos por recordar o Problema (B3) da Introdugao:

A safda de um restaurante, de quantas maneiras podem ser devolvidos os chapéus
de n pessoas de modo a que nenhuma pessoa receba o seu chapéu?

Este problema é um exemplo do seguinte problema geral, designado problema dos

desencontros:
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Estando os elementos de um conjunto finito S dispostos sequndo uma certa
ordem, quantas permutacoes de S existem nas quais nenhum elemento es-

teja na sua posicao primitiva?

Uma permutagao aj, aj, ...aj, de S = {ai,as,...,a,} diz-se um desencontro de
S caso jp # k para qualquer k € {1,2,...,n}. Denotemos por D, o niumero de

desencontros de S.

4.3. Teorema. Para qualquer n € N, D, = n!(l — % + % — % + o4 (—1)”%)
Demonstragao. Seja X o conjunto de todas as permutagoes de S. Claro que | X| = n!l.
Seja ainda A; (i = 1,2,...,n) o conjunto das permutagoes a;, aj, . ..a;, tais que aj, =
a; (portanto aquelas em que a; estd na posigao primitiva). Claro que |A;| = (n — 1)!.
As permutacoes em A; N A; tém a; e a; fixos, nas posicoes i e j respectivamente,
e os restantes n — 2 elementos permutados nas restantes n — 2 posigoes, pelo que
|A; N Aj| = (n—2)! parad,j € {1,2,...,n}, i < j. Analogamente, podemos concluir
que |[4;, NA;,,N---NA; | = (n—Fk)! para k € {1,2,...,n}, i1,42,...,0 € {1,2,...,n},
i1 < iy < ... < i}. Como D, = |A; N Ay N---N A,|, decorre pelo Principio da

Inclusao-Exclusao que

nl n! nl n!

— | — . _1\n_ =

Dn = mi= g =gt (50

1 1 1 1

— | _ - = _1\n
_”(1 TR (=1) n!> "

Na sua forma original o problema (B3) foi formulado em termos de probabilidades,
questionando a probabilidade de nenhuma pessoa receber de volta o respectivo chapéu.
Evidentemente, a resposta é a probabilidade de uma permutagao de n objectos, esco-

lhida aleatoriamente, ser um desencontro, ou seja,

D 1 1 1 1
Na tabela seguinte podemos ver o calculo desta probabilidade para alguns valores

particulares de n:

2 3 4 5 6 7
0.5 0.33333 0.375 0.36667 0.36806 0.36786

3

S

Usando factos da Anélise Infinitesimal é possivel provar que

Dy &, 1
Jm SEo= > ()"
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1 1 1 n 1
= —ﬁ—f‘i—yﬁ- ‘—l-(—l)mﬁ-
_ 671
~ 0.368

Para terminar, vejamos como o Principio da Inclusao-Exclusao também serve para
resolver o Problema (B2) da Introdugao.

Seja A = {aj,aq9,...,a;} e denotemos o conjunto dos primeiros n niimeros naturais
por .. Designando o conjunto {z € @ | x é divisivel por a;} por A;, o nimero pedido
dos inteiros positivos inferiores ou iguais a n, nao divisiveis por nenhum dos elementos
de A é o cardinal de A, N Ay N---N A

Claramente |4;| ¢ a parte inteira do nimero ;*, habitualmente denotada por L%J

Como
A;NA; = {zxen|xédivisivel por a; e a;}
= {x en |z é divisivel por mmc(a;,a;)}

n

entdo |A; N A;| = {WJ Mais geralmente,

n
|Aiy NN Ay | = {mmC(ail,...,ai,)J’
pelo que A1 N Ay N ---N A éigual a
t t
‘ n
ne z:zl\‘ J JZ: \‘mmc al,aJ)J B +(_1) {mmc(al,ag,...,at)J'
1<j

No caso particular em que os elementos de A sdo todos primos entre si, o ntimero
de inteiros positivos inferiores ou iguais a n que nao sao divisiveis por nenhum dos

elementos de A é igual a

t

ﬂ/—-jiz {a J :i: [azagJ 2531 {ai;;akJ +_"‘%_(__1)t{a1a27'.atJ'

=1 v i,J,k=
i<j<k

Contemos agora o nimero ¢(n) de inteiros positivos, inferiores a n, primos com n.

(€23

Seja n = p{'p3? .- pi* a factorizacdo de n em ndmeros primos. Como os conjuntos

{keN|1<k<nemde(k,n) =1}

{kelN|1§k§nep¢ ,rk:paraizl,Q,...,t}
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coincidem bastara aplicar a férmula acima deduzida ao conjunto A = {p1,pa,...,pt}.

Imediatamente se conclui que o ntimero ¢(n) é igual a

A funcao

n — ¢n)=HkeN|1<k<nemdec(k,n)=1}

¢é a chamada funcao de Fuler, muito importante em Teoria dos Nuimeros. Pode provar-
-se que

o(n) =n [[(1——)
=1

Di

> é(d) =n.

deN

dn
Finalmente, vejamos um processo de contar os niimeros primos entre 2 e n > 2. O
crivo de Eratdstenes é um processo que permite enumerar todos os primos entre 1 e

qualquer inteiro positivo k:
e Calcula-se ¢ = {\/%J,

e Apagam-se, na sucessao 2,3,4,...,k todos os multiplos de 2,3,4,...,¢ (com

excepgao dos préprios nimeros 2,3,4,...,¢);
e Os numeros que restam sao os primos entre 1 e k.
Entao, para determinar o niimero de primos entre 1 e k, bastara:
e determinar os primos py,p2,...,ps entre 1 e {\/ﬁJ , usando o crivo de Eratdstenes;

e em seguida, determinar, com a ajuda da férmula acima deduzida, quantos in-
teiros positivos inferiores ou iguais a n nao sao divisiveis por nenhum dos elemen-
tos de A = {p1,p2,...,pt}. Como os primos entre {\/ﬁ—i— IJ e n sao exactamente
os inteiros positivos inferiores ou iguais a n (com excepgao do 1) que nao sao

divisiveis por nenhum dos elementos de A, o seu ntmero é igual a

t t t
M) = n—l—; L%J +¢§1 LIT’Z’J‘J _i,j,;l \‘pi]:ka A .+(_1)ﬂLJ'
1<j 1<j<k

Concluindo, o nimero de primos entre 1 ¢ n serd igual a t + M (n).
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Exercicios

4.1

4.2

4.3

44

4.5
4.6

4.7

O Clube Pitagoras tem 100 sécios do sexo feminino e 80 sécios do sexo masculino. O
Clube Euclides tem 80 sécios do sexo feminino e 100 sécios do sexo masculino. Existem
exactamente 60 raparigas que sdo sécias de ambos os clubes. O ntimero total de pessoas

que pertencem a pelo menos um dos clubes é igual a 230.

Quantos rapazes sao socios do Clube Pitdgoras e nao sao sécios do Clube Euclides?

Determine o ntmero de maneiras diferentes de construir uma rede de estradas numa
regiao com 4 aldeias, de modo a nenhuma aldeia ficar isolada, isto é, de modo a qualquer

aldeia ficar ligada a, pelo menos, outra aldeia.

Calcule o numero de inteiros entre 1 e 10000 que nao sao quadrados perfeitos nem cubos

perfeitos.

Uma pessoa escreveu 5 cartas diferentes a 5 amigos e fechou-as nos envelopes sem reparar
que os envelopes jd tinham os enderecos escritos. De quantas maneiras diferentes:
(a) pode nenhuma carta corresponder ao envelope onde foi colocada?

(b) podem exactamente 2 amigos receber as cartas que lhes eram destinadas?

Quantos inteiros do conjunto {1,2,...,1000} nao sdo divisiveis nem por 3 nem por 57

Determine o numero de funcoes sobrejectivas de um conjunto com m elementos num

conjunto com n elementos.

[Problema 6 das XXX Olimpiadas Internacionais de Matematica (1989)]
Para cada natural n diz-se que uma permutagao (z1, 2, ..., T2,) de {1,2,...,2n} possui
a propriedade P se existe ¢ € {1,2,...,2n — 1} tal que |x; — z;41| = n. Prove que, para

cada natural n, existem mais permutagoes com a propriedade P do que sem ela.



5. Combinagoes (e arranjos) com repeticao

Neste capitulo vamos abordar novamente as combinagoes e os arranjos, mas admi-
tiremos agora eventual repeticao de elementos em cada uma dessas estruturas. Seja
entdo S um conjunto com n elementos. Consideremos as sequéncias (ai, ag,...,a,) de
elementos de S, eventualmente nao todos distintos. Designemos estas sequéncias por
arranjos com repeticao de elementos de S, r a 7.

Se admitirmos que cada elemento de S se pode repetir, como componente dos

arranjos com repeticao, tantas vezes quantas quisermos, temos:

o« ~ , . T n s
5.1. Proposicao. O numero destes arranjos, que denotaremos por A, , € igual a

n’.
Demonstragdo. Atendendo a definicdo de produto cartesiano de conjuntos, é evidente
que

Al =S xS x---xS],

r VeZes

que, pelo Principio da Multiplicacao, coincide com

|S| x |S] x -+ x|S] =n". n

r VeZes

5.2. Exemplos.

(a) O ndmero de colunas do totobola que terfamos de preencher para termos a

certeza de obter 13 resultados certos ¢ Z:]i)) =313,

(b) Na péagina 27 observamos que o nimero de subconjuntos de um conjunto S =
{a1,a2,...,a,} é igual a 2". Podemos concluir isso de outro modo: se a cada
subconjunto S’ de S fizermos corresponder uma sequéncia (a},as,...,a,) de

comprimento n, definida por

lseaq; €8

Osea; €S

. , . ) —2
concluimos que o nimero de subconjuntos de S é dado por A, = 2".

Designaremos por multi-conjunto uma estrutura similar a2 de um conjunto mas
com a diferenca de os seus elementos nao terem forgosamente que ser distintos. Por
exemplo, M = {a,a,b,b,b,c} é um multi-conjunto com 6 elementos: 2 a’s, 3 b’s, 1

c. Costuma indicar-se um multi-conjunto especificando o nimero de ocorréncias de

43
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cada elemento. Portanto o multi-conjunto M também se denota por {2-a,3-b,c}.
Chamaremos combinacdo com repeticao dos elementos de S, r a r, aos multi-conjuntos

de r elementos de S.

5.3. Proposicao. O numero de combinacdes com repeticao de elementos de S, r ar,

n ;- —
¢ igual a CP1FT,

que designaremos por C.,

Demonstracdo. Podemos demonstrar este resultado utilizando somente argumentos
combinatoriais. De facto, cada combinacao com repeticao de n elementos r a r pode
ser representada por uma sequéncia de n — 1 barras e r asteriscos, do seguinte modo:
as barras sao utilizadas para demarcar em n células os n diferentes elementos de S,
com a i-ésima célula contendo um asterisco sempre que o ¢-ésimo elemento de S ocorre

na combinacao. Por exemplo, para S = {a1, a2, as,aq}:

Multi-conjunto Representagao
{a1,a1,as, a4, a4, a4} ok x| [ ok
{ag, a2, a3, a3,a3,a3} ERIEEEES

Assim o nimero de combinacoes com repeticao de n elementos r a r coincide com o
nimero de sequéncias contendo n—1 barras e r asteriscos. O numero de tais sequéncias
é igual a C"~17 uma vez que cada sequéncia corresponde a uma escolha de r posicoes

(das n — 1 + r posicoes disponiveis) para colocar os r asteriscos. L]

Demonstramos esta proposicao utilizando somente argumentos combinatoriais.
Alids, a solugao de problemas combinatoriais requere geralmente o uso de métodos
ad hoc; deve-se estudar a situacdo, desenvolver algum raciocinio e usar a prépria in-
tuicao para encontrar a solucao do problema. Isto nao quer dizer que nao existam
principios ou métodos que possam ser aplicados. Com efeito, ja estuddmos alguns.
Mas todos eles requerem inteligéncia para se saber quando e como aplicé-los e, sobre-
tudo, experiéncia (que naturalmente s6 se adquire resolvendo problemas).

Um outro principio muito importante é o de indugao matematica. Trata-se de
um dos principios fundamentais da Teoria Combinatéria para confirmar descobertas e
garantir a validade de muitos raciocinios. Por exemplo, pode-se provar a Proposicao

5.3 com a sua ajuda.

1
P

5.4. Lema. C,,, =C, + 6:}_1 4+ C
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Demonstragao. Sejam ay,as,...,a, 0s elementos a formar as combinagoes. Tendo em
conta a definicao de multi-conjunto, podemos supor, sem perda de generalidade, que
os elementos dos multi-conjuntos de cardinal r + 1 estao dispostos por ordem crescente
(em sentido lato) dos seus indices, da esquerda para a direita. Assim o nimero de
combinacoes com repeticao de n elementos r+ 1 a r 4+ 1 que comegam por a; € igual a
Uf, o numero de combinagoes com repeticao de n elementos r+1 a r+ 1 que comecam
por ag € igual a 6:_1, etc., e o das que comecam por a, ¢é igual a 671“ Logo, pelo
Principio da Adicao,

Cra=Cr+0 +.+C,. .

r

Demonstremos entao a Proposicao 5.3 por indugao sobre r:

E evidente que 6? = n pois com n elementos podemos construir exactamente
n multi-conjuntos de cardinal 1. Por outro lado, como C} = (n%'l), = n, podemos
escrever C = C?=1 para r = 1.

Suponhamos agora, por hipétese de indugao, que o resultado é verdadeiro para um

dado r € IN. Nesta hipétese, provaremos a validade do resultado para r + 1:

cl, = 40 4T (Lema 5.4)

= Ol ontrT2 4. 4 OF (Hipétese de indugio).
Decompondo cada uma das parcelas, usando a Férmula de Pascal, vem

—n _ n+r n+r—1 n+r—1 n+r—2 r+2 r—+1 r
CT—H - Cr+1 - Y4l + Cr+1 Ml et Cr—f—l M4l + Cr

_ n-+r
= . n

Com isto pretendemos ilustrar o facto de que o mesmo resultado pode ser provado
de diversas maneiras, utilizando diferentes técnicas, e como a utilizacdo do Principio

de Inducao Matematica valida os raciocinios combinatoriais utilizados.

Exemplos.

(a) O numero de sequéncias crescentes (em sentido lato) com r componentes, esco-

lhidas no conjunto {1,2,...,n}, é igual a O~

(b) O numero de solugbes inteiras nao negativas da equagao 1 + x9 + x3 = 11, é
igual a
A3 3111 _ 13
Ch =07 =Cy7 = T8.
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. N , . ’ ~ . . ~
De facto, mais geralmente, C, é igual ao nimero de solugdes inteiras nao nega-
tivas da equacao

T+ Ty Ty =

Qualquer combinagao com repetigao de elementos de S = {aj,ag,...,an}, rar,
contém p; elementos iguais a a; (i € {1,2,...,n}), p; € Ng e >1" pi = r; por
outro lado, é evidente que a cada conjunto {p1,p2,...,pn} de inteiros positivos
ou nulos, com p; + p2 + ...+ p, = r, podemos fazer corresponder a combinagao

com repeticao de elementos de S, r a r,

{a1,a1,...,a1,a2,092,...,42,...,Qp, Gy, ..., 0p}.

p1 vezes p2 vezes Pn VezZes

(c) Qual é o valor de k depois do seguinte algoritmo ter sido executado?

k:=0
fori1:=1ton
for i9 :=1 to 41

for i3 := 1 to iy

for 4,, == 1 t0 yp—1
k:=k+1

Observemos que o valor inicial de k£ é 0 e que uma unidade é adicionada a k de
cada vez que o loop é atravessado com um conjunto de inteiros i1, 9, ..., iy tais que
1 <ip <ipmo1 < ... <1y < i < n. O numero de tais conjuntos de inteiros é igual
ao numero de maneiras de escolher m inteiros de {1,2,...,n}, ordenados por ordem

o o~ o . . . -—~n —
crescente, com repeticao permitida, ou seja, igual a C, = Cntm=1,

5.5. Corolario. Seja S um conjunto com n elementos. O niumero de combinagoes
com repeticao de elementos de S, r a r (r > n), contendo todos os elementos de S

(cada um pelo menos uma vez), € igual a C_1.

Demonstragcao. Em cada multi-conjunto havera n elementos distintos, podendo os r—n
restantes serem elementos quaisquer de S. Consequentemente, o nimero a contar é
igual a

Uffn = C;lj_r?;_n_l = Cvf:rlt = C::ll—r+n = C;:% "

Mais geralmente, tem-se:
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5.6. Coroldrio. Seja S = {ai,as,...,a,}. O nimero de combinagoes com repeticio

de elementos de S, r a r, contendo cada elemento a; pelo menos r; vezes (r > ri +

ro 4+ 1), € dgual a CPAI T Tl
Demonstragao. Em cada multi-conjunto haverd r; elementos iguaisa a; (i = 1,2,...,n)
podendo os restantes r — ry — --- — r, serem elementos quaisquer de S. Portanto, o

numero de combinacoes requerido ¢é igual a

6” _ Cn—l—r—rl—-u—rn—l
rT—ri——Tp ~ TT—T1——Tp . ]

E o nimero dos respectivos arranjos?

5.7. Proposicao. Seja S = {aj,as,...,a,}. O niumero de arranjos com repeti¢cao
de elementos de S, r a r, contendo cada elemento a; pelo menos r; vezes (r > ri +
ro 4+ 1ry), €igual a

Z T

51,89y...,S8
s1+s2+-+sn=r;8;>71; 122 »on

Demonstracao. Basta observar que o niimero desses arranjos é igual a

r r—s1 r—81—S2 S
Z Cq, x Cg, 7t x O e x Cgr

S1+s2+-+sn=r;si>1;

e que, como ja observamos,

r
T r—81 r—81—S82 _ . Sn __
Cq, x O x O, x O =
§1,82,...,8n

Observacao. O caso particular em que cada r; é igual a 1 (correspondente ao
Corolério 5.5) diz-nos que o nimero de arranjos com repeticao de elementos de S, r a

r, contendo todos os elementos de S, é igual a

r
E . (5.7.1)

s1t+satetsn=rs;>1 \51 520 5n
Como estes arranjos correspondem claramente as fungoes sobrejectivas de {1,2,...,r}
em S, este nimero é igual ao nimero de fungoes sobrejectivas de um conjunto com
r elementos num conjunto com n elementos. Pelo Principio da Inclusao-Exclusao

(Exercicio 4.6) este ntimero é ainda igual a

R — O™ — 1) + CF(n— 2)" — Ch(n — 3)" + -+ (=1)""1Cm_,. (5.7.2)
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Portanto os nimeros (5.7.1) e (5.7.2) coincidem. Esta identidade pode também ser
verificada directamente, sem grandes dificuldades, usando o Principio da Inclusao-

Exclusao.

Até aqui nao impusemos restricdes ao numero de vezes que cada elemento pode
ser repetido. Vejamos o que acontece se impusermos tais restricoes, nomeadamente,
se assumirmos que cada elemento a; de S = {a,as, ..., a,} pode ser repetido quando
muito r; vezes (r; € INg). Designaremos o nimero dos respectivos arranjos e com-
binagoes por Z?(rl,rg, ceyTn) € 6?(7‘1,7"2, ...,Tyn), respectivamente. E claro que se
ry+7ro+ .-+ r, < r estes nimeros sao iguais a zero.

Comecemos por determinar o nimero C,(r1,72,...,7,). Uma vez que é mais
simples contar o niimero das combinacoes com repeticao onde a; aparece pelo menos
r; + 1 vezes do que as combinagoes com repeticao nas quais a; aparece no maximo 7r;
vezes, faremos uso do Principio da Inclusao-Exclusao.

Seja X o conjunto de todas as combinagoes com repeticdo de elementos de S, r
a r, podendo os elementos de S aparecer tantas vezes quantas quisermos. O cardinal

deste conjunto é 6:}. Nos elementos de X definamos as seguintes propriedades P;
(1e{1,2,...,n}):

“Um elemento de X tem a propriedade P; se tiver mais do que r; elementos

iguais a a;”.

O numero Uf(rl,rg, ...,Ty) é igual ao nimero de elementos de X que nao pos-
suem qualquer das propriedades Pi, Py, ..., P,. Para cada i € {1,2,...,n}, seja A; o
subconjunto de X dos elementos que possuem a propriedade P;. Entao, pelo Principio

~ ~ —~n s .
da Inclusao-Exclusao, C, (r1,r2,...,my,) é igual a

|X’—Z|Az’+ Z |A2‘mAj‘— Z |AiﬁAjﬂAk‘—I—-"—I—(—l)n|A1ﬂAQﬁ...ﬁAn’.
=1

ij=1 i4,k=1

1<J 1<j<k
Mas
-—~n —
X|=Cp=cprt
e
ralld n+r—r;—2
Cr o =C Y ser>r;+1
|Ai| =
0 ser <r;+1,

uma vez que todos os elementos de A; sdo combinacoes com repeticido de elementos de
S,r—r;—1lar—r;—1 (pois todo o elemento de A; tem pelo menos 7; + 1 elementos

iguais a a;), podendo os elementos aparecer repetidos tantas vezes quantas quisermos.
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De modo semelhante se vé que, para iy,i9,...,%; € {1,2,...,n}, distintos dois a
dois, o cardinal |A4;; N A;, N...NA; | éigual a

—n o n—=1+4r—ri; —rig——r;—t

r—(rig +14rig+14-tr +1) P—Tiy —Tig— =T, —t )
ser >ry +ry, + -+, +1t, eigual a 0, caso contrario. E assim possivel calcular
—~n , , ~ ~
C,(r1,re,...,m), apesar da férmula geral para este cdlculo nao ter uma apresentagao
. , al . .
simples; o nimero C, (ry,72,...,7,) coincide com
n

n
— —ri—2 n+r—r;—r;—3
Cn+r 1 } : Cn+r T + C jTO
r E :

T—T;— T—r;—Tj—2
i=1 4,j=1,i<j
ri<r—1 ri+r;<r—2
n

S e S NN

r—Tr;i—Tj—T—3
1,5,k=1,i<j<k
ri+ri+rE<r—3
Se convencionarmos que C;' = 0 sempre que r < 0 podemos escrever
n

n
Tl (ry,ma, oy rg) = CFT=L 2§ Optroni=2 S ot

r—r;—1 r—r;—rj—2
=1 i,j=1
1<)

n

D D C s AR ) R )

T—T;—Tj—TE—3
i,5,k=1
i<j<k

Exemplo. O nimero 6?0(3,4, 5) de combinagoes com repeticdo de elementos de
S = {a1,a2,as3}, 10 a 10, podendo a; aparecer repetido quando muito 3 vezes, as

quando muito 4 vezes e az quando muito 5 vezes é igual a
Cl— (CotCorTH+(CI+Co+0)—0
= Clf—(C§+CI+CH+(C3+C3+0)—0
= 66—(284+21+15)+(3+1+0)—0
= 6.

Enumeremo-las:

ai1a2a2a2a2a3a3a3a3a3
a1a1a9a9090203030303
ajalagaaaaa3aszazaszas
a10a1a102a2a209a30303
aja1alasa2a2a3a3a3as

ajalajasaaaszaszazasas
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No Exemplo (b) da pagina 45 observamos j& a relacao entre as combinagbes com
repeticao e as solugdes inteiras de equagoes. Agora, o nimero Uf(rl, ro,...,Tyn) € igual

ao numero de solugoes inteiras da equacgao
T1+2x2+ -t Ty =7

sujeitas a restricao 0 < x; <r; parai=1,2,...,n.

Analisemos alguns casos particulares importantes.

(1) r; > r para qualquer i € {1,2,...,n}:

E evidente que, neste caso,

Z?(rl,rg,...,rn) = A"

6:(’/“1, Ty T‘n) = Un
(pois |A;| = 0 para qualquer 7).

(2) rm=rg=-=rp,=1n>nr

E também evidente que, neste caso,

Al(ry, e, rn) = A”

U:(rl,rg, coyn) = CL

Aplicando aqui a férmula acima obtida pelo Principio da Inclusdo-Excluséao,

obtemos a identidade

T

n n
n _ nm+r—1 n+r—3 n+r—>5
Ccn=Cr =y Oy ot -
=1 i,j=1
i<j
Em particular, para r = 3, segue

Cy = Cy™? —nCy = C§*2 —n?,

(3) ri+ro+---+mr, =7 (ou seja, cada elemento a; aparece exactamente r; vezes):

. —~n . s . . ~ ,
Obviamente C (r1,72,...,7,) = 1 pois a inica combinagao é
{ai,...,a1,a2,...,a2,...,Gn,...,an}.
T, VezZes  ry vezes Tn VEZES

Quanto aos arranjos temos:
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5.8. Proposicao. Sejar=ry+ro+---+r,. Entdo
7!

—n
Ar (7,1’742, . 77'71) - m

Demonstracao. Em cada um destes arranjos haverd r; componentes iguais a
a;, para cada ¢ € {1,2,...,n}. Para conté-los, observemos primeiro que os r;
objectos a; podem ser colocados em r posigoes de C7 modos distintos, deixando
r — r1 posicoes livres. Seguidamente, os ry objectos as podem ser colocados
nessas posicoes livres de C7 " modos distintos, deixando r — r; — 7o posigoes
livres. Continuando a colocar os objectos as,...,a, veremos que o numero de

hipoteses para a,, serd

r—T1—To——Tp_1
Cr. .
Entdo, pelo Principio da Multiplicacao, A, (ry,r9,...,7,) é igual a
r r—1r1 T=T1—T2——Tn-1
Cr, x Cr™ x - x O
que, por sua vez, é igual a
7! (r—mr)! (r—=r—rog—---—mrp_1)!
>< e
r!(r—r)! T rl(r —ry —1rg)! ral(r—ry —rg — o — 1)l
ou seja, a
7!
rilrl. el

poisr—ry —r9 — - — 1y =0. [

Exemplo. O nimero de palavras diferentes que se podem formar com as letras
da palavra COMBINATORIA é

-9 12!
A12(1> 27 17 17 27 17 21 17 1) = 219191 .
Quanto ao numero Zf(rl,rg, ...,Tpn), DO caso geral ndo se conhece nenhuma foér-
. . . s e ’ N
mula simples. Se seguirmos o raciocinio usado para o célculo de C, (ri,72,...,75),

através do Principio da Inclusdo-Exclusdo, denotando por A; o conjunto dos arranjos

com repeticao de n elementos r a 7, onde o elemento a; aparece pelo menos r; + 1

vezes, obtemos:

—n—1 —n—1 —n—1
Cr XA 4+ 0L o x A o4+ Crx A+ ser>r+1

r

|Ai| =

0 ser <r;i+1,
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—n—1 .
(a parcela CJ. ,; x A,_,. _; corresponde aos arranjos em que a; aparece exactamente

ri + 1 vezes, a parcela C. 5 X Z::Tli_g corresponde aos arranjos em que a; aparece
exactamente r; + 2 vezes, etc.)

O célculo de |A; N A;j| tem um aspecto ainda mais complicado; é igual a zero caso
r <r;+7rj+2mas éigual a

—n—2

r r—r;—1 —n—2 r—r;—1
ri+1 X (er+1 x Ar—ri—r]-—2 + er+2 x Ar—ri—rj—3 +o Tt 1) +

+ Cye *(CIi2x A+ O X A 1)

T=ri—Tj— T=Ti—Tj

. ’ —n .
caso r > r; + r; + 2. Isto torna a escrita da férmula para A, (r1,re,...,r,) muito
fastidiosa e nada agradavel.

. , , . —n .
Uma alternativa a este método serd determinar A, (ry,r2,...,7,) a partir do caso

particular (3), usando o Principio da Adigao:

ZZ(Tlar%”-vrn) = Z Z?(Sl,SQ,...,Sn)

s1+sg+-tsp=r
s <r;Vi

_ Z r!

s1lsal. .. sp!

51+32+“'+Sn27‘
SiSTiVi
onde o somatdrio é estendido a todos os n-uplos (s1, s2,...,s,) de inteiros nao nega-
tivos tais que s1+ Sso+ -+ s, =res; <r;parat=1,2,...,n.

Observagoes. (a) No caso particular (1), ou seja, quando r; > r para qualquer

i€{1,2,...,n}, esta férmula diz-nos que

— 7!
Al (ri,re, ... ) = Z

silsol s !
81482+ +8p=r S1189:..., Sp!
> '
s1+8o+-+sp=r 51,825-..,5n

= (Q1+1+4---+1)
—_—— —

n

= ’)’Lr

= A

r

(b) No caso particular (2), quando r1 =19 = ... =1, = 1, esta férmula diz-nos que

—n
A, (ri,re, . ) = Z il
s1+sg+-tsnp=r
5;<1Vi

— n
= C'xrl

= A
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(c) Finalmente, no caso particular (3) em que r1 + ro + --- + r, = r, esta férmula

diz-nos imediatamente que

—n r!
A (r1,m2, .. Ty) = T
como provamos na Proposicao 5.8.
Exemplo.
—3 —3 —3 —3 —3 —3
A6(27 37 4) = A6(07 27 4) + A6(07 37 3) + A6(17 17 4) + A6(17 27 3) + A6(17 37 2) +
FAD(2,0,4) + A0(2,1,3) + A0(2,2,2) + An(2,3,1)
6! 6! 6! 6! 6!
= 2o Tam T g T o T o

= 30+ 20+ 240 + 30 + 90 = 410.

E possivel ainda encontrar uma solucao mais simples para este problema usando

as técnicas das fungoes geradoras (a estudar no dltimo capitulo).

Exercicios

5.1 No estranho estado da Poldavia, numa recente campanha eleitoral, os diversos partidos

concorrentes fizeram, ao todo, 7 promessas aos eleitores. Sabendo que

(a) todos os partidos prometeram alguma coisa,

(b) n&o houve dois partidos a fazerem as mesmas promessas eleitorais,

(¢) quaisquer dois partidos fizeram pelo menos uma promessa comum,
quantos partidos, no méximo, concorreram as eleigoes?

5.2 Quantos nuimeros de telefone com 9 algarismos se podem criar, de modo que o iltimo

nao seja nem 1 nem 07
5.3 Quantos numeros de 3 algarismos se podem formar com os algarismos 1,2,3,4,5,6:
(a
(b
(c
(d

) sem repetigdo de algarismos?

) podendo haver repeticao de algarismos?

) de modo que sejam pares?

) de modo que sejam pares e constituidos por algarismos distintos?

5.4 Com as letras X,Y e Z considere os arranjos onde X aparece no maximo duas vezes, Y
aparece no maximo uma vez e Z aparece uma ou duas vezes. Qual é o nimero desses
arranjos com:

(a) 5 elementos?

(b) 3 elementos?



5. Combinagédes (e arranjos) com repeti¢cdo 54

5.5 (a) De quantas maneiras é possivel que todos os 41 alunos de uma turma tenham notas

(arredondadas as unidades) entre 9 e 137
(b) Quantas dessas maneiras correspondem a 100% de aprovagoes?

(¢) Nas condigoes da alinea (a), quantos alunos se pode garantir que terdo a mesma
nota?

5.6 Quantas sequéncias podem ser formadas com todas as letras da palavra FINITA:

no total?

(a
(b

)
) que comecam em A e terminam em I?
(¢) que comecam em A e terminam em F?
(d) que possuem as trés vogais juntas?
5.7 Mostre que a féormula obtida na Proposicao 5.8 ainda é valida se houver indices i €
{1,2,...,n} tais que r; = 0.

5.8 (a) Qual é a probabilidade p(n) de, entre n pessoas, existirem pelo menos duas que

fagam anos no mesmo dia?

(b) Escreva uma tabela com os valores (aproximados até as centésimas) de
p(5),p(10), p(15), p(20), p(25), p(30).

. 1
(c) Qual é o menor valor de n tal que p(n) > 57

(d) Quando é que p(n) > 0.997



6. Particoes

6.1. Problema. Pretendemos distribuir 9 alunos por 3 grupos (3 alunos em cada
grupo). O primeiro grupo, G1, vai discutir um problema sobre o Principio da Inclusdo-
-Exclusdo, o sequndo grupo, Go, vai discutir um problema sobre o Teorema Multino-
mial e o terceiro grupo, Gs, vai discutir o Problema de Fibonacci. De quantas maneiras

diferentes podemos fazer a distribuicdo?

Temos CF hipéteses de escolher o primeiro grupo. Uma vez escolhido Gy, os
restantes 6 alunos podem ser distribuidos por G2 e G3 de C§ maneiras diferentes, pois
o0 terceiro grupo fica implicitamente definido pela escolha de G; e Gs. Pelo Principio

da Multiplicacao podemos concluir que a distribuicao pode ser realizada de

9
C§XC§:<333>

modos diferentes.

6.2. Problema. Pretendemos distribuir 9 alunos por 3 grupos (3 alunos em cada
grupo). S6 depois de formados € que o0s grupos escolherdo o trabalho a realizar. De

quantas maneiras diferentes podemos fazer a distribuicdo?

Enquanto que no Problema 6.1 os grupos estavam definidos a priori, implicando,

por exemplo, que a distribuigao
G1 ={a1,a2,a3}, Go = {as, a5, a6}, Gz = {ar,as,a9}

seja diferente da distribuicao

Gy ={a4,a5,a6}, G2 = {a1,a2,a3}, G3 = {ar,as, a9},

em 6.2 estas duas distribuicoes vao ser equivalentes porquanto, neste caso, sao os
elementos que se escolhem para cada grupo que vao definir o grupo (o trabalho que
os alunos ay, az, ag realizarao conjuntamente sera independente do facto de formarem
G1, G ou G3).

E evidente que podemos agrupar as distribuigoes do Problema 6.1 em classes, cada
uma das quais com tantas distribuigoes quantas as permutacoes dos 3 grupos (ou
seja, 3! = 6), tais que distribuigbes na mesma classe sejam equivalentes no sentido
do Problema 6.2 e distribuigoes em classes diferentes continuem a ser distribui¢oes
diferentes no sentido de 6.2. Isto diz-nos que a resposta ao Problema 6.2 é

Cf x C§
3

95
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O tipo de distribuigao descrita nestes dois problemas é um exemplo de particao de um
conjunto S em r subconjuntos. O que diferencia um do outro é o facto de no primeiro
a ordem dos subconjuntos ser relevante e no outro nao.

Abordemos este tipo de estruturas de um modo geral e sistemético. Seja S um
conjunto com n elementos. J& recorddmos anteriormente que Si,.S9,...,S, é uma
particao de S caso S = |Ji_; S; e S;NS; = ) sempre que i # j. Agora diremos
que uma particao ordenada de S é uma sequéncia ordenada (S, Se,...,S;), onde
S1,52,...,5, formam uma particdo de S. Denotaremos o niimero total de particoes
ordenadas de um conjunto com n elementos em r subconjuntos (sem qualquer restrigao

para o cardinal de cada subconjunto) por PO}'. Se nos restringirmos ao caso em que

cada subconjunto contém um determinado cardinal n; (i = 1,2,...,r), denotaremos
esse ndmero por PO} (ny,na,...,n,).
Uma parti¢ao nao ordenada de S é um conjunto {S1, Se, ..., S, } onde S, Ss, ..., S,

formam uma particao de S. Denotaremos o nimero total de parti¢oes nao ordenadas
de um conjunto com n elementos em r subconjuntos (sem qualquer restrigdo para o
cardinal de cada subconjunto) por P. Se nos restringirmos ao caso em que cada

subconjunto contém um determinado cardinal n; (i = 1,2,...,7), denotaremos esse

nimero por P’ (ni,na,...,ny).

Retomando os Problemas 6.1 e 6.2, é claro que em 6.1 se pede o niimero PO§(3, 3,3),
enquanto em 6.2 se pede o niimero P§(3, 3,3) de partigdes nao ordenadas correspon-
dentes.

O raciocinio utilizado para resolver o Problema 6.1 pode ser imediatamente gene-

ralizado de modo a obtermos PO} (ni,na,...,n,):
6.3. Teorema. Seja S um conjunto com n elementos. O nimero PO} (ni,na,...,n;)
de parti¢oes ordenadas de S em r subconjuntos tais que, para cada i € {1,2,...,71}, 0

i-ésimo subconjunto possui n; elementos (n; € No, ny +ng +---+n, =n) é igual a
n n!
Ny, Mo, ..., Ny nilng! ... n,!

Demonstragao. Poderiamos facilmente obter uma demonstragao deste resultado
estendendo a r subconjuntos o raciocinio usado para resolver o Problema 6.1. Contudo
preferimos apresentar uma outra demonstracao que identifica estas estruturas com
estruturas anteriormente estudadas.

Seja S = {a1,a9,...,a,}. A cada parti¢do ordenada (Si,S2,...,S5,) de S em r
subconjuntos, tendo cada S; exactamente n; elementos, podemos fazer corresponder

uma e uma so sequéncia ordenada de n componentes, escolhidas entre os elementos do
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conjunto {1,2,...,r} de tal modo que a i-ésima componente seja j se e s6 se a; € S;j.
Deste modo estabelecemos uma aplicacao bijectiva entre o conjunto das particoes

ordenadas de S em r subconjuntos, nas condicoes dadas, e o conjunto dos arranjos

com repeticao dos elementos do conjunto {1,2,...,7}, nan, ondecadai € {1,2,...,r}
aparece repetido n; vezes e >.1_{n; = n.
. , 37T . s o.
Como vimos em 5.8, o nimero 4, (n1,ng,...,n,) destes arranjos é igual a
n
|
N1, N2y ..., Ny

Este resultado é mais um exemplo da importancia dos nimeros multinomiais.

Como ja observamos, no Problema 6.2 as partigoes nao ordenadas sao diferentes
das respectivas particoes ordenadas. Nem sempre assim acontece. Suponhamos que
em 6.1 e 6.2 os grupos devem ter 2, 3 e 4 elementos respectivamente. Esta ligeira
alteracao implica as seguintes alteracoes nas solugoes dos dois problemas:

Em 6.1 a solugao é agora

9

Bx =, 3

Por outro lado, a solucao de 6.2 serd também

9

Bx =y,

Isto pode parecer a primeira vista surpreendente; contudo, como veremos ja de
seguida, acontece sempre que quaisquer dois subconjuntos na particao tém cardinais

diferentes. Consideremos o caso geral em que
T
n= Zni,ni € Ny e n; # nj sempre que ¢ # j.
i=1

Em cada particao nao ordenada de um conjunto com n elementos em r subconjun-
tos, subconjuntos estes tais que existe exactamente um de cada um dos cardinais

ny,na,...,N,, isto é,
{Sil:i=1,2,....r} ={n;:i=1,2,...,r},

podemos ordenar os conjuntos e reescrever os seus indices de modo a que |S;| = n;
para cada i. Deste modo, estamos a fazer corresponder a cada particdo nao ordenada

de um conjunto com n elementos em 7 subconjuntos S, .59,..., S, tais que

{|SZ":i:l,Q,...,T}:{ni;i:1727"_77~},
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uma partigao ordenada desse conjunto em r subconjuntos S1, So, ..., S, tais que |S;| =
n; para cada ¢. Uma vez que os numeros ni,ns,...,n, sao distintos dois a dois, esta
correspondéncia é uma bijecgao, o que explica porque é que neste caso os dois tipos
de particoes correspondem.

Caso contrario, se existem pelo menos dois conjuntos na particdo com cardinais
iguais, ja os dois tipos de particao diferem; por exemplo, se n1 = no, as partigdes orde-
nadas distintas (S, S2,S3,...,Sy) e (52,51, 53, ...,S,) corresponde a mesma partigao
nao ordenada {Si, S2,S3,...,5:}.

6.4. Teorema. Seja S um conjunto com n elementos. O numero de particées ndo
ordenadas de S em r subconjuntos tais que, para cada i € {1,2,...t}, r; de entre eles
possuem n; elementos (r; € Ng, n; € No, n; #nj parai # j, ri+ro+---+r, =7,

ring +rong + - -+ rng =n) € igual a

n!
ri!(ny!) irgl(ng!)r2 -yl (gt

Demonstragao. Consideremos o conjunto de todas as partigoes ordenadas de S em r
subconjuntos tais que os primeiros r; subconjuntos contém n; elementos, os seguintes
ro subconjuntos contém n9 elementos, e assim sucessivamente, até aos dltimos r; sub-

conjuntos que contém n; elementos cada um. Pelo teorema anterior existem

n!

(TLI!)” (nz!)TQ .. (nt!)m

particoes destas. Cada uma delas pode ser obtida em dois passos:

(1) Construindo uma partigdo nao ordenada de S em r subconjuntos tais que, para

cada i € {1,2,...,t}, r; de entre eles possuem r; objectos;
(2) Reordenando esses subconjuntos de modo a obter a parti¢ao ordenada desejada.

O numero de maneiras diferentes de realizar o passo (1) é o que queremos de-
terminar. O passo (2) pode ser realizado em 7!rg!...r! modos diferentes, uma vez
que podemos colocar os subconjuntos de cardinal n; nas primeiras ry posicoes, de ry!
maneiras diferentes, os subconjuntos de cardinal ns nas seguintes ro posicoes, de ro!
maneiras diferentes, e assim sucessivamente.

Concluindo, o nimero de maneiras de realizar o passo (1) é igual a

n ) n!
TR T Y0 I ) L o) LER TV n!

riirel . 1yl rilral .oyl () irel(ng!) 2 - -yl ()™
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Observe que, no caso ry = 19 = -+ =1 = 1, t é igual a r e a férmula de 6.4
reduz-se a de 6.3, o que torna a confirmar como nesse caso os dois tipos de particoes
coincidem.

Consideremos novamente os Problemas 6.1 e 6.2, mas suponhamos desta vez que
os trés grupos poderao conter qualquer nimero de elementos entre 0 e 9 (inclusivé).
De quantas maneiras pode ser feita a distribuicao?

Quanto a 6.1, o que se pede agora é o nimero POY; fazer uma distribui¢io dos 9
alunos aj,as,...,ag por trés grupos G, Gs, G3 corresponde a escolher para cada a;
o indice j do grupo G; a que a; vai pertencer (i € {1,2,...,9}, j € {1,2,3}). Por

exemplo, a distribuicao
Gi1={a1,a5}, G2 ={az,a4,a7,a9} G3={a3,a6,as}
corresponde o arranjo com repeticao
123213232,
pois

Aluno ‘al as a3z a4 as ag a7y ag Qg
Grupo |1 2 3 2 1 3 2 3 2

Como, para cada a;, temos 3 hipoteses diferentes de escolher o indice j, é claro que
teremos, pelo Principio da Multiplicagdo, PO} = 3° maneiras distintas de realizar a
distribuicao.

Este raciocinio pode ser imediatamente generalizado a n estudantes e r grupos:

6.5. Teorema. O numero PO} de particoes ordenadas de um conjunto com n

elementos em r subconjuntos € igual a r™.

Demonstragao. Seja S = {ai,as,...,an}. A cada partigdo ordenada (S1, Sa,...,Sr)
de S em r subconjuntos podemos fazer corresponder uma (e uma s6) sequéncia orde-
nada de n componentes, escolhidas entre os elementos do conjunto {1,2...,r} de tal
modo que a i-ésima componente seja j se e s6 se a; € 5. Estabelecemos deste modo
uma correspondéncia bijectiva entre o conjunto das parti¢bes ordenadas de S em r
subconjuntos e o conjunto dos arranjos com repetigao dos elementos de {1,2,...,7}, n
a n. Logo o nimero de particoes ordenadas de S em r subconjuntos é igual a Z:l ="

Podemos assim concluir que as particoes ordenadas correspondem aos arranjos com

repeticao estudados no capitulo anterior.
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E quanto a nova versao do Problema 6.2, isto é, o cédlculo de P39 e, mais geralmente,
n
P?

6.6. Teorema. O numero de particoes ordenadas de um conjunto com n elementos

em 1 subconjuntos nao vazios (r < n) é igual a

T

TP = (-1)'Cf(r — i)™

i=0
Demonstragao. Seja X o conjunto de todas as parti¢oes ordenadas (S1,So,...,Sy)
de S em r subconjuntos. Para cada i € {1,2,...,r} diremos que a parti¢ao
(S1,52,...,5)

é i-vazia caso S; = (). Denotemos por A; o conjunto das particoes de X que sao i-
vazias. E evidente que |[A1 N Ay N---N A, é o nimero que procuramos. Mas, pelo
teorema anterior, | X| =", |[A;| = (r — 1)", |4; N Aj| = (r —2)" para i # j e, mais
geralmente,

|[A;, N A, N N A = (r— k)"

para quaisquer i1,1o,...,%; distintos dois a dois. Logo, pelo Principio da Inclusao-
-Exclusao,
T
|AiNAsn---N A :Z(—l)iCZ(r—i)”. "
i=0

Observe (Exercicio 4.6) que o nimero 7" coincide com o nimero de fungdes so-

brejectivas de um conjunto com n elementos num conjunto com r elementos (r < n).

6.7. Corolario. O numero de particoes ndo ordenadas de um conjunto com n ele-

mentos em r subconjuntos ndo vazios € igual a %Tﬁ

Demonstragcao. Basta observar que o nimero destas particoes nao ordenadas se obtem
por divisdo do nimero de particoes ordenadas correspondente por r!, uma vez que,
como ja sabemos, cada particdo nao ordenada possui r! copias quando as partigdes se

tornam ordenadas. n

Os numeros

sao habitualmente denotados por

e s&@o chamados numeros de Stirling de seqgunda espécie.
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Decorre imediatamente de 6.7 que:

6.8. Corolario. O niumero de particdes nao ordenadas de um conjunto com n

elementos em subconjuntos ndao vazios € igual a > ;—; S} ]

Os numeros
n
n
i=1

chamam-se niumeros de Bell ou nimeros exponenciais. Portanto, o nimero de Bell
B, esta para os numeros de Stirling de segunda espécie assim como 2" estd para os
coeficientes binomiais (recorde a observagao (1) sobre o Triangulo de Pascal).

Finalmente, temos:
6.9. Corolario. O ndmero P de parti¢coes nao ordenadas de um conjunto com n
elementos em r subconjuntos € igual a > ;_; S}

Demonstracao. Basta observar que o conjunto destas particoes é a reuniao disjunta
dos conjuntos Ag, A1, ..., A,_1, onde A; denota o conjunto das parti¢oes nao ordenadas
de um conjunto com n elementos em 7 subconjuntos sendo ¢ deles vazios, ou seja, das
particoes nao ordenadas de um conjunto com n elementos em r — i subconjuntos. Por

6.7, |A;| = S;'_,, pelo que esta reuniao tem cardinal igual a
r—1 r
Z S;L—z‘ = Z Sin . n
i=0 i=1
Podemos agora concluir que a resposta a nova versao do Problema 6.2 é, no caso
de admitirmos grupos vazios,

S + 89+ 53 =1+ 255 + 3025 = 3281

e, caso contrario,
S9 = 3025.

Os numeros de Stirling de segunda espécie verificam uma propriedade andloga aos

coeficientes binomiais:
6.10. Proposicao. Sejam n,r € IN tais que 1 < r < n. Entdo

SP =S4 (r+1)S5 .

T

Demonstragao. O conjunto das particoes nao ordenadas de

S = {al,ag, oo 7an+1}
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em 7 + 1 subconjuntos nao vazios é a reuniao disjunta dos conjuntos, respectivamente,
das partigoes nao ordenadas de S em r + 1 subconjuntos, de modo que a,+1 esteja
sozinho num desses subconjuntos, e das particoes nao ordenadas de S em 7+ 1 subcon-
juntos tais que a,41 nao esteja sozinho em qualquer desses subconjuntos. Claramente
o primeiro conjunto tem cardinal S}'. Como existem r + 1 maneiras diferentes de colo-
car ap4+1 num dos 7 + 1 subconjuntos das particoes nao ordenadas de S\ {an+1} em

r + 1 subconjuntos, o segundo conjunto tem cardinal igual a (r 4 1)S}', ;. Dai

T

S =S+ (r+1)S. "

Analogamente ao caso dos coeficientes binomiais, a identidade de 6.10 permite-
-nos construir imediatamente o Triangulo de Stirling de segunda espécie, sabendo que

' =S =1 para qualquer n € IN:

n|sp sy sy s sp Sp o Sp sy Sy Sy
1 1

211

311 3

41 1 7 6 1

5| 1 15 25 10 1

61| 1 31 90 65 15 1

711 63 301 350 140 21 1

8| 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9| 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

10| 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

As somas dos elementos em cada linha dao-nos os ntiimeros de Bell:
1,2,5,15,52,203,877,4140,21147,115975, 678570, 4213597, . ..

Observacao. Existe outra interpretacao combinatorial para o nimero S;': qualquer
nimero que seja o produto de n factores primos distintos pode ser escrito como um

produto com r factores de S;' maneiras diferentes.

Uma outra forma habitual de enumerar os niimeros de Stirling de segunda espécie
e os numeros de Bell é através de diagramas representando os diferentes modos de
particionar conjuntos, onde uma aresta liga elementos no mesmo subconjunto e um

ponto representa um subconjunto singular:
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Numeros de Stirling de segunda espécie:
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53 =90
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Niumeros de Bell: B3 =5
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Numeros de Bell: Bg = 203
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Exercicios

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5
6.6

6.7

6.8

6.9

Demonstre o Teorema 6.3 por inducao sobre o niimero r de subconjuntos.

Dé um exemplo de conjuntos finitos A, B com |A|,|B| > 4 e uma funcédo f : A—B tal

que:
a
b

(c
(d

(a) f nao é injectiva nem sobrejectiva;
(b) f é injectiva mas nao é sobrejectiva;
) f é sobrejectiva mas nao é injectiva;
) f é sobrejectiva e injectiva.
Seja A ={1,2,3,4} e B={1,2,3,4,5,6}.
(a) Quantas fungdes de A para B existem? Quantas delas sdo injectivas? E quantas
sao sobrejectivas?
(b) Quantas fungoes de B para A existem? Quantas delas sdo sobrejectivas? E quantas

sdo injectivas?

De quantas maneiras podemos distribuir 9 brinquedos por 3 criancas de modo que cada

uma receba 3 brinquedos?
. . o ’ (6n)! . . .
Sendo n um inteiro positivo, mostre que o niimero SICHLI mteiro.
De quantas maneiras diferentes podemos colocar 5 velas de cores diferentes em:

(a) 3 bolos de cores diferentes?

(b) 3 bolos iguais?
12 bolas numeradas de 1 a 12 sdo distribuidas por 4 caixas A, B, C' e D. De quantas
maneiras podem ser feitas essas distribuicoes se:

(a) A ficar com 5 bolas, B com 3, C com 1 e D com 37

(b) Cada caixa ficar com 3 bolas?

(c) Duas caixas ficarem vazias e as outras duas com 6 bolas cada?

Determine a probabilidade de exactamente s caixas ficarem vazias, quando n objectos

diferentes sao distribuidos por r caixas diferentes.

Um autocarro ao servico de uma empresa sediada em A efectua todos os dias o percurso
A—B—C—D—FE para levar a casa os seus 20 funciondrios, fi, fo,..., f20, moradores
nas zonas B,C,D e E.

(a) Qual é a probabilidade de identificar as zonas das moradias destes funciondrios,
com uma s6 tentativa, sabendo que na zona B apenas moram os funcionarios

fi,..., fs e na zona C apenas moram os funciondrios fg,..., fio?

(b) E no caso de s6 se saber que os funciondrios fi,..., fs moram na zona B e o0s

funciondrios fs, . .., figp moram na zona C?
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6.10 Prove que, todo o numero que seja o produto de n factores primos distintos, pode ser

escrito como um produto de r factores, de S;* modos distintos.

6.11 Mostre, por inducao sobre n, que

n

n+m+1 __ - am—+i

Sy = E 18T
=0
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7. A Tabela dos doze caminhos

O que vimos nos capitulos anteriores permite-nos obter, & laia de conclusao, a chamada
Tabela dos doze caminhos, onde encontramos resumidas as solugoes para um problema
combinatorial muito importante (importante porque, no fundo, tipifica muitos dos

problemas de contagem mais comuns):

“Quantas funcoes ha de um conjunto X (com n elementos) num conjunto Y (com

r elementos)?’
Analisemos o problema em todas as suas possibilidades:

(1) Podemos admitir trés possibilidades quanto ao tipo de fungdo a considerar:

funcoes injectivas, sobrejectivas ou quaisquer.

(2) Podemos identificar funcoes diferentes como sendo a mesma. Aqui as situagoes
variam conforme olhemos para os objectos de X e Y como elementos distinguiveis
ou indistinguiveis entre si. Por exemplo, se X = {a,b,c,d} e Y = {1,2,3},

consideremos a funcao

f: X — Y
a +— 1
b — 2
c — 3
d — 3

que pode ser vista como uma maneira de colocar quatro bolas, etiquetadas de a

a d, em trés caixas, numeradas de 1 a 3:

@ ® © @

1 2 3

Se considerarmos os elementos de X indistinguiveis, qualquer funcao que coloque
uma bola na caixa 1, uma bola na caixa 2 e duas bolas na caixa 3 é equivalente

a f. E o caso da distribuicao

® @ @ ©
1

[\
w

que corresponde a funcgéao

N Y
LT
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Em ambos os casos a distribuicao é a mesma:

O O O O

1 2 3

Outra possibilidade consiste em considerar os elementos de Y indistinguiveis.
Neste caso, a funcao g ja nao é equivalente a f, uma vez que g nao coloca as

bolas ¢ e d na mesma caixa. Um exemplo de funcao equivalente a f neste caso é

N Y
A

correspondente a

© @

1

®
S)

\V)
w

(Se apagarmos os nimeros da caixas ficamos com a mesma distribuigao em h e

f)

Em conclusao, temos ao todo doze possibilidades de interpretar este problema. Na
seguinte tabela, chamada Tabela dos doze caminhos, indicamos a solugao para cada um
dos casos; todos, com excepgao do primeiro e terceiros na tltima linha (que veremos

em seguida), foram resolvidos nos capitulos anteriores):

H f qualquer ‘ f injectiva (r > n) ‘ f sobrejectiva (r < n) ‘
elementos X dist.
elementos Y dist. A = PO =" A " =rlSt
elementos X indist.
elementos Y dist. C =crtr-t cr crt
elementos X indist.
elementos Y dist. pPr=>"_,S! 1 Sp
elementos X indist.
elementos Y dist. pr(n+r7) 1 pr(n)
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E ébvio que no terceiro caso da ultima linha, a solucao é dada pelo nimero p,(n) de
particoes do niimero n em exactamente r parcelas positivas, sem atender a ordem das
parcelas (as chamadas r-parti¢oes numéricas de n. No caso geral, ndo necessariamente
sobrejectivo, a solugao corresponde ao nimero de maneiras de decompor o ntimero n

como soma de r ou menos parcelas, isto é,

pi(n) +pa(n) + -+ + pr(n).

7.1. Proposicao. Para 1l <r <mn, tem-se p,(n) =p,—1(n — 1)+ p.(n —1r).

Demonstragao. Sejan = ni+ns+---+n, uma particao de n em r parcelas positivas.
Se nao ocorre a parcela 1 entao n—r = (n; —1)+(n2—1)+-- -+ (n, —1) é uma particao
do ntmero n —r em r parcelas positivas. Reciprocamente, se n—r =a1+as+---+a,
é uma r-particao de n—r entao n = (a1 +1)+(ag+1)+- - -+ (ar +1) é uma r-partigao
de n onde nao ocorre a parcela 1. Assim, o nimero de r-particoes de n sem a parcela
1 corresponde ao nimero p,(n — 7).

Por outro lado, qualquer r-particao de n contendo pelo menos uma parcela igual
a 1 é determinada pela particado do ntimero n — 1 que dela resulta pela omissao dessa
parcela. Assim, o niimero de r-particoes de n com pelo menos uma parcela igual a 1

corresponde ao nimero p,_1(n — 1). "

7.2. Coroldrio. pi(n)+p2(n)+---+p.(n) =p.(n+7).

Demonstragcao. Inducao sobre n. ]

Alternativamente, este corolario pode ser demonstrado directamente, usando os
chamados diagramas de Ferrers para representar diagramaticamente as particoes nu-
méricas. Basta para isso observar que cada r-particao do ntimero n + r pode ser

representada pelo diagrama

__. L] [ ] [ ]
[ ] (] [ ] [ ]
n
(]
[ ]

(onde as diversas parcelas da partigao estdo ordenadas de cima para baixo, a comegar
pela parcela maior, e cada parcela estd representada numa linha com o niimero apro-
priado de pontos) e que, apagando a primeira coluna, obtemos uma partigao de n em

r, ou menos, parcelas,
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0 que mostra que existe uma correspondéncia bijectiva entre as r-partigoes numéricas

de n + r e as partigoes numéricas de n em r, ou menos, parcelas.

Exercicios

7.1 Apresente uma justificagdo breve para cada uma das entradas na tabela dos doze cami-

nhos.
7.2 Sejam [n] = {1,2,...,n} e [m] ={1,2,...,m}. Determine:
(a) O numero de fungdes estritamente crescentes de [n] para [m].

(b) O ntimero de fungdes crescentes de [n] para [m].
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No Exercicio 1.2 da Introducao observamos que o ntimero f(n) de coberturas
perfeitas de um tabuleiro com 2 X n quadriculas satisfaz a relacao f(n) = f(n —1) +
f(n—2) (n=3,4,5,...). Esta relacao, conjuntamente com os valores iniciais f(1) =1
e f(2) = 2, determina univocamente a sequéncia dos nimeros de coberturas perfeitas
(), 12), F3), ..

A sucessao de Fibonacci fi, f2, f3,... do problema (B4) da Introdugao também
é definida pela relagdo f, = fn—1 + fa—2 (n = 3,4,5,...), mas desta vez sujeita as
condigoes iniciais f; = fo = 1. Como f(n) = f,4+1 para cada n € IN, a solugao de um
destes dois problemas permitir-nos-a imediatamente obter a solucdao do outro.

Consideremos uma sucessao (infinita) de elementos de um conjunto S,

u: INg — S

n  +— u(n).

O valor u(n) costuma representar-se simplesmente por u, e é frequente apresentar

uma sucessao dispondo sucessivamente as imagens da aplicacao u:
Up, U1, U2,y - - . -

Muitas vezes uma sucessao ¢ dada mediante a indicagdo do que se chama o seu
termo geral, ou termo de ordem n (por exemplo, u, = n?, u, = sin2"/(n + 1),
ete.). E uma situacao cémoda pois, além de nesse caso ser possivel calcular sem
grandes problemas qualquer termo da sucessao, o estudo de vérias propriedades (como
a monotonia, convergéncia, etc.) fica muito facilitado.

Usaremos a notacao (u,) para nos referirmos a sucessao ug, ui, uz, . . ..

Como vimos nos exemplos acima, nem sempre uma sucessao € definida por in-
dicacao do seu termo geral, mas sim por uma relagdo de recorréncia: sao dados uns
tantos termos iniciais da sucessao, ug, uy, ..., us_1, € cada um dos seguintes determina-
-se a partir dos k£ anteriores por intermédio de uma relacao que permanece invaridvel,
up = f(uo, U1, ..., up—1), Ug+1 = f(ui,ug,...,ug), etc. Estas sdo as chamadas relagoes
de recorréncia para a sucessao (u,). Ao nimero k chama-se ordem da relagao de
recorréncia.

Uma sucessao diz-se uma solu¢do de uma relagao de recorréncia se os seus termos
satisfizerem a relacdo. De entre todas as relagoes de recorréncia destacam-se, nao sé
pela sua simplicidade mas também pela frequéncia com que ocorrem, as relagoes de

recorréncia lineares homogéneas com coeficientes constantes. Sao as do tipo
Up = A Up—1 + AQU[—2 + -+ + agUp— (> k)

com aj,as,...,a; constantes.

75
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Exemplos.

(a) As progressoes geométricas satisfazem uma relacdo de recorréncia homogénea

linear de primeira ordem:

Up = aUp—1 (n>1).

(b) As progressoes aritméticas podem ser vistas como sucessoes satisfazendo relagoes

de recorréncia homogéneas lineares de segunda ordem:

De uy,_1 = up_9+h e uyp = u,_1 + h obtem-se, subtraindo a primeira identidade
da segunda,

Up = 2Up—1 — Up—2.

(c) A sucessao de Fibonacci satisfaz uma relacao de recorréncia homogénea linear

de segunda ordem.

Como em muitos problemas combinatoriais a solucao aparece formulada em termos
de uma relagao de recorréncia, torna-se imperativo saber manipula-las e conhecer
métodos que permitam obter uma férmula explicita para o termo geral da respectiva
sucessao.

Consideremos entao o problema da determinacdo do termo geral de uma sucessao
definida por uma relagao de recorréncia. Convird desde ja avisar que nao existem
métodos gerais que nos permitam resolver todas as relagoes de recorréncia. Uma
estratégia possivel (“ingénua”) serd calcular um nimero razoavel de termos e tentar
intuir a lei de formacao do termo geral, que pode depois ser confirmada pelo método
de inducao matematica. Com esta estratégia, algumas tentativas, mesmo em casos
simples, mostrarao que nao se trata de tarefa facil.

Por exemplo, no caso das relagoes de recorréncia lineares de primeira ordem, temos
w = aug, us = au = a>ug, etc., sendo facil ver que, para qualquer n > 1, u, = a™ug.
Estd assim encontrado o termo geral neste caso. No entanto, para as de segunda

ordem, dados u; e uy e duas constantes a e b, temos:

us = auj + bug
uz = aug +buy = (a2 + b)ui + abug
uy = auz+bug = (a® + 2ab)us + (a®b + b*)ug

Nao é facil descortinar aqui uma lei de formagao que permita conjecturar o que devera
ser u, em funcao de n,a, b, ug e ui. E claro que para as sucessoes recorrentes lineares

de ordens superiores a situacao serd ainda pior.
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Curiosamente, como veremos, o caso das relagoes de recorréncia lineares homo-
géneas com coeficientes constantes é tratavel de uma forma sistemética, embora as
técnicas existentes se possam revelar muito trabalhosas na préatica. Este método é com-
pletamente andlogo ao usado para resolver equacoes diferenciais lineares homogéneas
com coeficientes constantes. Apesar de ser um método indirecto e pouco natural, é
elegante e engenhoso.

Restringemo-nos entao a classe das relagoes de recorréncia lineares homogéneas

com coeficientes constantes, isto é, das relactes de recorréncia da forma
Up = AQUp—1 + AQUp—2 + -+ apup_ (M=kk+1,...) (%)

onde ai,as,...,a; sdo constantes. Podemos sempre supor que ar # 0 pois, caso
contrario, a relacao reduz-se a uma de ordem inferior. O adjectivo “linear” refere-se
ao facto de todos os valores de u ocorrerem como poténcias de expoente 1, enquanto
que o adjectivo “homogéneo” refere-se ao facto de nao existir termo independente
(constante).

Por exemplo, u, = u2_; + 2u,_2 (n = 2,3,...) nio é linear, enquanto que u, =
3up—14+2 (n =1,2,...) ndo é homogénea. Por outro lado, a relacao u, = (n+2)u,—1+
2up—2 (n = 2,3,...) é linear e homogénea mas nao tem coeficientes constantes (o
primeiro coeficiente n + 2 varia com n).

Associemos a relagao de recorréncia (), a equagao

a2 —ayzh Tl —agah? — ..~ =0,

chamada equag¢do caracteristica de (). Esta equacdo tem k raizes aiq,ag,...,ag,
chamadas raizes caracteristicas de (x). Claro que poderao ser nimeros complexos,

nao todos distintos. Como aj # 0, sao todas nao nulas.

8.1. Teorema. Seja o um nimero complero nao nulo. A sucessdo

2 3 n
Lo a,a’,...;a" ...

¢ solugao da relagao de recorréncia (x) se e s6 se o é uma raiz caracteristica.

Demonstragdo. A sucessao (uy,), onde u, = o™, é uma solugao de (x) se e sé se, para
n >k,

o = alan—l +a2an—2+ _|_akan—k

ou, equivalentemente,

n—k( k k—1 k—2 o ak) = 0.

o o — a1« — as —

Como «a # 0, esta equagdo é ainda equivalente a

of — alakfl — ago/”“*2 — - —ap=0.
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Portanto (a™) é uma solugao de (x) se e s6 se & é uma raiz caracteristica. n
8.2. Coroldrio. Sejam ay,aq,...,ax as raizes caracteristicas de (x). Para quaisquer
constantes cy,ca, ..., CL G sucessao de termo geral

Up = c1af + coaly + -+ - + cpag

¢ uma solugao de (*).

Demonstragio. E um exercicio simples verificar que sempre que (u.), (u2),..., (ul)

s@o solugoes de (%) e c1,ca, ..., ¢, s20 constantes entdo a sucessao de termo geral

Uy = clu,ll + CQUi —+ e+ ctu;
ainda é solucdo de (x) (trata-se do chamado Principio da Sobreposigao, que permite
somar solugoes para obter novas solugdes). Combinando este facto com o Teorema 8.1

obtemos imediatamente 8.2. n

No caso das raizes caracteristicas serem todas distintas podemos obter todas as

solugoes de (x):

8.3. Teorema. Suponhamos que as raizes caracteristicas oy, o, ..., ar da relacdo de
recorréncia (x) sao distintas duas a duas. Neste caso, se uma sucessao de termo geral

un € solugao de (x), existem constantes ci,ca,...,Cr tais que

Up = craf + caay + -+ - + cpag.

Demonstragao. Seja (u,) uma solugao da relacao de recorréncia (*). Uma vez que (),
conjuntamente com os k valores iniciais ug, u1, . . ., ug_1, determinam completamente a
sucessao (uy), bastard provar que existem constantes ¢y, co, .. ., ¢k tais que a sucessao
de termo geral ciaf + cpaf - - - + craf satisfaz (x) e tem como primeiros k elementos
os valores ug, u1,...,ur_1. Pelo Coroldrio 8.2, bastard provar que existem constantes

c1,Co,...,CL tais que

c1+co+...+cp=1uy
Cl] + g + ... + CLOp = Uy

k—1 k—1 k—1
cray] CF ety L FCpOp T = U1
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Trata-se de um sistema de k equagoes lineares com k incognitas. A matriz

1 1 1
aq a9 Qe
k—1 k—1 k—1

deste sistema é uma matriz muito especial, chamada matriz de Vandermonde. O seu

determinante é dado por

k

[ (e — )

ij=1

i<j

(a prova deste facto encontra-se em muitos livros de Algebra Linear). Como as raizes

a1, 009, ..., 0 sao todas distintas, este determinante é diferente de zero. Isto quer dizer

que o sistema possui exactamente uma solucao. [

2_z—1 = 0 darelacio de recorréncia

145
2

Exemplos. As raizes da equacao caracteristica x
satisfeita pelos nimeros de Fibonacci sao o numero de ouro e o seu conjugado

1_7*/5. Entao, pelo Teorema 8.3, os nimeros de Fibonacci sao dados por
1+ V5y\n 1 —V5yn
fn =0 ( 9 ) + CQ( 2 ) ’

para algum par de constantes ¢1 e c2. As condigoes iniciais fi = fo =1 (ou fy =0e

fi = 1) permitem-nos determinar tais constantes. Com efeito,

c1+c=fi=0

(45) e 5) -5

cuja solugao é c¢; = % ecy = —%. Concluindo, os nimeros de Fibonacci satisfazem

a Férmula de Binet2?

he (20 - (52

V5 2 2

Fica assim resolvido o Problema (B4) da Introducao: o nimero de pares de coelhos

)”} (n € No).

existentes na ilha ao fim de n meses era igual a

R e i}

20A expressio do n-ésimo nimero de Fibonacci f,. foi determinada pelo matemético francés

Jacques-Philipe-Marie Binet (1786-1856). Esta férmula foi também obtida independentemente pe-
los mateméticos De Moivre (1667-1754) e Daniel Bernoulli (1700-1782).
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Consequentemente, o nimero de coberturas perfeitas de um tabuleiro 2 x n é igual

1 1+ v5y\n+l 1 —/5y\n+l
EK 2) _(2) }
Consideremos um outro exemplo. Se u, = up—1 + Up—2 (n > 2) com uy = 2 e

u1 = 3, neste caso obtemos ¢; = % ecy = 72\%\/5

24V 14V =24V 1—Byn

tn = \/5< 2 )+ NG ( 2 )
1 /14+vV5\n+3 1 /14 /5\n+3
=) =)

3
pois (1+2\/5) =2+ /5. Esta é a solucdo do seguinte problema:

€

)

Consideremos dois simbolos 0 e 1 e as sequéncias de comprimento n com
eles construidas. Em quantas destas sequéncias ndo aparecem dois zeros

consecutivos?

Se as raizes caracteristicas aq, s, ..., nao forem todas distintas entao
Up = 107 + coay + -+ + cpap (8.3.1)

nao é uma solugao geral da relacao de recorréncia. Por exemplo, a relacao de recorrén-
cia u, = 4u,_1 — 4u,_o tem como equacdo caracteristica 22 — 4z +4 = (z — 2)? = 0.
Neste caso (8.3.1) ¢ igual a

Up = 12" + 22" = (¢1 + ¢2)2" = 2"

onde ¢ = ¢1 4 ¢o é uma constante. Temos entdo uma s constante ¢ e ndao serd sempre
possivel escolhé-la de modo a que os dois valores iniciais u; e ue sejam satisfeitos. Por
exemplo, se ug = 1 e u; = 3 teria que ser ¢ = 1 e 2¢ = 3 o que é manifestamente
impossivel. Portanto u, = ¢2" nao é uma solugao geral daquela relagao (isto é, nem
toda a solucao da relacao de recorréncia pode ser expressa na forma 2" para alguma
constante c).

O teorema seguinte, que nao demonstraremos, diz-nos como determinar uma solu-
¢ao geral das relagoes de recorréncia cuja equacao caracteristica possui raizes repetidas.
A ideia da demonstragdo é a mesma da de 8.3 mas evidentemente mais trabalhosa e
técnica. Pode ser consultada em [3] (p. 103-105).

8.4. Teorema. Sejam ai,qs,...,q; as raizes distintas da equacdo caracteristica da
relagao de recorréncia (%), com multiplicidades, respectivamente, ey, es,...,e;. Uma

sucessao de termo geral u, € solu¢ao de (x) se e sé se existem constantes

C11,C12, - - .,6161,0217622, ce 76262, ey Ct1, G, - - -;Ctet
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tats que

-1
c11 + cion+ -+ + c1e,n )a? +

/N N

—1
c21 + Cc2an + - - + e, ? )043 +
-+

-1
e + con + -+ -+ Ce,n )a?.

N

/

Exemplo. Determinemos a solucao da relacao de recorréncia
Up = —Up—1 + 3Up—2 + DUp_3 + 2up—g (n=4,5,...)

sujeita as condigoes iniciais ug = 1,u; = 0,ue = 1,us = 2. A equagao caracteristica
x4+ 23 — 322 — 52 — 2 = 0 tem raizes —1 e 2, sendo —1 raiz de multiplicidade 3.

Portanto a parte da solucao geral correspondente a raiz —1 é
611(—1)n + clgn(—l)" + 013n2(—1)”,

enquanto que a parte correspondente a raiz 2 é c192". As constantes estdo sujeitas as

condigoes iniciais

c11 + ca1 =1
—C11 — €12 — €13 + 2¢91 =0
c11 + 2c¢12 + 4c13 + 4eon =1
—c11 — 3c12 — 9ci13 4+ 8co1 = 2,
pelo que, resolvendo o sistema, c11 = 7/9, c12 = —1/3, c13 = 0 e o1 = 2/9. Em

conclusao, a solucao é

1 1
Up = g(q)n - gn(-1)" 4 g2 (n e No).

O sucesso deste método depende da nossa capacidade em determinar as raizes da
equacao caracteristica, o que poderd por vezes nao ser possivel. No caso de tal ser
possivel, serd ainda necessario resolver um sistema de equagoes lineares. Se a ordem da
relacao de recorréncia for k, este sistema tem k equagOes com k incégnitas. Portanto
a aplicacao deste método, na pratica, poderd ser muito problematica.

Se a relagdo de recorréncia nao for homogénea ou linear, com coeficientes cons-
tantes, ndo se conhecem métodos para a resolver de uma forma sisteméatica. Com
efeito, exceptuando alguns tipos de relagdes nao homogéneas (como veremos no final

deste capitulo), cada caso tem que ser analisado individualmente. Por exemplo, para



8. Relagdes de recorréncia 82

resolver a relacdo de recorréncia ndo homogénea u, = u,_; + n>, paran = 1,2,...,

sujeita a condicao ug = 0, podemos, por sucessivas iteracoes, obter

3
Up = Up—1+N

= Up2+(n—17>4n?

= w+22+- -+ (n—1)P>+n
= PP4+22 4. 40’

Assim, u,, é a soma dos primeiros n cubos. Podemos determinar uma expressao simples
para esta soma? Usando a relagdo de recorréncia podemos determinar os primeiros

valores de u,, e tentar encontrar um padrao:

u = 1

uy = 14+22=9=3>=(1+2)?

uz = 9+3%°=36=6%=(1+2+3)*

uy = 36+4%=100=10% = (1+2+ 3 +4)>

us = 100+5°=225=15"= (1+2+3+4+5)%

Como )
1+2+3+---+n:@,

podemos conjecturar que

_ n*(n+1)>

e

o que pode ser confirmado pelo método de indugao matematica (Exercicio). Para mais
exemplos veja ([3], p. 106-112).

Para terminar, vejamos que no caso nao homogéneo, em diversos casos, é possivel
uma abordagem sistemética que nos conduza a solucao. Uma recorréncia linear nao
necessariamente homogénea de coeficientes constantes é dada por uma equacao do
tipo

Up = A1Up—1 + A2Up—2 + -+ - + agUp_ + f(N), (8.4.1)

onde o termo independente f(n) é uma funcdo de n que toma valores reais. A uma
recorréncia deste tipo podemos, esquecendo a funcao f, associar a recorréncia ho-
mogénea

Up = A1Up—1 + A2Up—2 + *+ + + QpUp—_f- (8.4.2)

Sera de esperar que as solugoes de (8.4.1) estejam relacionadas com as solugoes de

(8.4.2). De facto, é facil provar que:
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8.5. Proposicao. Seja
Up = G1UR—1 + A2Up—2 + *++ + ApUL—k + f(n)

uma relagdao de recorréncia linear com coeficientes constantes e seja (ay,) uma solug¢ao
desta relagdo de recorréncia. Se (B,) € também uma solugdo dessa relagao de recor-
réncia, entdo a sucessio (vn) = (Bn — an) € uma solug¢do da relagdo de recorréncia
homogénea

Up = A1UR—1 + A2UR—2 + - - + ApUp k.

Reciprocamente, se () € uma solugdo desta relagao de recorréncia homogénea, entdo

a sucessao (Bpn) = (an + Yn) € uma solugdo da relagdao de recorréncia inicial.

Assim, para determinar a expressao geral das solugoes de uma dada relacdo de

recorréncia linear com coeficientes constantes, bastara:

(1) Obter a expressao geral das solugoes (7,) da relagao de recorréncia homogénea

associada;
(2) Identificar uma solugao particular (3,) da relacao de recorréncia dada;

(3) A expressao geral das solugoes (av,) da relagao de recorréncia é dada pela soma
(an) = (ﬁn + 'Yn)'

O passo (1) pode realizar-se pelo método apresentado no caso homogéneo, mas a
realizacao de (2) depende da fungao f envolvida (em geral, ndo hd nenhuma garantia
que (2) se possa efectuar de modo facil; os casos mais simples sdo aqueles em que
f ¢é polinomial ou exponencial). A proposicao seguinte, que nao demonstraremos,

fornece-nos solugoes particulares para os casos mais simples e frequentes.
8.6. Proposicao. Seja
Up = A1UR—1 + A2UR—2 + - + ApUp_f + f(n)
uma relagdo de recorréncia linear com coeficientes constantes, e seja
o — Tl = — a1 — ag ()
a equacgao caracteristica da relagao de recorréncia homogénea que lhe estd associada.

(1) Se f(n) = bA"™ para alguns nimeros reais nio nulos b e \ entdo:

(a) se A nao for uma raiz de (x), existe um nimero real 3, univocamente deter-

minado por b, tal que a sucessdo (BA™) € solugdo da relagdo de recorréncia

dada;
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(b) se A for uma raiz de (x) com multiplicidade m, existe um nimero real [3,
univocamente determinado por b, tal que a sucessao (Bn™A\") é solugdo da

relacao de recorréncia dada.

(2) Se f(n) =bo+bin+---+b.n" para algum nimero natural v > 1 e alguns nimeros

reais by, by, -+, b, com b, # 0, entdo:
(a) se 1 nao for uma raiz de (%), existem nimeros reais By, 31, -, Br, univo-
camente determinados por by, by, - -, b, tais que a sucessdo

(Bo+ Bin+ -+ Bn")

€ solucao da relacdo de recorréncia dada;

(b) se 1 for uma raiz de (x) com multiplicidade m, existem nimeros reais
Bo, 81, -+, By, univocamente determinados por by, b1,---, b, tais que a su-

cessao
(n™(Bo + Bin +--- + Bn"))

€ solucao da relacdo de recorréncia dada.

(3) Se f(n) = bn" A" para algum nimero natural v > 1 e alguns nimeros reais ndao

nulos b e A\, entao:

(a) se X\ ndo for uma raiz de (%), existem nidmeros reais By, 31, -, Br, univo-

camente determinados por b, tais que a sucessao

((Bo+ Bin+--- 4+ Brn")A")

€ solucao da relacao de recorréncia dada;

(b) se A for uma raiz de (%) com multiplicidade m, existem nimeros reais

Bo, B1, -+, Br, univocamente determinados por b, tais que a sucessdo
(n™(Bo + Bin + -+ Brn")A")

€ solucao da relacdo de recorréncia dada.

Exercicios

8.1 Seja ant+1 — ca, = 0 (n > 0) uma relagdo de recorréncia. Sabendo que az = 153/49 e
as = 1377/2401, determine c.

8.2 Determine a solucao de cada uma das seguintes relacoes de recorréncia:

(a) ant1 —1.5a, =0, n>0;



8.3

8.4

8.5

8.6
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(b) 3ap41 —4a, =0,n >0, a; =5;

(d

)

¢) ap ="Tan—1,n>1, as = 98;
) 2a, —3ap—1=0,n>1, ay = 81;
)

(
(e) a3 =7a3_;,n>1,a0=3;
(f) 5nay, + 2nan—1 = 2a,-1, n > 3, ag = —30;

(¢) an—6an—1+9a,-2=0,n2>2 ap=>5,a =12;

(h) ap =3ap_2 +20,-3,n>3,a0=1,a1 =3, a2 =T,

(i) an+s — 2an42 +8ay, =4apt1,n>3,a0=1,a1 =3, a2 =T.
Pretendemos transmitir mensagens em cédigo através de um dado canal de comunicagao.
Essas mensagens sao formadas por palavras de comprimento n > 1, usando somente as
letras a, b e ¢ e sujeitas a condicao “nao podem aparecer palavras com dois a consec-
utivos”. Denotemos por t(n) o tamanho do cédigo, isto é, o ntimero de palavras que
podemos transmitir com este cédigo.

(a) Estabeleca uma relagao de recorréncia que t(n) satisfaca.

(b) Determine explicitamente o tamanho do c6digo, resolvendo a relagao de recorrén-

cia.

Para cada n € IN, seja a,, o nimero de sequéncias ordenadas com elementos iguais a 1

ou 2 cuja soma ¢é igual a n. Determine a,, para qualquer n € IN.
Determine a solugéo da relagao de recorréncia H(n) = 2H(n — 1)+ 1 (n > 1), sujeita &
condicao inicial H(0) = 0.

Cada semente de uma determinada planta produz, um ano apos ter sido plantada, 21
novas sementes e, a partir dai, 44 novas sementes a cada ano. Seja s, o nimero de
sementes produzidas, a partir de uma semente plantada hoje, daqui a n anos (suponha
que, sempre que uma semente é produzida, ela é imediatamente plantada).

(a) A que éigual s1 e 97

(b) Estabelega uma relagdo de recorréncia para s,.

(¢) Determine s,.
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9. Funcoes geradoras

Estuddmos até agora diversos métodos de resolucao de problemas de contagem.
A partir dos principios da adi¢do e da multiplicacdo, deduzimos vérias férmulas para
os arranjos, combinagoes e particoes. Em seguida, deduzimos o principio da inclusao-
-exclusao e vimos como se podia aplicar na resolucao de certos problemas. Discutimos
ainda a importancia das relagoes de recorréncia e apresentamos alguns métodos de re-
solucao de relacoes de recorréncia. No entanto, pode tornar-se muito dificil encontrar
a relagao de recorréncia que descreva a solucao de um dado problema, e mesmo que o
consigamos fazer, pode tornar-se muito dificil a sua resolucao. Serd pois conveniente
termos a disposicao mais métodos. Neste ultimo capitulo vamos apresentar, em tracos
gerais, o método das funcdes geradoras, devido a Euler?!. E um método muito potente,
com muitas aplicagbes. Como afirma Hamming, “you cannot go very far in discrete
mathematics without using generating functions — meaning infinite series, differenti-
ation and integration”?3. Discutiremos dois tipos de aplicacdes das funcoes geradoras
a resolucao de problemas combinatoriais. Primeiro, mostraremos como modelam e
resolvem problemas de contagem. Depois veremos sucintamente como as relagoes de
recorréncia podem ser resolvidas usando fungoes geradoras.

Habitualmente em Combinatéria procuramos contar uma determinada quantidade
Uy, que depende de um parametro n. Podemos formalizar a dependéncia de n através
de uma sequéncia de valores desconhecidos ug,u1,us, ..., Uy,.... O objectivo serd
determinar o termo geral desta sucessao. As fungoes geradoras providenciam um
modo simples de “codificar” uma tal sequéncia, que pode ser rapidamente “descodifi-
cada” de maneira a determinarmos os seus termos. O “truque” consiste em descobrir
como calcular a fungéo geradora para a sequéncia, sem conhecer a sequéncia. O
método permite assim determinar a quantidade desconhecida u, de modo indirecto,
mas bastante eficaz.

Comecemos por um exemplo académico simples, mas bastante motivador:

Problema. Determine o numero de solugoes inteiras da equacao a+b+c =17, onde
2<a<5h5,3<b<6e4<c<8.

Solugao. O problema é tao simples que podemos fazer uma enumeracao directa das

solugoes:

21 As rafzes deste método encontram-se no trabalho de De Moivre, em 1720; foi desenvolvido por
Euler em 1748, na resolucao de problemas de particdes, tendo sido tratado em pormenor, mais tarde,

por Laplace®?.
#R. W. Hamming, Calculus and Discrete Mathematics, College Journal of Mathematics 15 (1984)
388.

87



9. Fungoes geradoras 88

T Ot U = e W R
S U e Oy O O
S N 00 N 0 0|0

Existem assim seis solucoes para o problema.

Vejamos como as fungoes geradoras poderao ser utilizadas para resolver este pro-
blema. Para isso introduzamos trés polinémios p, = x2 + 23 + 2* + 2%, pp, = 2° +
2t + 25 + 25 e p. = 2t + 2% 4+ 20 + 27 + 28, um para cada varidvel. Multiplicando-os
obtemos um polinémio p(x) envolvendo poténcias de = com expoentes entre 9 e 19.
Este polinémio é um exemplo de fungéao geradora. Como a + b + ¢ = 17, temos que
procurar o coeficiente de z'7 em p(z). Com efeito, de quantas maneiras podemos for-
mar a décima sétima poténcia de x em p(x)? Por exemplo, podemos escolher x2 de
Pa, 28 de pp e ¥ de p. e multiplicar estes mondémios. Esta é s6 uma das maneiras de

obter 17

e corresponde a solucao a = 3, b = 6 e ¢ = 8. Por outras palavras, toda
a solucao do problema corresponde exactamente a uma maneira de obter a décima
sétima poténcia de z em p(z). Portanto o nimero de soluc¢oes do problema é igual ao

coeficiente de z'7 em
p(x) = (2 + 2% + 2t + 2°) (2 + 2 + 27 + 25 (2 + 2 + 25 4 27 + 28).

Efectuando esta multiplicacao polinomial, nao é dificil concluir que esse coeficiente é
6. (Note que o célculo deste coeficiente envolve pelo menos tanto trabalho quanto a
enumeracao directa das solugoes. Contudo, o método aqui ilustrado pode ser utilizado

com eficiéncia, como veremos, na resolu¢ao de problemas mais complicados.) [

Dada uma sucessao de numeros reais ug, 1, u2, ..., Un, - - ., chama-se funcao gera-

dora desta sucessao a série de poténcias
2 n
f(x) =up+urx + ugx” + -+ +upa”™ 4+ - - -.

Como o nosso objectivo é apenas dar uma ideia geral da “mecanica” do uso das
funcoes geradoras, passaremos por cima das questoes de convergéncia que ocorrem nas
séries de poténcias. Para os nossos propdsitos, podemos pensar em f(z) como sendo
uma série de poténcias formal, onde os simbolos z° = 1,2, 22, ..., 2", ... sdo meros
simbolos algébricos ou marcas formais para identificar os diversos termos da sucessao
UQ, UL, U,y - - -, Un, - - .. Quando apropriado, faremos observacoes, sem demonstragao,

sobre a convergéncia da série.
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Como uma sequéncia finita wug, uq, uo, . . . , u, pode ser vista como uma sequéncia in-
finita ug, w1, U2, . . ., Un, Upt1, Unta, - - - onde upyr1 = 0, upt0 =0, ..., a definicdo acima
associa uma funcdo geradora a qualquer sequéncia, finita ou infinita, de niimeros. A
série serd finita (ou seja, um polinémio) caso a sucessdo seja finita e infinita caso a
sucessao seja infinita. Neste tltimo caso pensaremos em x como tendo sido escolhido

de modo a que a série convirja.

Exemplos. (a) Seja n € IN. A fungao geradora f,(x) da sequéncia de niimeros

(o) ()G () o
fula) = (g) n <?>m+ @ﬁ et @x

Pelo Teorema Binomial, f,(z) = (14 x)". A expressao (1+ z)" é assim uma maneira

binomiais

sucinta de “codificar” a sequéncia de nimeros binomiais (9.1).
E usual estender-se o dominio de definicdo dos niimeros binomiais (Z) de modo a
permitir que n seja um numero real arbitrario e » um inteiro. Isto é feito definindo

(a) ala—1)...(a—r+1)

T 7!

«

paraa € Rer e Z", (j) =lparac e Re (¢) =0paracv € Rer € Z~. A Férmula
de Pascal continua vélida neste caso geral; o Teorema Binomial (habitualmente apel-
idado, neste caso geral, de Formula do Binémio de Newton ou Teorema Binomial de
Newton) afirma que
- (a) -
(z+y) ;} NEY
para quaisquer « € IR e x,y € IR satisfazendo |z/y| < 1. Neste caso geral, a fungao

geradora f,(x) para a sucessao de nimeros binomiais

(o)} ()2 ()
fola) = (3) " <(f>m+ <§>x2+...+ (z)xu...:(lﬂ)g

Antes de avancar para outro exemplo, vejamos rapidamente uma aplicacao inter-
essante do Teorema Binomial de Newton ao célculo de raizes quadradas. O Teorema
Binomial diz-nos que

101 1/1 1
G-1 2, 36-DGE-2) 3

1 1 3
(1+m)2:1+§x+2Tx+ N 4 (9.2)
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se |x] < 1. Usemos este resultado para calcular, por exemplo, v/30. Como [29| > 1,
nao podemos utilizar (9.2) directamente. Contudo, v/30 = /25 +5 = 5/1 + 0.2, pelo

que podemos aplicar (9.2) com x = 0.2. Obtemos

1
8

1

1
%%:5u+§w2) T

(0.2)2 + —(0.2)> —-- ] ~ 5.4775.

(b) Seja n € IN. Determinemos agora a fungao geradora f,(x) da sucessao de nimeros
U)y UL, U2y v ooy Upy oo vy

sendo u, o nimero de combinagoes com repeticdo de n elementos, r a r. Vimos no

— —1
w — C’? _ (n +r )
r
Portanto

fn(z) = <n01)+<T>x+<n;1>x2+~-+<n+:1>xr+~-

Pela Férmula do Binémio de Newton podemos escrever

fo(z) = i (—]€n> (—)f=1—-2)™, (9.3)

k=0

Capitulo 5 que

pois, como facilmente se observa,

()= ()

Em particular, a funcao geradora da sucessao 1,1,1,...,1,...¢é
1
€Tr) =
e a funcao geradora de 1,2,3,...,r,... é
1

N

Em todos estes exemplos conseguimos exprimir f(z) numa forma (codificada) sim-
ples. Conhecendo esta forma simples para f(x), serd sempre possivel deduzir u,, se
nao nos esquecermos da férmula fechada para f(z), descodificando esta férmula, ou
seja, desenvolvendo-a em série de poténcias e procurando o coeficiente de z™. Contra-
riamente ao que a definicao possa revelar, a utilidade das funcoes geradoras nao esta

na construcdo da funcao geradora de uma dada sucessao (como fizemos nos exemplos
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anteriores) mas sim em raciocinar e aplicar esses passos em sentido inverso: tendo uma
sucessao ug, Ui, ..., Uy, ... definida por uma relacao de recorréncia, por exemplo, ou
simplesmente, sabendo que o seu termo geral representa a solucao desconhecida de um
problema de contagem, a utilidade das func¢oes geradoras reside no facto de que muitas
vezes conseguimos, sem conhecer explicitamente os nimeros ug, u1, ..., Uy, .. ., deter-

minar uma féormula para a sua funcao geradora e depois, desenvolvendo-a em série

de poténcias, determinar os valores de ug, u1,...,Uy,... pretendidos. Por exemplo,
suponhamos
Z k

A que é igual u;? Pela equacao (9.3) temos, para |z| < 1,

1 = [—1 (-1 >

k=0 k=0

Consequentemente

fla) = (s

Portanto (ug) = (0,0,1,1,1,...).

):x2(1+x+m2+):x2+x3+m4

Antes de avancarmos, facamos uma breve digressao pelos resultados sobre séries
de poténcias (do calculo infinitesimal) de que necessitaremos (mais pormenores podem
ser consultados em praticamente qualquer livro de cdlculo infinitesimal).

Uma série de poténcias é uma série (infinita) da forma Y32, upz®. Para z = 0 tal
série é sempre convergente. Ou nao converge para mais nenhum valor de z ou entao
existe um numero positivo R (eventualmente co) tal que a série é convergente sempre
que |z| < R. Neste tltimo caso, o maior de tais R chama-se o raio de convergéncia da
série.

As séries de poténcias aparecem no calculo infinitesimal do seguinte modo. Existem

muitas fungoes f para as quais

s 1 / 1 " 1 "
f@) =3 P OF = F0) + £ (0)x + 5 /(027 + o f"(0)a +--- (9.4)

A série de poténcias no lado direito de (9.4), para qualquer x em algum intervalo
contendo 0, é chamado o desenvolvimento de Maclaurin de f em x = 0. Alguns dos

mais conhecidos e uteis desenvolvimentos em série de Maclaurin sao:

1 oo
=2 dt=l+a+a’+at 4o parala| <1,
k=0
ooxk 372 IE3
ex:ZH:1+x+§+§+---, para || < oo,

k=0
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. = (=1)F 2k+1 z’ + a’ i 2] <
smx:E — = =r——4+ =4 ara |z| < oo.
22 2k + 1) ! P
=0
Uma das razoes que tornam as séries de poténcias tao uteis é o facto de se poderem

adicionar, multiplicar, dividir, compor, derivar e integrar sem grande dificuldade.

Propriedade 1. Suponhamos f(z) = 322 upr® e g(z) = 352 o vpa®. Entdo f(z) +
g(x), f(x)g(x) e f(x)/g(x) podem ser calculadas do seguinte modo (a divisao s6 podera
ser feita se, nos valores de x em questao, g(x) nao se anular):

[e.e]

f@) +g(z) = > (up+vp)z"

k=0
= (ug+wvo)+ (u1 +v1)z+ (u2 + UQ)xQ + .-

o0 o0 o0
f(x)g(:c) = Uo Z Ukﬂfk + uq Z kak + ug Z vkxk + ..
k=0 k=0 k=0

= ug(vo + vz 4+ vex? + ) +urz(vo + vz + ver? H--) + -

2
x Uuo ulxr U2x
(@) L we e
9(x) > k0 VKT > k0 VKT > k0 VKT

Se ambas as séries convergem para |z| < R, também f(x)+g(x) e f(z)g(z) convergem

no mesmo intervalo. Se g(0) # 0, f(x)/g(x) converge nalgum intervalo contendo 0.

Propriedade 2. Se f(x) = g(t(z)) e g(t) = 02 ut® entdo f(x) = S22 up[t(z)]”
(se a série de poténcias para g(t) converge em [t| < S e |t(z)| < S sempre que |z] < R

entao a série de poténcias para f(x) converge em |z| < R).

Propriedade 3. Se uma série de poténcias f(z) = Y5>, urz® converge em |z| < R,
com R > 0, entao a derivada e a primitiva de f podem ser calculadas derivando e

primitivando termo a termo. Concretamente,

df .- d k .- k—1
—(x) = —(upx®) = kugx
pC)) kz:%dm( k") kz:% k
¢ (0] o 1
_ k _ k+1
/O f(t)dt—kz_:o/o gt dt—§k+1ukx .
Por exemplo, como
1 d 1
(1—x)2 :%[1—1‘}’
tem-se

1 (0.0
m:kak_lzl—f—ZT—i—sz—i—élxg—i—
k=0
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Como tinhamos referido, as fungoes geradoras tornam-se 1teis quando desconhece-
mos a sequéncia ug, Ui, .- ., Un, .. € 86 conhecemos a respectiva funcao geradora. A
partir desta tenta-se recuperar a sequéncia. Esta ideia permite resolver inimeros pro-
blemas de contagem (e enumeragao) que envolvam combinagoes. No Capitulo 5 desen-
volvemos técnicas para contar combinacoes com repeticao de n elementos r a r, quando
determinadas restricoes a repeticao possam existir. Tais problemas, como vimos, sao
equivalentes & contagem das solugoes de equacgoes da forma z; + 2o+ -+ 2z, = 1, onde
cada z; é um inteiro sujeito, eventualmente, a alguma restrigdo especifica (recorde o
Exemplo (b) da pégina 47, onde se prova que @: ¢é igual ao nimero de solucoes in-
teiras nao negativas da equagao z1 + 22 + - -+ + 2, = r). As fungoes geradoras podem
ser usadas para resolver problemas deste tipo, como ilustraremos nos exemplos que se
seguem.

Seja S = {ai,az2,...,a,} e seja u, o nimero de combinagdes com repetigao de
elementos de S, r a r, na qual cada objecto ocorre um ntmero par de vezes. De-
terminemos a fungao geradora f,(x) da sequéncia wug, ui, ug, ..., Up,.. .. E claro, da
definicdo, que 0 = w1 = uz = us = ---; é também evidente que u, é o numero de
solucoes inteiras pares nao negativas da equacao z; + 22 + --- + 2, = r. Para isso

consideremos a série de poténcias 1 + 22 + 2% + 2% + - - e a sua n-ésima poténcia
A+ 42t +a25 4.9 (9.5)

Quando desenvolvemos esta expressao, obtemos termos da forma

21 .22 | z1t+z2++2n
9

g2t =g

onde z** é um termo da primeira série de poténcias, 2 é um termo da segunda série de
poténcias, etc. Em particular, 21, 29, ..., 2z, sdo inteiros pares nao negativos. Portanto
obtemos como resultado uma outra série de poténcias na qual o coeficiente de x" é o

nimero de solucoes inteiras pares nao negativas da equagao z1 + 29 + -+ 2, =7, Ou

seja, u,. Consequentemente, (9.5) é a funcao geradora fy,(x) para ug, ui, ug, ..., U, .. ..
Mas
4 tatpab s =
1— a2
Entao
ful@) = ﬁ =1+na’+ —n(n;!r Dy, nlnt 13)!(” T2) 6 4

pelo que, para r par

" - nn+1)(n+2)---(n+5—1) _(n+

|
_

Il
Q)
oIS S

NI o3

e
N3
——
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Observacao. O resultado u, = 62 obtido diz-nos que neste caso podiamos ter
atacado o problema directamente, com um raciocinio puramente combinatorial; com
efeito, para r par, existe uma bijeccao entre o conjunto das combinagoes com repeticao
de n elementos, r a r, na qual cada objecto ocorre um ntmero par de vezes, e o conjunto
das combinages com repeticao de n elementos, 5 a 5 (a cada uma das combinagoes
C do primeiro tipo basta fazer corresponder a combinacao em que cada elemento é
repetido um nimero de vezes igual a metade do nimero de vezes que aparece repetido

em C).

De forma andloga, podemos determinar as func¢oes geradoras associadas a outros

problemas combinatoriais. Por exemplo:

1 1 1
(I+z+a®+a’+- )12 +at+a®+ )1+’ +a%+a%+. ) = l—21—221—23

é a fungao geradora da sequéncia ug, u1, U9, ..., Uy, ..., onde u, é o nimero de com-

binagoes com repeticao de 3 elementos aq, as, as, r a r, nas quais as ocorre um numero

par de vezes e az um numero de vezes multiplo de 3;

A+z+a®+- 42" (Q+z+2>+ - +27) - Q+z+a®+-- F2™)

é a funcao geradora da sequéncia ug, U1, U2, ..., U, ... onde u, € o nimero de com-
binagoes com repeticao de elementos de S, r a r, nas quais cada elemento a; sé pode
. . . s ——~n
aparecer repetido quando muito r; vezes, isto é, u, = C, (r1,7r2,...,70);
n
x
falz) =
) (1 —az2)n
¢é a funcado geradora para a sequéncia ug,u1,u,...,U,... onde u, é o numero de

combinagdes com repeticao de elementos de S, r a r, nas quais cada elemento a;

aparece um numero impar de vezes. (Note que ug =u; =ug =+ = up—1 = 0.)

Em todos os exemplos que vimos até agora, as fungoes geradoras permitiram-nos
contar diversos tipos de combinagoes. Vejamos se também servem para contar arranjos.

A fungao geradora para os numeros A7 (com n € IN fixo) é dada por

flx) = Aj+Afz+Aja® + -+ Ana”

n

n! -
= E —

= (n—r)!
Infelizmente, nao existe nenhuma maneira de simplificar esta expressao. No caso
das combinacbes pudemos simplificar a respectiva expressao por causa do Teorema

Binomial:
Cy+Cla+Ca®+ -+ Cla" = (1+az)"
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Contudo, como A} = C' - r!, podemos escrever
20 2l 22 "
00,+A11,+A22, '+AZH:(1+$)7L-
Isto quer dizer que A} é o coeficiente de 7y na expansao de (1+2)" e sugere a seguinte
ideia: sendo (u,) uma sequéncia arbitraria, a fun¢do geradora exponencial de (uy) é a
funcao definida por
wo 2l 22 n

flz) = 001 +u11 FTuagr +- -+unm+---

- Yuk
= .
|
P
Por exemplo, se u, =1 (n=0,1,2,...), a respectiva funcao geradora exponencial

0 1 2 n

X X X X
fl@) = Lgrl-qp+lgrt ot
2 "
L T L -
2! n!

= €~

(Este exemplo justifica a escolha do adjectivo “exponencial”.)

Como no caso das fungoes geradoras (ordindrias), pensamos em x como tendo sido
escolhido de maneira a que a série convirja.

No caso u, = A" (r=0,1,2,...), a fungao geradora exponencial é (1 + z)", como
vimos. Portanto, (1 + )" “codifica” a sucessao de nimeros A (r =0,1,2,...).

Mais um exemplo: a funcdo geradora exponencial da sequéncia (1,n,n2,n3,...) é

R =Y (O L
=St = 3 =

k=0

, . ~ . ~ , n
Esta é pois a fungao geradora exponencial da sucessdo de nimeros A, = n" (r =

0,1,2,...).

E no que respeita aos niimeros Z?(rl, r9,...,rp) comr =0,1,2,..., fixadosn € N
€er1,79,...,7 € INg?
9.1. Teorema. Sejam n € N e ri,re,...,7r, € Ng. Parar = 0,1,2,... seja
u, o nimero A (11,79, ...,1n). A funcdo geradora exponencial f.(z) da sequéncia
U, UL, U2y e oo s Upy ... é

For @) fra(@) .. fr (@), (9.6)
onde, para cada i =1,2,...,n,
2 xTi

(9.7)
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Demonstragao. Seja

2 z"

x
fe(@) = wo+wmz +upTr 4 w4
a funcao geradora exponencial de ug,uy,u2,...,uy,.... Note que u, = 0 para r >

1+ 719+ -+ + 7, pelo que fo(x) é realmente uma série finita. Desenvolvendo os

célculos para a expressao em (9.6), obtemos termos da forma

51 52 sn x31+52+"'+5n (9 8)
sl osal sl silsal.Llsy! '
onde 0 < 51 <71, 0<589<7r9,...,0< 5, <r,. Sejar =58 +8+--+8,. A
expressao em (9.8) pode escrever-se na forma
z” B 7! x"
silsol. syl silsol. syl el
Assim, o coeficiente de ’fn—T em (9.6) é
r! r
Z P 1 Z )
S§1:821...8n! 81,82y...,8n
onde o somatdrio se estende sobre todos os inteiros s1, So,..., S, tais que 0 < 51 < rq,
0<s9<r9,....,.0<s, <rpesy+sy+---+s, =r. Mas, como vimos no Capitulo 5,
s . . . . —n . .
este somatoério coincide precisamente com A, (r1,72,...,7,). Podemos assim concluir
que
fe(x) = fri (@) fry(2) ... fr, (). [

Com o mesmo tipo de raciocinio usado nesta demonstragao, é possivel calcular a
funcao geradora exponencial de qualquer sequéncia cujos termos sejam os nimeros de
arranjos com repeticdo com determinado tipo de restrigdes adicionais. Com efeito, se

m (9.7) definirmos também

2 .’L'k

x
foo(l'):1+$+—+"‘+—+“':em,
2! k!
o teorema continua a ser valido se alguns dos ntmeros 1,79, ..., 7, forem oo (isto é,

os respectivos elementos puderem ser repetidos sem qualquer restri¢ao).

Exemplos. (a) A fungao geradora exponencial da sequéncia ug, u1, ..., Uy, ..., sendo
u, 0 numero de arranjos com repeticao de n elementos, 7 a r, onde cada elemento
aparece pelo menos uma vez, é claramente definida por

2 .’E3 r

X x n_ T n
(et rg ot t) =@ -
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(b)

(1+5;_?+i_?+...+(52”:!+...)": [%(em—i-e’x)}

n

¢é a funcao geradora exponencial dos arranjos com repeticao de n elementos, nos quais

cada objecto ocorre repetido um nimero par de vezes.

()

2 5 2 6 2 r
T x T x x T n—2
(1+g‘i‘a)(l"i‘§+a)(1+l’+g+"'+ﬁ+"‘)
¢é a fungao geradora exponencial da sequéncia ug, u1, u, . . ., Uy, . . ., onde u, € 0 nimero

de arranjos com repeticao de n elementos, r a r, nas quais o primeiro elemento ocorre
0, 2 ou 5 vezes, o segundo elemento ocorre 1, 2 ou 6 vezes, nao existindo qualquer

restrigdo para o ntimero de vezes que os restantes ocorrem.

Podemos assim resolver rapidamente qualquer problema de contagem de arranjos

como, por exemplo:

Problema 1. Determine o nimero de maneiras de colorir as quadriculas de um
tabuleiro 1 xn com as cores vermelha, amarela e verde, de tal modo que as quadriculas

a pintar de amarelo sejam em numero par.

Solugao. Denotemos tal niimero por u,, onde convencionamos ug = 1. A funcao

geradora exponencial de ug, u1,us, ..., Uy, ... ¢ dada por
2 4 2r 2 T
— T, T Ty
felw) = A+ + 57+ +(2T)!+ JA+z+ ot )
1
— 5(6r+€—x)€2x
1
— §(e3x+ea:)
I poh & ok
= Doy —
| |
PRI
1 & P
= =S (3F4+1)=-.
2;}( D%
Portanto —
Uy = ;_ , n=0,1,2,.... -

Problema 2. Em quantos numeros de n algarismos estes sao todos impares e 0s

algarismos 1 e 8 ocorrem um numero par de vezes?

Solugao. Seja u, tal numero (definimos uy = 1). Neste caso S = {1,3,5,7,9, },

ry = rg = 1r3 =14y = r5 = 00, mas os algarismos 1 e 3 s6 podem ocorrer um
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nimero par de vezes (queremos assim contar os arranjos que contribuem para o nimero
—5

—5 . . )
A, (00, 00,00,00,00) = A, = 5" nos quais dois dos elementos s6 podem ocorrer um

numero par de vezes).

A funcao geradora exponencial de ug, w1, ug, ..., Uy,... € igual a
2 4 2r 2 r
— rmaroy " )2 Tt 3
felw) = (Q+5r+ 57+ +(27~)!+ O TR s N L)
= <€x+€ x)Q 3z
2

— (e 2+ )ex

1 4z 2x T
= 1(6 + 2“4+ 1)e

1
_ 1(6537_}_26337_}_695)

10 ok < ok ok
S DILERE) LA St

|

4[k:0 k! k=0 k! k:ok}

1 ° k k fL’k
= = 2 1)—.

42(5 +2x 35+ 1)

k=0

Entao
5T +2x 3"+ 1

Up = 1 , n=0,1,2,.... -

Estes dois problemas sao realmente muito ilustrativos da utilidade das funcoes

geradoras; com efeito, tente resolvé-los directamente, sem as utilizar!

As fungoes geradoras também fornecem um método de resolucao de relagoes de
recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes, alternativo ao estudado

no Capitulo 8. Por exemplo, consideremos a relacao de recorréncia
Up = DUp_1 — bup—2  (n=2,3,4,...)
sujeita as condigoes iniciais ug = 1 e u; = —2. Seja

(@) =up +w1m + ugz® + -+ upa™ + -

a funcao geradora da sequéncia ug, Ui, s, . .., Uy, . ... 1emos as seguintes equagoes:
f(x) = ug -+ U1T + u2x2 e Up " +
_5$f($) = —dugxr — 5u1x2 — v — DBup_az" —
6$2f($) = 6u0x2 + o+ Bupy_oz™ +

Adicionando-as obtemos:

(1-524+622) f () = uo+(u1—5ug) w4+ (g —5us +6ug) x>+ - 4 (ty—5Up_1+6Up_2) "+ - -
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Como uy, — Sup—1 + 6uy_o =0 (paran =2,3,4,...), up = 1 e uy = —2, temos
(1 =5z 4 622) f(x) = uo + (u1 — Sug)xr = 1 — 7.
Logo
1—"7x
J@) = e

Sera possivel, a partir desta férmula fechada para a fungao geradora f(z), determinar
os termos da sucessao ug, U1, U2, . . ., Up, .. .7 Sim, usando o Teorema Binomial de New-
ton e o método das fracgoes parciais (do cdlculo infinitesimal, utilizado na primitivagao

das fungoes racionais):
1 — 5z +62% = (1 —2x)(1 — 3z)

pelo que
1—-Tx B A . B
1-5x+622 1—2z 1-3z

para algum par de constantes A e B. Determinemos A e B:

1—"Tx (1-3z)A+(1—-22)B

1—5z 4622 1 — 5z + 622
& 1-Te=(1-32)A+(1—-2x)B

& 1-Tr=(A+DB)+(-34A—-2DB)x

A+B=1
—3A—-2B=-T7

< A=5,B=—-4

Portanto
1—"7Tx 5 4

) = v e " T2 180
Mas o Teorema Binomial de Newton afirma que, para n € Z*, ¢t € R\ {0} e

1
It

|z <
© i
(1—tz) " =(—te+1)"=> ( k") (—tx)*,
k=0
ou seja,
1 _ i(_l)k -n ik ok
(1—to) &= k)
Por outro lado, ja observamos que

()= ()
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Entao
1 2 (n+k—1\, & 1
(1 — )" kg( k )x para [z] <
Aplicando ao nosso problema obtemos
1
=142 +2%% 2%
1-2z
e
=14+3z4+3%22+- 432" +....
1—-3x
Entao
fz) = 5142z +2%2%+ - +2"2" 4+ ) —4(1 4+ 3z +3%2% + - +3"2" 4 --)

= 14 (=2)z+ (-16)22 + -+ (5x 2" =4 x 3V)a" + - - -.

Em conclusao,
U, =5x2"—-4x3" n=0,12,....

Este método pode evidentemente ser utilizado com qualquer relagao de recorréncia
linear homogénea com coeficientes constantes e mesmo em relagoes de recorréncia
mais gerais. Por exemplo:

Suponhamos que um cédigo é formado por palavras formadas com o alfabeto
{0,1,2,...,9}, contendo um nimero par de zeros. Seja u, o nimero de palavras

de comprimento n desse cédigo. Esta sucessao satisfaz a relagao de recorréncia
_ n—1
Uy = S8Up—1 + 10

(verifique) com a condicdo inicial u; = 9. Apliquemos as fungoes geradoras para
determinar uma forma explicita para .
Para ser mais facil a aplicacao das fungoes geradoras comecamos por estender a

sucessao, definindo ug = 1; esta escolha é consistente com a condicao inicial:

up =8ug+10°=8+1=09.

Seja
g(x) = up + wrx + uga® + -+ upaz™ + - - -
a funcao geradora da sequéncia ug, U1, Us, ..., Un, ... LemMos as seguintes equagoes:
gx) = w + wzxr + wr? + o 4+ uza"
—8zxg(x) = —8upr — Suiz? — -+ — Sup_1z" —

Adicionando-as obtemos

(1 —=8x)g(x) = up + (u1 — 8ug)z + (ug — 8u1)x2 + -+ (up — 8up—_1)x" + - -
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Como u, — 8u,_1 = 10"~! (paran =1,3,4,...) e up = 1, temos
(1—82)g(x) =1+x+102* +--- + 10" 1g" 4 ...

o0
& (1-8z)g(x)—1==x Z 10"z"
n=0

x
1- 1=
< (1—8z)g(x) T 102
1-9z
1 -
< (1—8z)g(z) 10z

1-9z
1—8z)(1—10z)

& g(x):(

Desenvolvendo o segundo membro em fracgoes parciais podemos escrever

1, 1 1
9(x) = 5(1—893 Tz 103:)'

Entao

1 - n,.n - n,..n - 1 n n n

g(w) = 5 (X 8"a" + 3 10%") = 37 S (8" + 10™)a",
n=0 n=0 n=0
Consequentemente
1

un:§(8"+10”)7 n=0,1,2,....

Exercicios

9.1 Qual é a fungao geradora para o nimero u,, de maneiras de dar troco a n contos usando

notas de 1, 2, 5 e 10 contos?

9.2 Apresente uma interpretacio combinatorial para o coeficiente ug de 2% no desenvolvi-

mento de (14 x + 22 + 23 + - - ). Utilize essa interpretagio para determinar ug.

9.3 Usando o Teorema Binomial, determine o coeficiente de 22 no desenvolvimento de:

(a) V1+u;

(b) (1+z)7%
(c) (1—=)7%
(d) (14 4:5)%.

9.4 Cada uma de trés pessoas atira um dado ao ar. Qual é a probabilidade de a pontuagao

totalizar 11 pontos?

9.5 Qual é a funcao geradora de (u,), sendo w, o numero de solugoes inteiras da equagao
r1+rot+ax3=n,comz; >2,0<xzy<3e2<x3<57

9.6 Use fungoes geradoras para demonstrar a Férmula de Pascal
Cr=Cp ool

(Sugestao: Utilize a identidade (1 +2)" = (1 4+ )" ! +2(1 + )" 1)
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Determine o niimero de maneiras de colorir as quadriculas de um tabuleiro 1 x n com
as cores vermelha, verde, amarela e azul, de modo que o niimero de quadriculas a pintar

de vermelho seja par, o mesmo acontecendo com as quadriculas a pintar de verde.

Em quantos nimeros com n algarismos pertencentes a {4,5,6,7,8,9} , os algarismos 4
e 6 ocorrem um numero par de vezes cada um e os algarismos 5 e 7 ocorrem pelo menos

uma vez cada um?

Resolva as seguintes relacoes de recorréncia, utilizando fungoes geradoras:
(a) up = 3u,—1 + 2, sujeita & condigdo inicial ug = 1;
(b) u, = 3u,_1 + 4", sujeita & condigdo inicial ug = 1.

Use uma funcao geradora para deduzir uma féormula explicita para os numeros de Fi-

bonacci.



Apéndice: Solucoes de exercicios seleccionados

Capitulo 1

1.1.

1.2.

Se o tabuleiro possui uma cobertura perfeita entao o dobro do niimero de pecas

na configuragao deverd ser igual a mn. Portanto 2|mn pelo que 2|m ou 2|n.

Reciprocamente suponhamos, sem perda de generalidade, que m é par. Nesse
caso é evidente que cada coluna pode ser perfeitamente coberta (basta alinhar

sucessivamente m/2 pecas)

S T W N~

pelo que qualquer niimero n de colunas pode também ser coberto de modo per-

feito.

f)=1 IEI
f(2) =2

f(3)=3

103



1.3.

1.4.
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f(4) =5=f(3)+ f(2):

Analogamente, f(5) =8 = f(4) + f(3). Isto leva-nos a conjecturar que

fln)=fn-1)+fn=-2) (n=3).

Esta conjectura pode ser provada, por exemplo, do seguinte modo:

Para construir uma cobertura perfeita de um tabuleiro 2 x n podemos colocar
uma peca na vertical, a ocupar a coluna 1, e teremos depois f(n — 1) maneiras
diferentes de cobrir o resto do tabuleiro, ou podemos colocar duas pecas na
horizontal, a ocupar as colunas 1 e 2, e cobrir depois o resto do tabuleiro, o que

pode ser feito de f(n — 2) modos distintos:

fln—=1) fln—=2)

Com esta relagdo podemos agora concluir que f(12) é igual a

F(LL) + £(10) = 2£(10) + F(9) = 8F(9) + f(8) = - - = 21f(5) + 13f(4) = 233,

Quando estudarmos as relagoes de recorréncia obteremos um método que nos

permite realizar este cdlculo de modo mais directo.
11.

(a) Basta observar que as regioes do plano definido pelo mapa podem ser par-
ticionadas em duas classes: aquelas contidas num ntimero par de circulos
(pintemo-las de verde) e aquelas contidas num nimero impar de circulos

(pintemo-las de preto). E ébvio que regioes vizinhas terao cores diferentes.
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(b) Cada linha recta divide o plano em duas metades. Juntemos a cada linha um
vector a ela perpendicular, totalmente contido numa dessas duas metades.
A metade do plano contendo o vector designamo-la por interior. Podemos
agora repetir o argumento da alinea anterior, palavra por palavra, substi-

tuindo circulos por metades interiores.

1.5. Denotando as trés cores por a, b, ¢, basta fazer, por exemplo:

a b | a
c blal]|b
al| bl a

E evidente que com duas cores tal é impossivel pois, necessariamente,

Cor(10) # Cor(1)
Cor(10) # Cor(4)
Cor(4) # Cor(1)

Fixadas trés cores, o nimero de coloragoes distintas com essas cores é 12 (temos
3 hipoteses para a cor da regiao 10; fixada esta cor, temos como hipdtese para a
regiao 1 as duas cores restantes; fixada esta cor, todas as outras ficam automati-
camente fixadas excepto a da regiao 5, que pode ser pintada com duas possiveis

cores; ao todo, sao 3 x 2 x 2 = 12 hipéteses diferentes).

1.6. Por analise exaustiva dos diversos casos, podemos concluir facilmente que ha
duas solugoes, de comprimento minimo 13: acbdez e acez. Claro que esta
andlise exaustiva deixa de ser vidvel em mapas mais complexos. Para isso a
Teoria dos Grafos desenvolveu algoritmos que permitem determinar a solucao de

modo eficiente. Por manifesta falta de tempo, nao os estudaremos.

Capitulo 2

2.1. 22 x99 41 = 2179.

2.2, 18.
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Comecemos por separar as pessoas segundo a sua nacionalidade. E evidente que
h&, pelo menos, um grupo com um minimo de 41 pessoas, pois nao é possivel
terem todos no méximo 40. Nesse grupo, pelo menos 21 tém o mesmo sexo.
Temos entao um grupo de pelo menos 21 pessoas do mesmo pais e sexo. Sepa-
remos agora as pessoas deste grupo segundo as suas idades. Formamos assim
um maximo de 5 grupos ja que se tivessemos 6 grupos haveria 6 pessoas com
idades diferentes, o que nao é possivel. E agora claro que pelo menos um destes

5 grupos tem, no minimo, 5 pessoas.

Os vértices do quadrilatero particionam a circunferéncia em quatro arcos, cujos
comprimentos somam 27, pelo que o menor desses arcos tem comprimento menor
2T _ 7w

ouigual a f = 7. O segmento correspondente (ligando os extremos deste arco)

tem, pelo Teorema de Pitdgoras, comprimento inferior ou igual a v/2.

Fazendo a distribuicao dos 45 alunos pelos 8 instrumentos, se sé existissem 2
instrumentos executados por pelo menos 5 alunos, como nao hé mais de 10 a

executarem o mesmo instrumento, s6 conseguiriamos distribuir
10+10+6x4=44

alunos.

Dividamos o disco em 6 partes iguais como se mostra na figura.

Se colocarmos 7 pontos no disco entao necessariamente dois deles ficarao no
mesmo gomo. Como a distancia entre eles nao ¢é inferior a 1, um deles terd que
estar no centro do disco. Teremos assim um ponto no centro do disco e os outros
seis distribuidos pelos seis gomos, um em cada, e situados sobre a circunferéncia
do disco. Nestes seis pontos, cada par de pontos adjacentes devera definir um
angulo ao centro de 60° ou mais. Mas estes 6 dngulos deverao somar 360° pelo

que cada um deles mede exactamente 60°.

60°
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Os valores possiveis para a soma dos algarismos estao entre 1 e 27. Temos a
seguinte distribuicdo para a quantidade de cartoes cuja soma dos algarismos é

igual a cada valor possivel:

soma 112 3 4 | eeees 24 | 25 | 26 | 27
numero de cartoes | 1 | 3 | >3 | >3 | ------ >3 >3] 3 1

Para termos a certeza de tirar pelo menos trés cartoes cuja soma é idéntica,
necessitamos de fazer a contagem supondo o pior caso possivel: obter um cartao
com cada um dos 27 valores possiveis, depois um cartdo com cada um dos 25
valores possiveis restantes e, finalmente, mais um cartao; ou seja, k = 27 + 25 +

1=53.

Denotemos os inteiros por ai,as,...,a, e consideremos as caixas

UL L

n—2 n-—1

correspondentes aos restos possiveis na divisao por n. Coloquemos cada um
dos n subconjuntos {a1},{a1,az2},...,{a1,as2,...,a,} na caixa correspondente
ao resto da divisao por n da soma dos elementos do subconjunto. Se algum deles
ficar na caixa 0 entao a soma dos elementos do subconjunto é divisivel por n.
Caso contrario, os subconjuntos estarao nas n — 1 caixas restantes. Entao, pelo
Principio dos Pombais, dois deles, digamos {ai,as,...,a,} e {ai,aq2,...,as},
onde r < s, estardo na mesma caixa. Como a1 +as+---+a, e ay+as+---+as
terao o mesmo resto na divisao por n, decorre que a diferenga a,41+a,4o+- - -+as

¢é divisivel por n.

Seja X = {1,2,...,3000}. Tentemos construir um subconjunto A de X de
acordo com o enunciado. Como o dobro de qualquer nimero no intervalo P =
[1501,3000] nao pertence a X poderfamos pdr qualquer um destes 1500 in-
teiros em A sem nenhum problema. Evidentemente que depois teriamos que
ser cuidadosos na escolha dos elementos de @ = [751, 1500] a colocar em A: néo
poderiamos colocar nenhum que fosse metade de um entretanto ja escolhido de
P. E claro que se escolhessemos k inteiros de () nao poderiamos escolher mais
do que 1500 — k inteiros de P e, portanto, no total nao poderiamos escolher
mais do que 1500 inteiros do intervalo PUQ = [751,3000]. Portanto, de modo a
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construirmos o conjunto A, pelo menos 500 dos seus elementos deverao pertencer
ao intervalo [1, 750]:
Q P
1,2,...,750,751,...,1500, 1501, ...,3000
—_—
<1500

<1500

Se repetirmos este raciocinio sucessivamente chegaremos a conclusao que teremos

necessariamente de escolher
e pelo menos 125 elementos do intervalo [1,187]:

1,2,...,187,188,...,375,376,...,750
—_———
<375

<375

e pelo menos 31 elementos do intervalo [1, 46]:

1,2,...,46,47,...,93,94, ... 187
———

<94

<94

e pelo menos 8 elementos do intervalo [1, 11]:

1,2,...,11,12,...,23,24,...,46
——

<23

<23

e pelo menos 2 elementos do intervalo [1, 2]:

1,2,3,4,5,6,...,11
——

<6

—_— ——
<6

Esta dltima afirmagdo mostra que é impossivel existir tal subconjunto A de X.

A resolucao diz-nos ainda que, se se exigir que A tenha somente 1999 elementos,
ja a resposta é afirmativa pois 1500 + 375 + 94 + 23 4+ 6 + 1 = 1999.

Denotemos por p1, p2, ..., pn (n > 2) as n pessoas e por a(p;) o nimero de amigos,
dentro do grupo, de p; (i =1,2,...,n). E claro que a(p;) €{0,1,...,n—1}. Se
a(p;) # 0 para todo o i, entdo é 6bvio, pelo Principio dos Pombais, que existem
duas pessoas p; e py tais que a(pj) = a(py). Por outro lado, se a(p;) = 0 para
algum ¢ entao a(p;) € {0,1,...,n—2} para qualquer j pelo que, novamente pelo

Principio dos Pombais, a(pj) = a(px) para algum par de pessoas p; € py.
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Capitulo 3

3.2. Nos quadros seguintes, sao indicados, na segunda coluna, os algarismos dos
numeros de trés algarismos que tém o algarismo da primeira coluna do quadro
como média dos outros dois. O numero total de niimeros construidos com esses

algarismos ¢é indicado na terceira coluna.

Algarismo | Algarismos | Total de Algarismo | Algarismos | Total de
médio nimeros médio nimeros
1 102 4 5 519 6

111 1 528 6

2 204 4 537 6
213 6 546 6

222 1 555 1

3 306 4 6 639 6
315 6 648 6

324 6 657 6

333 1 666 1

4 408 4 7 759 6
417 6 768 6

426 6 T 1

435 6 8 879 6

444 1 888 1

9 999 1

Existem assim, ao todo, 121 nimeros equilibrados.

3.3. Representemos os ntmeros entre 4000 e 5000 na forma 4cdu. Tal niimero serd
ascendente se 4 < ¢ < d < u. Como ¢, d e u sao numeros inteiros inferiores a 10,

temos as seguintes possibilidades:

c ) 5 5 5 ) 5 6 6 6 7
d 6 6 6 7 7 8 7 7 8 8
u 7 8 9 8 9 9 8 9 9 9

| dedu | 4567 | 4568 | 4569 | 4578 | 4579 | 4589 | 4678 | 4679 | 4689 | 4789 |

Logo existem 10 nimeros ascendentes entre 4000 e 5000.
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Um ndmero

ajasazaqsasaeay

com 7 algarismos é uma capicua se e s6 se ay = a1,a6 = a2 € a5 = az. Por-
tanto uma capicua com 7 algarismos é da forma ajasasaqasasa; onde a; €
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} e as,as,aq € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Pretendemos contar
aquelas em que ay, ag, ag, as sdo todos distintos (dois a dois). Na construgao de
uma capicua nestas condigoes existem 9 possibilidades diferentes para o algarismo
a1, 9 possibilidades diferentes para as, 8 possibilidades para ag e 7 possibilidades
para ay4. Pelo Principio da Multiplicagao, existem entao 9 x 9 x 8 x 7 = 4536

capicuas de 7 algarismos com 4 algarismos distintos.

Uma vez que o alfabeto tem 23 letras, existem 23 x 23 = 529 cédigos com a
mesma letra na primeira posicao. Como 4 x 23 x 23 = 2116 mas 5 x 23 x 23 =
2645, podemos concluir que o cédigo DZZ cataloga o 21162 livro e portanto a
primeira letra do codigo pretendido ¢ a letra E. Restam 2203-2116=87 livros por
catalogar. Como 3 x 23 = 69 mas 4 x 23 = 92, podemos concluir que a segunda
letra é a letra D. Por fim, 87-69=18 e, consequentemente, a ultima letra do

c6digo é a letra S. Assim, a resposta é EDS.

Ao escrever os nimeros de 1 a 9, e todos os nimeros de dois algarismos comecados
por 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 e 9, escrevemos o algarismo 7 por 9 vezes. Ao escrever
os numeros de dois algarismos comecados por 7, escrevemos mais 11 vezes o
algarismo 7. Assim ao escrever os nimeros de 1 a 99, vamos escrever 20 vezes
o algarismo 7. O mesmo numero de vezes utilizamos o algarismo 7 quando
escrevemos os numeros de trés algarismos comecados por 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8
e 9. Ao escrever os numeros de trés algarismos comecados por 7 escrevemos
20 + 100 = 120 vezes o algarismo 7. Assim, ao escrever os numeros de 1 a
999, escrevemos 9 x 20 4+ 120 = 300 vezes o algarismo 7. O mesmo niimero de
algarismos 7 temos que utilizar quando escrevemos os niimeros de 1000 a 1999.
Como em 1998 e 1999 nao aparece o 7, no total, ao escrever os nimeros de 1 a

1997, escrevemos 600 vezes o algarismo 7.

Comecemos por ver como varia o nimero de algarismos de n? em funcio de n.

Para n = 1,2,3, o niimero n? tem um algarismo, o que d4 um total de 3 algar-

ismos.

Para n = 4,...,9, o ntimero n? tem dois algarismos, o que d4 um total de 12
algarismos.

Para n = 10,...,31, o nimero n? tem trés algarismos, o que d4 um total de 66

algarismos.
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Para n = 32,...,35, o ntimero n? tem quatro algarismos, o que d4 um total de

16 algarismos.

Assim, ao escrevermos os primeiros 35 quadrados temos um total de 3+12+66+
16 = 97 algarismos. Portanto, o centésimo algarismo serd o terceiro algarismo
de 362 = 1296, ou seja, 9.

O nimero de nimeros simples inferiores a um milhao pode obter-se somando o
nimero de nimeros simples com 1,2,3,4,5 e 6 algarismos. Com um algarismo
existem apenas dois niimeros simples: o 1 e o 2. Como os nimeros simples com
um dado niimero de algarismos se obtém acrescentando os algarismos 1 ou 2 aos
nimeros simples com um algarismo a menos, obtemos 4 nimeros simples com
dois algarismos, 8 nimeros simples com trés algarismos, 16 niimeros simples com
quatro algarismos, 32 nimeros simples com cinco algarismos e, finalmente, 64
nimeros simples com seis algarismos. O ntmero de nimeros simples inferiores
a um milhao é entao igual a 2 +4 4+ 8 4+ 16 + 32 + 64 = 126.

CiOx OO+ OO x OO x 0 + C10 x €10 x €10, que é igual a 120 x 252 + 120 x
10 x 210 + 120 x 45 x 120 = 930240.

Como cada numero abcde ¢é igual a a x 10000 + b x 1000 + ¢ x 100 +d x 10 +
e, basta calcular a soma de todos os algarismos das unidades. O nimero de
parcelas com e = 1 é 4 x 3 x 2 x 1 = 24, correspondentes as possibilidades
de escolha para preencher cada um dos outros algarismos do nimero. Esta
contagem repete-se para cada uma das outras escolhas possiveis para o valor
de e. Assim, a soma dos algarismos das unidades de todos os nimeros vale
1Xx244+3x24+5x2447x24+9x24 =25x24 =600. Se efectuarmos agora a
soma das dezenas, os argumentos utilizados repetem-se, obtendo-se como soma
1x10x2443x10%x244+5x10x244+7x10x244+9x10x 24 = 600 x 10 = 6 000.
Repetindo agora o processo descrito atras obtemos para a soma pedida o valor
600 + 600 x 10 + 600 x 100 4 600 x 1000 + 600 x 10000 = 6 666 600.

Designemos pelas letras a, b, ¢, d, ¢ os cinco bandidos de modo que as respectivas
alturas satisfacam alt(a) < alt(b) < alt(c < alt(d) < alt(e). O objectivo do
inspector Loureiro é, portanto, prender o bandido a. A probabilidade de ele
realizar tal evento ¢é igual ao quociente do niimero de permutacoes favordveis do
conjunto {a, b, c,d, e} (isto é, as permutacoes x1rox32425 tais que o elemento de
{z3,24, 25} com menor indice que seja mais baixo do que x; e 3 seja exacta-
mente o bandido a) pelo nimero de permutagoes total (que é igual a 5! = 120).

Determinemos entdo o nimero de permutacoes favoraveis:
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Claro que nenhuma permutacao na qual a aparece na 1% ou 2% posigoes é fa-
voravel. Aquelas em que a aparece na 3% posicao sao todas favoraveis e sao
em numero de 4! = 24. Contemos agora as permutagoes favordveis nas quais a
aparece na 4% posicao: as 6 nas quais b estd na 1* posicao sao favoraveis; analoga-
mente as 6 nas quais b estd na 2% posicao sao também favoraveis; nenhuma das
que b aparece na 3% posicao é favoravel; das que b aparece na 5% posicao somente
4 sao favoraveis (cdcab, dceab, ccdab, ecdab). Portanto ao todo temos 16 per-
mutagoes favordveis nas quais a esta na 4% posicao.
Finalmente contemos as permutagoes favoraveis nas quais a aparece na 5% posi-
¢do: obviamente sao aquelas em que b aparece na 1% ou 2% posicoes; portanto,
sao 3 X 2+ 3 x 2 = 12 permutagoes.
Em conclusao, o nimero de permutacoes favoraveis € igual a 24 + 16 + 12 = 52
e, consequentemente, a probabilidade do inspector Loureiro apanhar o chefe do
bando € igual a

52

22 2 0,43(3).
150 = 0:43(3)

Como o numero de diagonais de qualquer poligono com n lados € igual a C§ —n,
entao a hipdtese do problema diz-nos que C;”fl + C’gil = 165. Logo, o niimero

pedido é, pela Formula de Pascal, igual a

Cy'—m+Cy—n = Oy '+ Cm—-1+0y ' +07 —m—n
= 16b+m—-14+n—1—m-—n
= 163.
Seja uy, ug,us, . . ., Uy UmMa sequéncia nas condi¢ées do problema.

No caso de n ser par entao

Up, Un—1 € {%7%—'_177”}

Up—2,Un—3 €{5 —1,5,...,n}

ug,uz € {2,3,...,n}
ug,uy € {1,2,...,n}.

Ao construirmos uma destas sequéncias, como os algarismos tém de ser todos
distintos, temos n— 5 +1 = § 41 hipéteses de escolha para u,, n—5+1—-1= %
hipéteses de escolha para u,_1, n — (5§ —1) + 1 — 2 = § hipéteses de escolha
para up—2, n — (5 — 1) +1 -3 = § — 1 hipéteses de escolha para u,_3, e
assim sucessivamente, até n — 2 4+ 1 — (n — 3) = 2 hipéteses de escolha para ug,
n— (n—2) = 2 hipéteses de escolha para ug e n— (n—1) = 1 hipdtese de escolha

para uj.
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Concluindo, existem

(g+¢)xgxgx.uxzx2x1:(g+nxKgMQ

sequéncias nas condigoes requeridas.

No caso de n ser impar temos

1 1
u, € {24, 2 + 1, n}
—1 —1
un—lyun—2€{n2 7n2 +1,,TL}

ug,uz € {2,3,...,n}
Uz, U1 € {1,2,...,')1}.
Raciocinando como no caso anterior podemos concluir que neste caso existem

1 1 1 1 1
P (P gy xaxexr = (A
2 2 2 2 2

)12
sequéncias nas condigoes requeridas.

3.19. (a) Paran =1 é ébvio: (i) =1= (g) Suponhamos agora que, para um dado
teN, Yhy (*1%) = (th4). Nestas condigoes,

4
t+1 t
k+3> Z<k+3> <t+4>
> (77) - .
k=1 ( 4 (kzl 4 ) 4
t+4 t+4
= ( —i5_ ) + ( Z ) (Hip6tese de indugao)
t
= ( —g 5) (Férmula de Pascal).

3.21. Comecemos por observar qual é a resposta em alguns casos particulares:

3" +1
4
10
28
82
244
730

(=2 BTN U N
N =N =N R

Isto leva-nos a conjecturar que a resposta deverd ser K = 1 no caso em que n €

par e k = 2 no caso em que n é impar. Demonstremo-la:

Solugao 1: Temos
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34+1=(241)"+1

(1+ <T>2+ <Z>22+---+ (nf1>2"—1+2n) +1
R

14+n par

Portanto, se n for par, 1 4+ n é impar e 3" + 1 é o dobro de um nimero impar

pelo que k = 1.

No caso em que n é impar entao n é par, digamos 2m, pelo que teremos
n n n
3"+1 = 2(2 2 22 ... on—2 4 on~l
+ (m—|—<2> +<3> + +<n_1> +271)

o e e

par

Mas

- (Z) . <2m—1>): 2m+ @m—-1)@m=2) o o o

2 2

¢é impar pelo que 3" + 1 é o quadruplo de um numero impar, ou seja, k = 2.

Solugao 2: A conjectura acima provada pode ser alternativamente confirmada
por indugao sobre n. Comecemos por demonstrar que, sendo n par, 3" + 1 é
sempre o dobro de um ntmero impar. O caso n = 2 é ébvio pois 3" +1 =10 =
2 x 5. Supondo a afirmacao valida para um dado n par, provemo-la para n + 2.

Bastara para isso observar que
32 L1 =3"+1-1)x3+1=2m—1)x9+1=18m —8 =2 x (9m —4),

onde m designa o nimero impar tal que 3" +1 = 2m e, portanto, 9m — 4 é

também fmpar.

Finalmente provemos que, sendo n impar, 3" 4+ 1 é sempre o quadruplo de um
nimero impar. O caso n = 1 é ébvio pois 3" + 1 = 4. Supondo a afirmagao

vélida para um dado n fmpar, provemo-la para n + 2:
32 L1 =3"+1-1)x3+1=Um—1)x9+1=236m—8=4x (9m —2),

onde m designa o nimero impar tal que 3" +1 = 4m. Portanto, 9m —2 é também

fmpar e 3”72 4 1 é o quadruplo de um nimero fmpar.
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Capitulo 4

4.1.

4.6.

4.7.

Uma vez que existem 100 raparigas sécias do Clube Pitagoras, 80 sécias do
Clube Euclides e 60 de ambos, podemos afirmar que existem 100+ 80— 60 = 120
raparigas socias no total dos dois clubes. Entao existem 230 — 120 = 110 rapazes
socios no total dos dois clubes. Consequentemente, 80 + 100 — 110 = 70 rapazes
sao sécios de ambos os clubes, pelo que 80 — 70 = 10 rapazes sao sécios do Clube

Pitdgoras mas nao o sao do Clube Euclides.

Evidentemente, se m < n nao existe nenhuma. Suponhamos entdao que m > n.

Toda a informacgao necessaria para identificar uma funcao f : A—B pode ser
dada na forma de um arranjo com repeticao dos n elementos de B, m a m.
Aqueles que dao as fungbes sobrejectivas sdo precisamente aqueles nas quais
cada elemento b; de B aparece, pelo menos, uma vez. Seja entdao X o conjunto
de todos os arranjos com repeticao dos elementos de B, m a m. Diremos que um
elemento de X possui a propriedade P; (i € {1,2,...,n}) caso b; ndo pertenga a

esse arranjo. Seja ainda A; o conjunto dos elementos de X que satisfazem P;.
Como |X| =n", |AZ| = (n— 1)m’ |AZQAJ| = (’I’L—2)m,...,|Ail ﬂAiQ n---N
A;, | = (n—k)™, entao pelo Principio da Inclusao-Exclusao, o nimero de fungoes

sobrejectivas de A em B é igual a

AiNAyn-NA,=n"=Ctn—1)"+Cl(n—-2)"— -+ (=" tc"_,1™.
‘ 1 2 n—1

Em particular, o niimero de maneiras diferentes de entregar 5 tarefas diferentes,
a quatro empregados, entregando a cada um deles uma tarefa, pelo menos, é
igual a

45 — C13% + 0325 — €415 = 1024 — 972 + 192 — 4 = 240.

Sendo X o conjunto das permutagoes de {1,2,...,2n} e P; a propriedade “i e

t + n aparecem em posigoes consecutivas” pretendemos provar que o nimero de

elementos de X que possuem pelo menos uma das propriedades Py, Ps,..., P, é
maior que
| X _ (2n)!
2 2

Pelo Corolério 4.2 esse numero M ¢ igual a

ST =D [ANA ]+ Y JANA N A =+ (=) A N AN N Ayl
=1

i,j=1 i,4,k=1
i<j i<j<k
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Mas .
STIANANA] =+ (-1)" A N AN .. N Ap[ >0

i.4,k=1
i<j<k

logo

n

M >34 = > AN 4.
i=1 bl
Como |4;| =2(2n —1)(2n —2)! e |A; N Aj] < 2(2n — 1)2(2n — 3)(2n — 4)! entao
M > 2(2n-1)2n—2)In—C52(2n —1)2(2n — 3)(2n — 4)!
= (2n)! —2n(n—1)(2n —1)(2n — 3)!
2n(2n —1)(2n — 3)!(n — 1).

Portanto
M 1
@) 72
isto é,
M > (2;)!.

Capitulo 5

5.1. Seja n o numero de partidos concorrentes as elei¢oes. Se denotarmos por

P = {p1,p2,P3, P4, D5, D6, P7}

o conjunto das 7 promessas feitas, o problema resume-se a determinar o maior
valor de n para o qual existe uma coleccao S1,Ss,...,.S, de subconjuntos de
P, nao-vazios (regra (a)), distintos dois a dois (regra (b)) tais que S; N S; #
() sempre que i # j (regra (c). Como P possui 27 subconjuntos distintos e
como um conjunto e o seu complementar nao podem estar ambos nessa colecgéo

(atendendo a regra (c)), necessariamente

27
n<=—=20=¢64
2
Mas ¢ possivel formar uma tal coleccao com 64 subconjuntos; bastard, por exem-
plo, formar cada S; (i = 1,...,n) com o elemento p; e com um subconjunto de
{p27 cee 7p7}:
S1 o= {p}

Sy = {p1,p2}
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S3 = {p1,ps}
S7 = Ap1,p7}
Ss = {p1,p2,p3}
Sog = {p1,p2,p4}
S1i2 = {p1,p2,p7}
Sis = {p1,ps,pa}
Sia = {p1,p3,p5}
Sie = {p1,p3,p7}
Sn = {p17p27p37p47p57p67p7}
Como o nimero de subconjuntos de {ps,...,pr} é igual a 25 = 64, teremos no

maximo n = 64.

5.6. (a) Ag(1,1,1,1,2) = & = 720
(b) 41 = 24.
(¢) A(2,1,1) = 4 =12
() 72.

Capitulo 6

6.1. Ct. ([9], p. 170).

6.3. (a) Existem Zi = 6% = 1296 fungoes de A para B; dessas, A} = 360 sdo

injectivas e nenhuma é sobrejectiva.

(b) Existem Z‘é = 45 = 4096 fungdes de B para A; dessas, T) = S x 4! =

65 x 4! = 1560 sao sobrejectivas e nenhuma € injectiva.

6.6. (a) PO3 = 3°.

(b) P =57 +55+53=1+15+25=41.
6.7. (a) PO}*(5,3,1,3) = =12, = 110880.

(b) POI2(3,3,3,3) = zaim = 369600.



Apéndice: Solugdes de exercicios seleccionados 118

(c) C3 x PO}%(6,6) = 5544.

6.8. O numero de casos possiveis é igual a PO]'! = r". Como o nimero de casos
favoraveis é igual a CF x T _ (C? corresponde as diferentes possibilidades para
o conjunto das s caixas vazias e 1" , corresponde, pelo Teorema 6.6, ao niimero
de particoes ordenadas de um conjunto com n elementos em r — s subconjuntos
nao vazios) a probabilidade requerida ¢ igual a
cr X T7,

erL
Capitulo 7

7.2. (a) Uma fungao estritamente crescente de [n] para [m] fica univocamente deter-
minada pela sua imagem, isto é, pelos n valores que toma em [m]. Portanto,
uma fungao estritamente crescente de [n| para [m] fica univocamente de-
terminada por um subconjunto de [m]| com n elementos. Existem pois C)"

funcoes estritamente crescentes de [n]| para [m)].

(b) Uma funcao crescente, em sentido lato, de [n] para [m] nao fica determinada
meramente pela sua imagem, ja que a fungao nao tem que ser injectiva. No
entanto é simples observar que fica determinada pela quantidade de ele-
mentos de [n] que pode atingir cada elemento de [m]. O problema consiste
assim em contar o nimero de maneiras de distribuir n bolas por m caixas,
em que apenas interessa o nimero de bolas por caixa. Este problema foi

resolvido na entrada ntimero quatro da tabela dos doze caminhos: CF™m=1,

Capitulo 8

2 _ 1377 49 — 43
8.1. ¢ = 5701 ¥ 153@c—i7.

8.3. (a) t(n) =2t(n — 1) + 2t(n — 2).

8.4. Para cadan € IN

(2 (),

Ay —

1
V5
pois ap = ap—1+an—2 (N >2),a2=2ea; =1.
8.6. (a) s =21, s9 =44+ 21 x 21 =485, s3 = 44 + 21 x 44 + 21 x 485.
(b) sp =218p—1 +44(sp—2+ -+ s0) (n > 2), onde sg = 1.
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(c) Trata-se de uma relacao de recorréncia linear homogénea com coeficientes
constantes de ordem n que pode ser facilmente transformada numa de ordem
2:
De s, = 2181 + 44(sp—2 + -+~ + so) (para n > 2) e sp—1 = 21s,—9 +
44(sp—3+ -+ so) (para n > 3) segue S, — Sp—1 = 21851 + 23s,_2 (para
n > 3). Portanto s, = 22s,_1 + 23s,-2 (n > 3). A equacao caracteristica
22 — 22z — 23 = 0 tem raizes 1 e 23. Logo s, = ¢1 + ¢223". As condicoes
iniciais s1 = 21 e so = 485 implicam ¢; = —1/11 e o = 232/253. Em
conclusao,

1 232

= _—— 4 ““ogn-l > 1).
Sn =TT (n=1)

Capitulo 9

9.1. f(z)=(Q+z+2+23+ )1 +22+2t +25+ )1+ 25+ 20+ 25+ )(1+
210 4 220 4 230 4

9.3.

é) _1/3(=2/3)(=5/3) _ 10 _ 5
3/ 3! — 33x6 — 81°

9.5. f(x) = (> + 22+ 2+ )1+ 2+ 22+ 23)(2® + 23 + 2% + 25).

9.6. Partamos da sugestdo (1+z)" = (14+2)" ! +z(14+2)" L. Pelo Teorema Binomial

isto é equivalente a

r=0 r=0 r=0
e X (M= (" et )
— \r — r — r
r=0 r=0 r=0
r = x T
— \r — T — \r—1
r=0 r=0 r=1
X (n X (n— X fn—1
- 1+Z<)xT:1+Z< )x z( );,;
r=1 r r=1 r r=1 r—1



Apéndice: Solugdes de exercicios seleccionados 120

9.9. (b) u, = 4".

9.10. Seja g(z) = >0 fax™. Depois de reordenar algumas parcelas do somatério e

adicionar as séries, observamos que

g(x) - iL’g(ZL') - :EQg(x) = fO + (fl - fO)x + i(fn - fn—l - fn—2)$n
n=2

o0
= 04xz+) 02"

n=2
Portanto g(z) — xg(x) — 2%g(z) = x, donde

X

Pelo método das fracgoes parciais podemos concluir que

1 1 1
1—5—x2:ﬁ(1—a:v_1—ﬁx)

— 1+v5 _ 1-v5 1 _ N\ n.n :
onde a = =52 e 3 = 5. Como —— = > 7 a"z", decorre daqui que

1 & n _ gny,n
g(m):%nzzjo(a p")z".

Logo

Jn=—7(a" = 5").

Sl
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