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1. (a) E verdadeira:

Pelo Teorema do Resto, p(z) é da forma (z — 2)g(z). Derivando vem p'(z) =
q(z) + (x — 2)¢'(z). Mas x — 2 também divide p’(z) pois 2 também é raiz de p'(z).
Logo = — 2 divide ¢(z), o que mostra que (z — 2)? divide p(z).

(b) E verdadeira:
Todo o ideal maximal é, em particular, primo. Portanto, se um ideal nao é primo,
nunca pode ser maximal.

(¢) E verdadeira:
Se 141 é raiz de p(x), entao o seu conjugado 1 —i também o é. Logo p(z) é divisivel
por (z — (1 +i))(z — (1 —1i)) =22 - 22+ 2.

(d) E falsa:
A duplicacao de um cubo de lado unitario é equivalente a construcao, a partir de
Q, de um segmento de comprimento /2. Se tal fosse possivel, entdo [Q(¥/2) : Q]
seria uma poténcia de 2. Ora [Q(¥/2) : Q] = 3, pois 2> — 2 é o polinémio minimo

de /2 sobre Q.

2. (a) Se+/2i éraiz de p(x), entdo o seu conjugado —v/27 também o é, logo p(x) é divisivel
por (z —+/24)(x ++/21), isto é, por 22 + 2. Efectuando a divisdo de p(z) por 2% +2

obtemos p(z) = (2% + 2)(2? — 22 + 2). Determinemos as duas raizes complexas de
2 — 2z +2:
2+V/4-8 242
T2 T 2
Em conclusdo, as raizes de p(x) sdo £v/24, 1 +i. Logo, o corpo de decomposicio

=1=q.

de p(x) é a extensao
F = Q(V2i,—V2i,1+14,1—1)

= Q(V2i,1+i,1—1) (pois —v/2i é simétrico de v/21)

= Q(V2i,i,~i) (pois 1 € Q)

= Q(v2i,i) (
QW) (pois V2 = —(v21)i).
(b) Pelo Teorema da Torre,

F:Q=[Q(v2,1): Q) = [Q(v2,1) : Q(v2)][Q(V2) : Q.

O segundo factor é igual a 2 pois 2 —2 é claramente o polinémio minimo de v/2 sobre

pois —i é simétrico de 1)

Q. Quanto ao primeiro factor, também é igual a 2 pois £2 +1 é o polinémio minimo
de i sobre Q(v/2) (a irredutibilidade é também ébvia neste caso pois Q(v/2) C R e
as raizes de 22 + 1 sdo imagindrias). Em conclusio, [F : Q] = 4 e {1,v/2,i,v/2i}

constitui uma base de F' sobre Q.



() 1+vV2)A+v2i) =14+ V2i+vV2+2 =1+ 2+ 2i+ v/2i tem coordenadas
(1,1,2,1) na base de (b).

3. (a) Pelo critério de Eisenstein (p = 2), o polinémio 2® — 4z + 2 é irredutivel sobre Q

pelo que se trata do polinémio minimo de 6 sobre Q. Portanto, [Q(0) : Q] = 3.

(b) Calculemos primeiro o inverso de 6 + 1 em Q(6), ou seja, o elemento af? +bf + ¢ de
Q(8) que satisfaz (6 4 1)(ab? + b + c) = 1. Esta tltima igualdade é equivalente a

alP+ b+ a)*+(c+b)f+c=1 < a@0—-2)+b+a)*+(c+b)f+c—1=0
& (a+b)0*+(da+b+c)f+(—2a+c—1)=0.
Como 1,6, 60? sao linearmente independentes, obtemos entdo o sistema

a+b=0
4a+b+c=0
—2a+c—1=0

que tem solugdo a = —1/5, b=1/5 e ¢ = 3/5. Portanto!,

—60%2+0
O+1)y =03
)
Finalmente,
56% — 10 9 —0*+60+3
e -1 -z "
6+1 (567~ 10) ( 5 >

= (0> —=2)(—6*>+6+3)

= 0"+ 6% +50% 206

= (402 —20)+ (40 —2) + 567 — 20 — 6
= 0*4+40-38.

4. (a) N(Z)={a€Z|3IneN,a” =0} = {0}.

N(Z32) = {CLGZgQ|3’I’L€N,CLn:0}
= {a € Zsy | In € N, 32 divide a"}.

Ora 32|a"™ = a™ é par = a é par = a ¢ par;

Reciprocamente, a é par = 2|a = 2°|a® = 32|a’. Portanto,

N(Zgg) = {a6232]aépar}
= {0,2,4,6,...,30}.

(b) (i) 0' =0 pelo que 0 € N'(A).
Sejama € N(A)ex € A. Entao a™ = 0 para algum n € N e, consequentemente,
(ax)™ = a™z™ = 0, o que mostra que ax € N (A).
Finalmente, sejam a,b € N(A). Entao a™ = 0 = b™ para alguns naturais n e

m. Pretendemos provar que a —b € N(A). O caso a = 0 ou b = 0 é Sbvio.

! Alternativamente, podia-se também determinar o inverso de 8+ 1 usando o algoritmo de Euclides no célculo
de mde(z + 1,2 — 4o +2) = 1.



5.

6.

Suponhamos entdao a,b # 0 (donde n,m > 1). Pela férmula do binémio de

Newton (que provamos ser verdadeira num anel comutativo qualquer),

(a—b)" = %("?)&(—wmk

k=0

2

+<nm>anbnm—n +. 4+ ( nm >anm—1b+anmb0‘
n nm — 1

n—1

Neste 1ltimo somatorio, as parcelas da linha de cima sao todas nulas porque
o expoente em b é sempre > m (note que nm —n+1=n(m—-1)+1é>m
pois n(m —1) > m — 1 uma vez que m —1 > 0 e n > 1); na linha de baixo sao
também todas nulas porque o expoente em a é sempre > n.
Portanto, (a — b)™ = 0, o que mostra que a — b € N'(A).

(ii) Seja I um ideal primo de A. Para cada a € N(A), existe n € N tal que

a™=0¢€ 1. Como I é primo, entao a € I.
(iii) A/N(A)={a+N(A)|a € A} pelo que

a+N(A) e N(A/N(A)) IneN: (a+N(A)" =N(4)
IneN: a"+N(A) =N(A)
dneN: a" e N(A)
IneN,ImeN: (a™)" =0
In,meN:a" =0
a€N(4)

a+ N(A) =N(A).

t ¢ 00T TCT

Portanto N (A/N(A)) = {N(A)}.

(a) V(o) =% Areapge X altura = 1(20)%a = 303,

(b) Se 3a® = a® + 1 entdo « é raiz de 423 — 322 — 3 € Q[z], sendo este polinémio
irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein). Assim, o polinémio minimo de «
sobre Q é de grau 3 pelo que [Q(«) : Q] = 3 # 2!, (¢t € Ny). Logo « nao é um real

construtivel.

=: Seja L uma extensao algébrica de K e seja § € L. Como [K(0) : K] é dada pelo grau
de um polinémio irredutivel, entao [K(0) : K] = 1. Logo K(0) = K, ou seja, § € K, o

que mostra que L = K. Portanto, a tnica extensao algébrica de K é o préprio K.

<: Se nao existem extensoes algébricas préprias de K entao K é um corpo algebrica-
mente fechado. Seja p(z) € K[z|] um polinémio irredutivel sobre K de grau > 1. Por
hipdtese, p(x) tem uma raiz # em K, isto é, p(z) = (x — 0)q(z) para algum ¢(z) € K|z].
Como p(z) é irredutivel sobre K, g(x) sé pode ser uma constante, o que garante que

p(x) tem grau 1.

aObnm + <nin> abnm—l + <nm> aanm—Q o+ ( nm )an—lbnm—n+1 +



