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SOLUCOES Teste 3 13/05/08

1. Determine o inverso de 2 + 2v/3 em Q(v/3).
Solugao:

[Método gerall Queremos calcular o inverso de 2v/3 +2 em Q(v/3) = {a + bV3 | a,b € Q}.

Como 22 — 3 é um polinémio que tem /3 por raiz e
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s (22-3) - (2x+2)(§x - 5) = -2
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&= —5(56 -3)+ (2x+2)(1x - Z) =1
entao fazendo z = v/3 nesta ultima identidade obtemos
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Portanto ) )
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[Alternativa: Como costuma calcular o inverso de um nimero complexo? Repare que

o processo funciona em qualquer extensdo Q(f) de grau 2]
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2. Determine a extensdo Q(v/3,7). Qual é o grau sobre Q desta extensio?

Solugao: Consideremos a extensio Q(v/3,7) de Q. Pelo Teorema da Torre,
Q(V3,1) : Q] = [Q(V3,4) : Q(V3)] [R(V3) : Q] = [Q(V3,1) : Q(V3)] x 2

pois 22 — 3 é o polinémio minimo de /3 sobre Q. Qual é o polinémio minimo de i sobre
Q(V3)? i éraiz de 22 + 1 € Q[z] € Q(v/3)[x]. Sera que este polinémio é irredutivel sobre
Q(v/3)? Sim, pois as suas duas raizes +i nio pertencem a Q(v/3) C R.

Portanto, 22 + 1 é o polinémio minimo de 4 sobre Q(v/3), pelo que
[@(v3,i) : Q(V3)] =2,

sendo {1,i} uma base de Q(v/3,1%) sobre Q(v/3).
Em conclusdo, [Q(v/3,i) : Q] = 4 e {1,v/3,i,v/31} constitui uma base de Q(+/3,4) sobre Q.

Assim,

Q(V3,i) = {a+b/3+ci+dV3i|a,b,ecde Q}.



3. Supondo que 62 = —36 + 3, determine o polinémio minimo de 6 sobre Q. Qual é o polinémio

minimo de 62 sobre Q?

Solugao: 6 é raiz de p(x) = 22 + 3z — 3 € Q[z], que é ménico e irredutivel sobre Q (pelo
critério de Eisenstein, p = 3). Portanto p(x) é o polinémio minimo de # sobre Q. Quanto a
62

[Método gerall Como [Q(f) : Q] = 2, os elementos 1, 62 e 6* sdo linearmente dependentes

pelo que existem escalares racionais nao todos nulos, ag, a1, as, tais que ag + a10? + a20* = 0.

Uma vez que #? = —36 + 3, podemos escrever

0 = ap+ai(—360+3)+az(—30+ 3)>
= ag+ai1(—30 +3) + ax(9 — 180 + 96?)
= ag — 3a10 + 3a; + 9as — 18a20 + 9az(—360 + 3)
= ag+ 3ay + 36ay + (—3a; — 45a2)0.

Por sua vez {1,0} constitui uma base de Q(6) donde

{a0+3a1+36a2:0 {a0:9a2
=

3a1 + 45a9 = 0. a1 = —15as.

Fazendo as = 1 obtemos a; = —15 e ag = 9 e concluimos que 9 — 156 + §* = 0, isto é, #?
é raiz do polinémio x? — 15z + 9. Este polinémio é ménico e irredutivel sobre Q (as suas
duas raizes, que podem ser calculadas pela férmula resolvente, sao irracionais) pelo que é o

polinémio minimo de #? sobre Q.
[Alternatival Se 6 é raiz de p(z) = 22 + 3z — 3 e 62 = —30 + 3 (isto é, 0 = 927—_3), entao

3
0=pO)=p (92_—53> Portanto 62 é raiz de
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= 3 —3=---=a" - 15z +9.
()= (5) () ommrs




