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SOLUCOES

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 16gico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa)
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(a) Seja A um anel. Entdo (a + b)(a — b) = a® — b? para quaisquer a,b € A.
[Como (a + b)(a — b) = a® — ab + ba — b2, a afirmagdo é falsa em
anéis ndo comutativos.|

(b) Em Zig[z], 422 4+ 22 + 4 é um divisor de zero.
[8 - (42 + 2z +4) =0.]

(c) Q[x]/(22°° — 2% + 182 — 92* + 62 — 3) é um corpo.
[Basta observar que 2250 — 249 + 182° — 92 + 62 — 3 € redutivel sobre Q
pois é de grau > 2 e tem uma raiz racional: 1/2.]

(d) Sejam K,K; e Ko corpos com K C K; (i =1,2). Se K e Ks sao
extensoes finitas de K e mdc([K; : K|, [K2 : K]) =1 entao K & K; N Ko. -
[Contra-exemplo: K = Q, K1 = Q(v/2) e K> = Q(v/2).]
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2. (a) (22 + 1) (22 +1).

(b) As tinicas possiveis raizes racionais de p,, sdo 1 e —1. Como p,,(1) = m—m? = m(1—m)
e pm(—1) = m? +m — 2 entdo param =0, m =1 e m = —2, p,, tem raizes racionais (1

nos dois primeiros casos e —1 nos tltimos dois).

3. (Teorema 2.7 nos Apontamentos) Seja I um ideal de K[x]. Se I = {0}, entao I = (0), que é
um ideal principal. Podemos pois admitir que I # {0}.

Consideremos entdo o conjunto N = {n € Ny | existe s(z) € I, gr(s(z)) = n}. E claro que,
como I # {0}, N é nao-vazio, pelo que tem um minimo. Seja m(x) um polinémio em I de
grau igual a esse minimo (podemos supor que m(x) é ménico; com efeito, se nao fosse, isto é,
se o coeficiente do termo de maior grau fosse igual a a # 1, poderiamos sempre considerar o

polinémio n(x) = a~tm(x) € I).

Provemos que I é principal mostrando que I = (m(z)). Como m(z) € I, é Sbvio que
(m(x)) € I. Por outro lado, se p(z) € I, usando o algoritmo de divisdo temos p(z) =
q(x)m(x) + r(x), onde gr(r(z)) < gr(m(z)). Dado que I é um ideal, podemos concluir que
r(z) = p(z) — q(x)m(z) € I. Mas entao r(x) sé pode ser igual a 0 pois, com excepcao do
polinémio nulo, ndo pode haver nenhum polinémio em I de grau inferior a gr(m(z)). Assim,

p(z) é um multiplo de m(z) pelo que pertence ao ideal (m(x)).

Se K nao é um corpo, o anel de polinémios K [z] ndo é necessariamente de ideais principais.

Por exemplo, para K = Z, o ideal (2, x) de K[z] ndo é principal.



4. p(4) = 24190 460 = 2201 + 60. Assim, em F3, p(4) = (22°! +60) mod 3 = 22°! mod 3. Mas

2 mod 3 =2,2%2 mod3=1,2% mod3 =2, etc., isto é, 2" mod 3 é igual a 1 se n é par e

D.

igual a 2 se n é impar logo p(4) = 2.

Por outro lado, em F7, p(4) = (22°1 +60) mod 7 = (22°! +4) mod 7. Neste caso, 2 mod 7 =
2,22 mod 7=4,2% mod 7=1,2* mod 7=2,2° mod 7 = 4, etc.. Como 201 é divisivel por

3 entdo 221 mod 7 = 1 e consequentemente p(4) = 5.

(a)

O polinémio x® — 622 + 9z + 3, do qual 6 é raiz, é irredutivel sobre Q (pelo critério de
Eisenstein, p = 3), logo é o polinémio minimo m(z) de @ sobre Q. Seja f(z) = x2—6x+8.
Uma vez que m(x) = zf(z) +z+3 e f(z) = (z —9)(z + 3) + 35 (0 que confirma que
mdc(m(x), f(z)) = 1), entao

35 = f(z) — (z — 9)(m(z) — 2 f(x)) = (z° — 9z + 1) f(z) — (z — 9)m(a),

ou seja,

1
- g[(;ﬂ — 92+ 1) f(z) — (x — 9)m(x)].

Substituindo x por 6 obtemos 1 = %(92 —96 +1)f(0), o que mostra que

1

(0> —60+8) "' = f(6)' = %(92 — 90+ 1).

Pelo Teorema da Torre,
[Q(v3,0) : Q] = [Q(V3,0) : Q(V3)[[Q(V3) : Q-

Como 22 — 3 é irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein, p = 3), trata-se do
polinémio minimo de /3 sobre Q, donde [Q(+/3) : Q] = 2. Por outro lado, # é raiz do
polinémio 22 + v/3z 4+ 3 € Q(v/3)[z]. Serd este polinémio irredutivel sobre Q(v/3)? Pela

férmula resolvente das equagoes do segundo grau, as suas duas raizes sao

—V3+/3-12
2 )

ambas néio reais. Logo, pelo critério das rafzes, 2% +/3z +3 é irredutivel sobre Q(v/3) C
R, donde [Q(v/3,0) : Q(v/3)] = 2. Em conclusdo, [Q(v/3,0) : Q] =2 x 2 = 4.

Pelo Teorema da Torre,
[Q(V2,0) : Q] = [Q(V2,6) : Q(V2)I[Q(V2) : Q.

Como 2% — 2 é irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein, p = 2), trata-se do
polinémio minimo de /2 sobre Q, donde [Q(+/2) : Q] = 3. Por outro lado, @ é raiz do
polinémio p(z) = 22+ 32+ 3 € Q[z]. Serd este polinémio irredutivel sobre Q(+/2)? Sim.
Podemos provar isso de modo analogo a alinea anterior ou alternativamente do seguinte
modo: p(z) € Q[z], é irredutivel sobre Q (se fosse redutivel entdo 2p(x) = 222 + 3z + 3
também seria, o que ndo é possivel pelo critério de Eisenstein) e o seu grau, maior do
que 1, 6 um nimero primo com [Q(+/2) : Q] = 3. Logo p(x) nio tem raizes em Q(+/2).
Assim, pelo critério das raizes, p(x) é irredutivel sobre Q(4/2), donde [Q(¥/2,6) : Q(V/2)] =
2. Em conclusdo, [Q(¥/2,0) : Q] =2 x 3 =6.



6. Seja 0 € L \ K (existe pois [L : K| > 1 implica L # K). Como
2=[L:K|]=[L:K()][K(@): K]

e [K(0): K] > 1entao [L: K(0)] =1, isto é, L = K(6).

Como 2 = [L : K] = [K(0) : K] entao 6 é raiz de um polinémio de grau 2 (o seu polinémio
minimo sobre K), da forma 2% + bz + ¢ € K[z]. Por outro lado, a férmula resolvente das
equagoes do segundo grau vale em qualquer corpo K de caracteristica diferente de 2 (para

provar isso basta verificar que os elementos

—b+Vb? —4c

: ()

satisfazem de facto a equacdo x? + bx + ¢ = 0; é claro que a férmula (*) ndo faz sentido em
corpos de caracteristica 2 pois a divisao por 2 = 0 nao é possivel...). Assim,

b+ Vb —4c —b—Vb? —4c

ou 0=

o 2 2

Daqui decorre que (20 + b)2 = > — 4c € K. Como K () = K (20 + b), fica provado que
K(0) = K(y/a) onde o = b?> —4c € K.
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