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SOLUCOES

(1) (a)

(c) Divisores de zero de A: 1,2,3 (pois1-2=5=04€2-3=5=04).

(2) (a) E claro que I # (. Além disso, para quaisquer f,g € I, f + g € I pois (f +9)(0) =
£(0) &6 g(0) = 06 0 = 0. Por outro lado, para quaisquer f € I e g € Fg, f-g € I pois
(f-9)(0) = f(0) ® g(0) = 0®¢ g(0) = 0. Portanto I é um ideal de Fg.

Serd primo? Nao, pois f-g € I (isto é, f(0) ®¢(0) = 0) ndo implica necessariamente f € [
ou g € I (pois Zg é um anel com divisores de zero); por exemplo, se f for a fungao constante
com valor 2 e g a fungao constante com valor 3, o produto f - g pertence a I (pois é a funcao

nula) mas f,g ¢ I.

(b) (i) Podemos simplificar muito a escrita observando que, uma vez que Zg ¢é finito, podemos

descrever totalmente qualquer funcao f: Zg — Zg pela sequéncia ordenada

(f(0), f(1), £(2), F(3), F(4), F(5)) € Z§

das suas imagens. E evidente que a identidade de Fg é a funcao constante (1,1,1,1,1,1).
(i) Uma vez que em Zg, 171 =1e 51 =5 entdo f~! = (1,1,1,5,5,5)" = (1,1,1,5,5,5).
(iii) Do exemplo da alinea anterior, decorre imediatamente que f € Fg é invertivel se e s se

cada f(x) é um elemento invertivel de Zg, ou seja, f(z) € {1,5} parax =0,1,2,3,4,5.
(iv) f € Fg é um divisor de zero se e sé se f # (0,0,0,0,0,0) e f(y) € {0,2,3,4} para algum

y. Sao assim as sequéncias (ag, a1, ag, as, a4, as) diferentes da nula que tém pelo menos

uma coordenada no conjunto {0,2,3,4}.

(Observe como, dos 6% elementos de Fg, 2° sdo invertiveis, 1 ndo é invertivel nem divisor

de zero (a sequéncia nula, que é o zero do anel) e os restantes 6% — 26 — 1 sdo divisores

de zero.



(v) Por definicao, F/I ={f+1| f € Fs} = {(ao,a1,a2,a3,a4,a5) + I | a; € Zg} (com as

operagoes usuais nas classes laterais). Por outro lado,
(ao, a1, az,as, as,as) + I = (bo, b1, b2, b3,bs,b5) + I

se e sO se (CLQ —bo,al —bl,ag —bg,ag —b3,a4 —b4,a5 —b5) S I, ou seja, ag —b() == O, isto

é, ag = by. Entao, imediatamente,
Fs/I ={(a,0,0,0,0,0)+ I | a € Z¢},
que é um anel claramente isomorfo a Zg. O isomorfismo é dado pela bijecgao

(a,0,0,0,0,0) + I — a.

Solugao alternativa: Uma vez que I = {(0,b1,b2,b3,b4,b5) | b; € Zg}, entdao a classe

(ag,a1,az,as,aq4,a5) + 1 € Fg/I é o conjunto
{(a0, a1, a2, a3,a4,a5) + (0,b1,b2,b3,b4,b5) | bj € Zs}
ou seja
{(ao,a1+0b1,a2+bo, a3 +b3, as+by,a5+bs) | b; € Zg} = {(ao, c1,c2,¢3,¢4,¢5) | ¢ € Zg}.

Portanto, o que caracteriza os elementos de cada classe é a primeira coordenada da
sequéncia, sendo indiferente o valor das restantes. Assim, (ag, a1, az,as,aq,a5) + 1 =
(a0,0,0,0,0,0) + I, donde

f@/[ = {(CLQ,0,0,0,0,0) + 1 | ag € Zﬁ}.




