DMat-FCTUC Exame (época de recurso) de Corpos e Equagoes Algébricas

Duragao: 2h30m 21/06/2018

SOLUCOES

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor légico das afirmacoes:

2.

3.

(V: verdadeira; F: falsa)

(a)

(b)

| o<
x| =

N é um subanel de (Z, +, ).

[Por exemplo, 1 € N mas —1 ¢ N ]

O resto da divisao de #1%° + 32z + 1 por z + 1 é igual a —1.

H

[Como x4+ 1 =2 — (—1), o resto da divisdo de g(z) = 2'° + 32 + 1 por
x + 1 é, pelo Teorema do Resto, igual a p(—1) = (1)1 +3(=1) +1 = —1]

A raiz real de p(z) = 2° — 223 + 4x + 2 é construtivel a partir dos racionais. -

[Seja « a raiz real de p(z) = 2% — 223 + 4z + 2 (que existe porque o grau de p(z)
é impar). O polinémio p(x) é irredutivel sobre Q[x] (pelo critério de Eisenstein).
Como é ménico, entdo é o polinémio minimo de a sobre Q. Assim [Q(«a) : Q] = 5.
Como este nliimero n3o é uma poténcia de 2, pelo critério algébrico estudado
sobre a construtibilidade (por régua e compasso) de nimeros, podemos concluir

que « ndo é construtivel.]

(a) p(z) = 210+ 325 — 223 + 272% + 3 = L (5210 + 1525 — 923 4 272% + 3). Como o tltimo

(a)

(b)

polinémio é irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein, p = 3) e é associado de p(x),
entdo p(x) também é irredutivel sobre Q pelo que coincide com a sua factorizagdo em

irredutiveis.

Como, pelo Algoritmo de Euclides,

ettt 1= a2+ 1) (2 +2)+ (v +2)
P rr+l=(x+2)(z+2)

entdo mde(z* + 23 + 1,22 4+ o +1) =2 + 2.

A diz-se um dominio de integridade quando tiver uma identidade (isto é, um elemento
neutro para a segunda operagao) e nao tiver divisores de zero. Serd um corpo quando,

além disso, todo o elemento # 0 possuir inverso (para a segunda operagao).
Claramente I: J # () pois o zero do anel A pertence sempre a I: J. Além disso:

e Para quaisquer z,y € I: J, z —y € I: J: de facto, se xJ,yJ C I, entao (x —y)J C I
pois, para qualquer j € J, (x —y)j = xj —yj € I (uma vez que, I sendo um ideal, é
fechado para a subtracgao).

e Para quaisquer a € Aex €1: J,ax € 1:J: se xJ C I, entdao (ax)J C I pois, para
qualquer j € J, (ax)j = a(zj) € I (uma vez que xj € I, por hipétese, e I é um
ideal).



()

Por um lado,
22: A7 ={x € Z | x(42) C2Z} =7
(pois qualquer elemento de x(47Z) sera sempre um miltiplo de 4 logo, em particular,

multiplo de 2), enquanto
AZ: 22 = {z € Z | 2(2Z) C AZ} = 2Z

(se x for um multiplo de 2, entdo multiplicado por qualquer multiplo de 2 serd sempre um
multiplo de 4; reciprocamente, se x nao for multiplo de 2 serd impar pelo que multiplicado

pelos multiplos de 2 que nao sao miltiplos de 4, nunca dard um multiplo de 4).
Seja 8 = /1 + 3i. Entao
?=14+3i<0-1=3i=0*-1)2=-9<0*—-20>+10=0.

Portanto 6 é raiz do polinémio ménico z* — 222 4+ 10 € Q[z]. Como este polinémio é

moénico (pelo critério de Eisenstein, p = 2), trata-se do polinémio minimo de 6 sobre Q.
As possiveis raizes racionais de p(z) sdo +1, 3. E evidente que 1 e —1 sao raizes, donde
p(z) = (r—1)(x+1)(2%—3) e as outras duas raizes sio irracionais, v/3 e —/3. Claramente,
o corpo de decomposicio de p(x) é a extensido Q(v/3). Como x? —3 é o polinémio minimo
de /3 sobre Q, esta extensdo é o corpo {a + bv/3 | a,b € Q}.

Uma vez que v/8 = 2v/2, entdo Q(v/8) = Q(v/2). Logo [Q(v/38) : Q(v/2)] = 1 e a base ¢

simplesmente {1}.

Alternativa: Como v/8 = 2v/2 € Q(v/2), entdo = — v/8 € Q(v/2)[x] pelo que serd este o
poliménio minimo de /8 sobre Q(v/2), donde [Q(v/8) : Q(v/2)] = 1.

E 6bvio que Q(V2 +5) C Q(v/2,V5) pois evidentemente v2 + /5 € Q(v2,V5).
Por outro lado, se dizem que Q(v/2 + v/5) é uma extensio de Q(v/5) é porque Q(v/5)
Q(vV2+/5) (e, claro, por simetria também Q(v/2) € Q(v/24++/5)). Portanto Q(v/2,v/5)
Q(v2 4 /5) e temos a igualdade Q(v/2 + v/5) = Q(v/2,/5)

Nota: Nao é dificil observar directamente que Q(\@, \@) - Q(\/i + \/5) Com efeito,
como (v2 4 v/5)2 = 7 + 2V/10, entdo 10 € Q(v2 + v/5), e como v10(v2 + V5) =
2v/5 + 5v/2, também 2v/5 + 5v/2 pertence a Q(v/2 + v/5). Entao

N g[wm 5v3) — (2v/2 + 2V5)] € Q(V2 + v/5)

-
-

V5= _§[<z¢5+5¢§> — (5vZ+5VB)] € QVE + VB).

Assim [Q(v2 + v/5) : Q(v5)] = [Q(V5,v2) : Q(v/5)] = 2 pois 22 — 2 é o polinémio
minimo de v/2 sobre Q(v/5), uma vez que é irredutivel sobre Q(v/5) pois as suas duas
raizes irracionais, £+/2, no pertencem a Q(v/5): a + bv/5 = /2 implica b # 0 (senfo
/2 seria racional!) e a # 0 (sendo /2/5 seria racional!). Portanto

a+0VE=4vV2=0a,b#£0,(a+b/5)2 =2 a,b+#0,2abV5 =2 —a?® — 5b
2

2 a2 —5b
VB 22T % cgm
2ab



D.

(a)

(b)

Um ideal I do anel A diz-se mazimalse I # A e, para qualquer ideal J de A, a propriedade
I C Jimplica J =1 ou J = A.

Provemos que p(z) é redutivel se e s6 se I = (p(z)) ndo é maximal.

Suponhamos que p(x) é redutivel. Entao ou é invertivel ou tem um factor préprio.
No primeiro caso tem-se 1 = (p(z))~!p(x) € I, donde I = K|z] ndo é maximal. No
segundo caso tem-se p(z) = qi(z)g2(z) com gr(qi(x)) > 1 e gr(g2(z)) > 1. Entao
1 < gr(qi(z)) < gr(p(x)), pelo que

(p(z)) C (qu(x)) C Klz],

0 que mostra que, também neste caso, I nao é maximal.

Reciprocamente, suponhamos que I nao é maximal, ou seja, que existe um ideal J =
(q(z)) (pois, como sabemos, K[z] é um dominio de ideais principais) tal que I C J C K]lx].
Entdo p(z) = r(z)q(z) para algum r(z) € K[z]. E claro que gr(r(z)) > 1 (pois se r(z)
fosse constante, ¢(z) pertenceria a (p(z)) e terfamos J = I). Por outro lado, também
gr(q(x)) > 1 (caso contrario, J = K|[z]). Assim, a factorizacao p(x) = r(z)q(x) mostra
que p(x) é redutivel em K|[z].

Temos K C K(6?) C K(0) C Le[L: K] =5 Como 6 é raiz de 22 — 6% € K(6?)[z]
entdo [K () : K(6%)] < 2. Por outro lado, pelo Teorema da Torre, [K () : K(0?)] divide
[L: K]. Logo [K(0) : K(62)] =1 e, consequentemente, K () = K (6?).




