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SOLUCOES

1. aAa é claramente nao vazio (contém, por exemplo, os elementos a0a = 0 e ala = a). Sejam

2.

axa e aya dois elementos arbitrarios de aAa. Entao

ara — aya = a(ra —ya) = a(x —y)a € ada e (aza)(aya) = a(zay)a € aAa.

Isto mostra que aAa é um subanel de A. Além disso,

(a)

(ala)(axa) = aaxa = axa e (aza)(ala) = azaa = aza.

Nesse caso I = A. De facto, por definicdo de ideal, se 1 € I entdao a = a -1 € I para

qualquer a € A.

Nesse caso I = {0} ou I = A (isto é, um corpo sé admite os ideais triviais). De facto,
se I # {0}, seja a # 0 um elemento de I. Como A é um corpo, a tem inverso a’ em A.

Mas entao, por definicao de ideal, 1 = a’ - a € I e, pela alinea anterior, I = A.

Se v/2i é raiz de p(z), entdo o seu conjugado —/24 também o é, logo p(z) é divisivel por
(x —V/24)(x++/21), isto é, por 22 + 2. Efectuando a divisdo de p(z) por 22 + 2 obtemos
p(z) = (22 + 2)(2? — 22 + 2). Esta é a decomposicio de p(x) em factores irredutiveis
em Q[z]. De facto, 2 + 2 é irredutivel em Q[z] uma vez que é de grau 2 e, como vimos,
nao tem raizes racionais, enquanto z? — 2z + 2 é irredutivel pelo critério de Eisenstein
(p = 2), por exemplo (ou, em alternativa, porque também nao tem raizes racionais, as
suas duas raizes sao complexas: ¢ = @ = % =1=+14.).

As tinicas possiveis raizes racionais de g, sao 1 e —1. Como g, (1) = m —m?

=m(l1—m)
e qm(—1) = m?+m —2entdo param =0, m=1em = —2, ¢, tem raizes racionais (1

nos dois primeiros casos e —1 nos tltimos dois).

Por um teorema estudado nas aulas, (a(x),b(x)) = (mdc(a(x),b(x))). Calculemos entao
m(x) = mdc(a(x),b(x)):
Como

a(z) = b(x)(x® + x4+ 1) + 32% — 21

b(z) = (322 — 21)<%$ - é) +0

entao, pelo Algoritmo de Euclides, mdc(a(x),b(z)) é o polinémio ménico associado de

322 — 21, isto é, 22 — 7. Portanto, confirma-se que m(z) = 2% — 7.

Por outro teorema estudado nas aulas sabemos que um ideal principal I = (m(x)) de
Q[z] ¢ maximal se e s6 se m(x) é irredutivel em Q[z]. No caso presente, m(z) = 22 — 7
é claramente irredutivel (por exemplo, pelo critério de Esisenstein, p = 7) pelo que a

resposta é afirmativa: I é maximal.



()

Sim, pois I sendo maximal, implica, como sabemos, que Q[z]/I seja um corpo. Deter-

minemos o inverso de 1 + = + I em Q[z]/I. Como

Qlz]/1 = {p(z) + 1| p(x) € Qlz]}
={r(z) +I|r(z) € Qlz], gr(r(z)) <1}
={a+br+1|abecQ} (%)

(onde em (%) ja nao temos classes repetidas) bastara determinar a + bx + I € Q[z]/I tal
que (1+z+1I)(a+bx+1)=1+I. Para isso teremos que determinar a,b € Q tais que
a+(a+b)x+br?+T=1+1. Comox?+1=7+1I,entdo bx>+1="Tb+ I, pelo que o
problema resume-se & determinagao de racionais a, b tais que (a+7b)+(a+b)z+I = 1+1,

ouseja, a+ 7 =1ea+b=0 (porque ji vimos que as classes de polindmios de grau

< 1 sao todas diferentes). Daqui sai imediatamente a = —% eb= %. Portanto,
1 1
(l+z+I)*t= s+l

Solugao alternativa: Fazendo a alinea (d) primeiro, podemos usi-la aqui. O que se

pretende é determinar o inverso do par (1,1) no corpo Q x Q:

(1,1)-(a,b):(1,0)©(a+7b,a+b):(1,0)@a:f% A b:%.

De (%) decorre imediatamente que

e QJ/I - QxQ
a+br+1 — (a,b)

é uma funcao bijectiva. E também evidente, da definicao da soma no anel Q[z]/I que
o((a+bz+ 1)+ (c+de+1I)=(a+c,b+d)=plat+br+1)+p(c+de+1).

Finalmente, o((a + bz + I) - (c + dx + 1)) = ¢(ac + (ad + be)x + bdz? + I). Repetindo
os cdlculos feitos na alinea anterior, obtemos entao: ¢((a + bx + I) - (¢ +dx + I)) =
o((ac+T7bd)+(ad+be)z+1) = (ac+T7bd, ad+be) = (a,b)-(c,d) = p(a+br+1)-@(c+dx+1).

Observagao: Como Q[z]/I é um corpo, ficamos a saber que Q x Q com as operagoes

indicadas também é um corpo.




