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SOLUCOES

1.

(a)

(b)

6 é raiz de p(z) = 22 + 3z — 3 € Q[x], que é ménico e irredutivel sobre Q (pelo critério
de Eisenstein, p = 3). Portanto p(x) é o polinémio minimo de 6 sobre Q.
Quanto a 62

[Método gerall Como [Q(f) : Q] = 2, os elementos 1, #% e §* sdo linearmente depen-
dentes pelo que existem escalares racionais nao todos nulos, ag, a1, a tais que ag+a16? +
as0* = 0. Como queremos um polinémio ménico podemos supor az = 1. Uma vez que

6% = —360 + 3, podemos escrever entao

0 = ag+ai(—30+3)+(—30+3)>
= ap+ a1 (=30 +3) + (9 — 186 + 96?%)
= ap—3a10+3a;+9— 180+ 9(—360 + 3)
= ap+ 3a; + 36 + (—3a; — 45)6.

Por sua vez {1,0} constitui uma base de Q(6) donde

ap+3a; +36 =0 N apg =9
3a; +45 =0. ap = —15.

Concluimos que 9 — 1562 + 6* = 0, isto é, #2 é raiz do polinémio 2% — 15z + 9. Este
polinémio é moénico e irredutivel sobre Q (as suas duas raizes, que podem ser calculadas

pela férmula resolvente, sdo irracionais) pelo que é o polinémio minimo de 62 sobre Q.
[Alternatival Se 6 é raiz de p(z) = 22+ 3z —3 e 02 = —30 +3 (isto é, 0 = 92_—53), entao
0=p0)=p (@_33) Portanto 62 é raiz de

x—3 z—3\° r—3 9
= 3 —3=---=2"— 152 +09.
()= (5) () e

Basta observar que o polinémio nao tem rafzes em Zs: 02 +0+1=1e1?2+1+1=1.

Basta aplicar o algoritmo, fornecido pela demonstracao do Teorema de Kronecker, ao
polinémio p(x).
Seja entao L a extensao
ZLo|x]
(p(x))

= {ao+ a1z + (p(z)) | ao, a1 € Za}
= {0+ @), 1+ ),z + (p(x)), 1+ 2+ (p(z))}
constituida pelas classes definidas pelos restos da divisao dos polinémios de coeficientes

em Zs[z| por p(z). Denotando 0 + (p(x)) por 0, 1 + (p(x)) por 1, z + (p(x)) por «a e
1+ 2z + (p(z)) por B, as tabelas das operagoes de L sao as seguintes:



3.

+10 1 o pB 0 1 a p
010 1 o p 0/0 0 0 O
111 0 B « 110 1 o p
ala g 0 1 all o p 1
BB a 1 0 610 B 1 «

O Teorema garante-nos agora que « é uma raiz de p(z). Portanto, em L ji o polinémio p(z)

é redutivel. De facto,

2 +r+1=(z—a)(z—p).

Assim, L é a extensao de decomposigao de p(x).

(a)

(b)

As possiveis raizes racionais de g(x) sdo +1,£2, +4. Verificando, confirma-se que —2 é a
Unica.

Uma vez que ¢(z) = (z + 2)r(x), fazendo a divisdo obtemos q(z) = (x + 2)(2? + 2).
Portanto,  é raiz de 22 + 2, ou seja, § € {/2i,—+/2i} C C. Pelo Teorema da Torre,

[Q(V3,60) : Q] = [Q(V3,0) : Q(v3)] [Q(V3) : Q] = [Q(V3,0) : Q(v3)] x 2

pois 22 — 3 ¢é o polinémio minimo de /3 sobre Q.
Qual é o polinémio minimo de 6 sobre Q(v/3)? 6 é raiz de 2% + 2 € Q[z]. Serd que
este polinémio é irredutivel sobre Q(v/3)? Sim, pois as suas duas rafzes niao pertencem
a @(\/§) C R, uma vez que sdao complexas. Portanto, 2 4+ 2 é o polinémio minimo de
sobre Q(v/3), pelo que [Q(V/3,0) : Q(+v/3)] = 2, sendo {1,6} uma base de Q(v/3,6) sobre
Q(V3).
Em conclusio, [Q(v/3,60) : Q] =4 e {1,v/3,0,+/36} constitui uma base de Q(1/3, #) sobre
Q. Assim,

Q(V3,0) = {a+bV3+ch+dV36 | a,b,c,de Q}.

Seja L = Q(v/3,6). Teremos entdo que determinar todos os Q-automorfismos de L.

Cada Q-automorfismo ®: L. — L é completamente determinado pela sua ac¢dao no con-
junto {v/3,0}. A respectiva restricio Plov3): Q(v3) — L é um homomorfismo injec-
tivo que mantém fixos os elementos de Q (ou seja, é um prolongamento do isomorfismo
id: Q@ — Q). Estes podem ser determinados com o auxilio do resultado estudado nas
aulas (Proposigao 3.15):

O elemento v/3 tem polinémio minimo z? — 3 sobre Q, Entéo o isomorfismo id: Q — Q
pode ser prolongado a um homomorfismo injectivo ¢: Q(v/3) — L se e s6 se 22 — 3 tem
uma raiz em L, e o numero desses prolongamentos é igual ao niimero de raizes distintas

de 22 — 3 em L, ou seja dois:

¢p1: QW3) — L ¢2: Q(V3) — L
aeQ — a aeQ — a

V3 = V3 V3 = V3

Estes sdo pois os tinicos homomorfismos injectivos Q(v/3) — L que prolongam id: Q — Q
e, consequentemente, os ®: L — L que procuramos, quando restritos a Q(\/g), coincidem

necessariamente com um dos ¢; (i = 1,2). Dito de outro modo, claramente equivalente,



os &: L — L que procuramos sao os prolongamentos a L de cada um dos seguintes

isomorfismos de corpos:

o1: QW3 — QW3 920 QW3 — Q(V3)
aceQ — a aceQ — a

V3 = V3 V3 = —V3

22 + 2 € Q[z] é o polinémio minimo de @ sobre Q(v/3). Como cada um dos $; mantém
fixos os coeficientes de 22 + 2 e este polinémio tem duas raizes distintas em L, podemos
concluir que cada um dos isomorfismos ¢~>, vai ter dois prolongamentos a homomorfismos
injectivos de extensdes L — L, um que transforma 6 em 6 e o outro transforma 6 na

outra raiz —6.

Comecando com ¢

JL 77777 >JL
z? 42 Q(v3) 2= g(v3) 2?42

obtemos

P L — L Py L — L
ac€Q — a aceQ — a

V3 = V3 V3 = V3

0 — 0 0 —  —0.

®; é simplesmente a identidade e ®o é o isomorfismo definido por
ao + a1V3 + az0 + asV30 — ap + a1V'3 — asf — asV/36.

Fazendo o mesmo para ¢o obtemos

Py L — L Dy — L
a€eQ — a ae€Q — a

V3 = =3 V3 = V3

0 — 0 0 —  —0

Portanto, Gal(Q(v/3,0),Q) = {id, ®o, ®3, P4}.

(d) Uma vez que a operagao do grupo de Galois é a composi¢ao de fungdes obtemos:

o d | @] B[ 24
id || id | @y | @3 | @4
Do || @y | id | By | @y
Oy || @3 | @y | id | @y
o, @y | @3 | @ | id




(e) Gal(Q(+/3,0),Q) pode ser descrito como um subgrupo de Sy:

@_[—ﬁ@—&_l 3.4\ _
AUve —v3 e ) " \1 23 -

(I)_\f—\/§9—0_1
s =3 =0 0 ]\ 1

12 3 4 1
By — —(12), ®, =
3(2134>() 4(2

Em conclusao:
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Gal(Q(+/3,6),Q) = {z’d, (12), (34), (12)(34)}




