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SOLUCOES

4_ 22 -2s301, —1, 2 e —2. Nenhuma delas

1. (a) As possiveis raizes racionais de ¢(z) = x
é raiz pelo que o polinémio nao tem raizes racionais. Assim, a unica hipétese dele ser

redutivel sobre Q é factorizar-se na forma
q(x) = (2* + ax + b)(x* + cx + d)

para alguns racionais a, b, ¢, d. Resolvendo o sistema correspondente

a+c=0

b+ac+d=-1

ad+bc =0

bd = —2.
chega-se a uma solugao:

¢(z) = (2® +1)(2” —2).

Finalmente, é evidente que cada um dos factores de ¢(z) acima é irredutivel (ambos de

grau 2, nenhum tem raizes racionais). Temos assim encontrados os factores irredutiveis
de q(z).

(b) Seja 6 uma raiz de ¢(x). Pelo Teorema da Torre,
[@(v2,0): Q] = [Q(v2,0) : Q(vV2)[Q(V2) : Q] = 2[Q(v2,0) : QA(V2)],

pois 22 — 2 é o polinémio minimo de v/2 sobre Q. Qual é o polinémio minimo de
sobre Q(v/2)? Como 6 é raiz de q(z) = (2% + 1)(2? — 2) entdo 6 = +i ¢ Q(v/2) ou
0 = +v2 € Q(v/2). No primeiro caso, 22 + 1 é o polinémio minimo de @ sobre Q(+/2)
pelo que [Q(v2,0) : Q] =4 e

Q(V2,0) = Q(v2,i) = {a+bV2 + ci+dV2i|a,b,c,d € Q}.
No segundo caso,
QV2,0) = Q(vV2) = {a +bv2 | a,b € Q}.
(¢c) No caso 6§ ==+i, 0 +1 =11, pelo que
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No caso 6 = +£v/2, 0 +1 =1+ /2, pelo que
1 1F+v2 1F+v2
xv2) \[—_—lj:\/i

0+1)"! = =

( ) 1£v2 (1+£vV2)1Fv2) 1-2

2. Como 256 = 28, Fos¢ tem caracteristica 2, donde 1+ 1+ 1+ 1 = 0. Portanto 1 é raiz do
polinémio p(z) = 23+ 22+ 2+ 1 e consequentemente x — 1 = x + 1 ¢ divisor de p(x). Fazendo
a divisdo obtemos p(r) = (z + 1)(22 4+ 1). Claramente x? + 1 tem novamente a identidade
como raiz e factoriza-se em (z + 1)(z + 1). Portanto p(x) = (x + 1)3 pelo que tem uma tinica

raiz (a identidade) com multiplicidade 3.



(a) A palavra c = (c1, ¢, c3, ¢4, C5) € Fg estd em C sse

]

1 01 0 0] |e 0

21 0 1 0f [es] =10

0 2 0 0 1] |ca 0
165

istoé, c1+c3=0, 2c1 +co+c4 =0e 2co+c5 =0.

Portanto, as palavras de Fg que pertencem a C sao as palavras (nove ao todo)
(c1, ca, 2¢1, €1 +2co, c1) c1,co € F3.

(b) S(y) é igual a

1
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(c) Basta encontrar o lider da classe da palavra y, ou seja, o lider da classe das palavras que

tém sindrome igual a S(y). Estas ulimas palavras s@o solucao da equagao

€1
1 01 0 0] |c 1
2 1 0 1 0] |egs| =10
0 2 0 0 1] |ca 0
165 ]

isto é, sao as palavras (c1, c2, 2¢1 + 1, ¢1 + 2¢2, ¢2) c1,c2 € F3. Pesquisando um
pouco, torna-se evidente que a palavra neste conjunto com menor peso é a palavra e =

(0, 0, 1, 0,0). Assim, a palavra original correcta c é a palavrac =y —e = (1,1,2,0,1).

4. Seja 6 € L \ K (que existe pois [L : K] > 1 implica L # K). Como

2=[L:K|]=[L:K()][K(@): K]
e [K(0): K] > 1entao [L: K(0)] =1, isto é, L =K(6).
Como 2 = [L : K| = [K(0) : K] entao 6 é raiz de um polinémio de grau 2 (o seu polindmio
minimo sobre K), da forma z% + bz + ¢ € K[z]. Por outro lado, a férmula resolvente das

equagoes do segundo grau vale em qualquer corpo K de caracteristica diferente de 2 (para

provar isso basta verificar que os elementos

—b+Vb? —4c
— 3
satisfazem de facto a equacdo x2 + bx + ¢ = 0; é claro que a férmula (*) ndo faz sentido em
corpos de caracteristica 2 pois a divisdo por 2 = 0 nao é possivel...). Assim,
—b+ Vb2 —4c —b—Vb? —4c
B T A
Daqui decorre que (26 + b)? = b? — 4c € K. Como K () = K(20 + b), fica provado que
K(0) = K(y/a) onde a = b?> —4c € K.
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