DMUC Corpos e Equagoes Algébricas

1(f) Seja (A, +,-) um anel com identidade 1. Averigie se o conjunto A tem estrutura de anel para
as sequintes operagoes (em caso afirmativo, verifique se tem identidade, divisores de zero e estrutura
de corpo):

a®b=a+b+1, a®®b=a+b+a-b, Ya,b € A.

Resolucao:

1. @ é uma operacao associativa: Por um lado,

(adb)@dc=(a+b+1)@c=a+bt+a+c+l=a+b+c+1+1
(porque estamos num grupo comutativo (A, +)); por outro lado,

a®b®c)=a+(b+c+1l)=a+b+c+1+1.

2. @ é comutativa: ab=a+b+1=b+a+1)=0Da.

3. @ tem elemento neutro 0: Uma vez que a ® (—1) =a+ (—1) + 1 = a + 0 = a para qualquer

a € A, o elemento —1 (o simétrico da identidade do anel original) é o elemento neutro de .

Solugao alternativa: Mais uma vez porque estamos num grupo (A, +) temos, para qualquer
a €A,
abr=asdtr+l=dsr+1=0&2=—1

Portanto, 0 = —1.

4. (A,®) é um grupo comutativo: Falta s6 verificarmos a existéncia de simétrico de qualquer

elemento para a operagao :

abr=—-1<at+zr+1l1=-1<r=—a—1-1.

5. ® é uma operagao associativa: Usando as propriedades de anel de (A, +-) obtemos

(a@b)®@c=(a+b+ab)@c=a+b+ab+c+ (a+b+ab)c=a+b+ab+ c+ ac+ bc+ abc

e
a®b®c)=a®(b+c+bc=a+b+c+bc+ ab+ ac+ abe,

que sao iguais pois + é uma operagao comutativa em A.

6. ® é uma operagao distributiva relativamente a @:

a@b®c)=ax(b+c+1l)=a+b+c+1+alb+c+1l)=a+b+c+14+ab+ac+a
enquanto
(a®b)@(a®c)=(a+b+ab)®(a+c+ac)=a+b+ab+a+c+ac+1,

que sao iguais pois + é uma operacao comutativa em A.



Em conclusao,
(A, ®,®) € um anel.

Propriedades adicionais de (A, ®, ®):

7. ® é comutativa sse - o for: Comoa®b=a+b+abeb®a=b+ a+ ba = a+ b+ ba, entao

a®b=b®a << ab= ba.

8. ® tem elemento neutro I: a®z =a & d+zr+ar =¢d & rv4+ar =0« (1+a)r =0.

Para a = —1, a solugao para x pode ser arbitraria mas para ¢ = 0 a solugao terd que ser

necessariamente x = 0. Assim,
Vac AjaRr=a<Vae A (1+a)z=0&2=0

(< é evidente pela propriedade do zero de um anel relativamente & segunda operagao do anel;

= segue do caso particular a = 0)

Portanto, 1T = 0.

9. a € A é um divisor de zero de (A, ®,®) sse a + 1 for um divisor de zero de (A, +,-): Por definigao,

um elemento a € A é um divisor de zero a esquerda do anel (A, ®, ®) se e s6 se a # 0 e existe
b # 0 tal que a ® b =0, isto é,

a# -1, 3b#—-1:a+b+ab=—1.
Masa+b+ab=—-1<a+b+ab+1=0< (a+1)(b+ 1) = 0. Portanto,
a é um divisor de zero a esquerda em (A, ®, ®)
sa#-1,3b%-1: (a+1)(b+1)=0

Sa+1#0, 30 #0: (a+1)0' =0

< a+1 é um divisor de zero a esquerda em (A4, +, ).

A conclusao é anéloga para divisores de zero & direita e, consequentemente, para divisores de

Z€ero.

(Note que b’ = b+ 1, isto é, b = b’ — 1, pelo que o par b de a em (A, ®,®) é dado por ¥/ — 1

onde ' é o par do divisor de zero a + 1 em (4, +,)).

Em conclusao,

(A, ®,®) € um dominio de integridade se e sé se (A,+,-) o for.

10. a € A é uma unidade de (A, @, ®) sse a + 1 for uma unidade de (A, +,-): Um elemento a de

A é invertivel em (A, ®,®) a esquerda se e s se existe x € A tal que a ® x = 1, isto é,
a+ x4+ ax = 0. Mas

atrtar=0a+r+ar+1=1&(a+1)(z+1)=1



Portanto,
a é invertivel & esquerda em (A, ®, ®)
sJdz:(a+)(z+1)=1
< a+ 1 ¢ invertivel a esquerda em (A, 4+, -).
A conclusao é andloga para unidades a direita e, consequentemente, para unidades.

(Note que sendo z o inverso de a em (A, ®, ®), o inverso (a+1)"! de a+1 em (A, +,-) é dado
pelo elemento z + 1. Portanto, z = (a + 1)~ — 1).

Em conclusao,
(A, ®,®) é um corpo se e s6 se (A,+,-) o for.

Resumindo, temos a seguinte tabela:

anel (A, +,) (A, ®,®)
Zero 0 -1
simétrico de a —a —a—1-1
identidade 1 0
divisor de zero (caso exista) a a—1
unidade (caso exista) a a—1
inverso de a (caso exista) a=! (a+1)"1 -1

Serd ilustrativo aplicarmos a construgao deste exercicio a exemplos particulares de anéis (A4, +, -):

(1) (Av+7 ) = (Zﬁa +6; X6):

+ool1]2]3][4]5]  efof1[2][3]4]5]

0O 0j1]2[3]4]|5 01]2(3]4|5]0 0=5

1 1121314510 112(3|4|5|0]1 simétrico de 5: é 0 5
2 1213141501 213|4(5]0(1]2 simétrico de 0: é o0 4
3 (3(4]5]0(1]2 314/5(0]11]213 simétrico de 1: é 0 3
4 (|4|5]0]1]2]|3 4151011234 simétrico de 2: é o 2
5 (51071234 510111213415

xofoli][2]3][4]5] efoli[2]3][4]5]

0 0O 0010 010 2131415

1 ]0/|1 415 1113 11315 1=0

2 11012 214 2 | 2 2 215 inverso de 0: é 0 0
31013 3 3 33 311]5 inverso de 4: é 0 4
4 ||0[4]2 412 4 | 4 05

510|514 (3|2]|1 515 51515
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