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Corpos e Equagdes Algébricas 2021/22 Folha de Exercicios (Capitulo 4) ‘
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. Pode existir um corpo com 6 elementos? E com 12 elementos? Quanto vale 1+ 1 num corpo com

64 elementos?

. Seja K = {0,1,, 3} um corpo. Quanto valem 1 +1, a+a, B+ 8, a+1, B+1,a? B2 ea-3?

Construa as tabelas da adigao e da multiplicacao em K.

. Seja F a extensdo de decomposicio de x? — 2 € Zz[x].

(a) Descreva o corpo F e indique um gerador de F* = F'\ {0}.
(b) Qual é o subcorpo primo de F'?

. Seja F' a extens@o de decomposigao de f(x) = xP" — z sobre F,.

(a) Mostre que o conjunto R = {a € F | a?" = a} das raizes de f(x) é um subcorpo de F.
(b) Prove directamente, a partir da defini¢do de raiz dupla, que todas as raizes de f(x) sdo simples.

(¢) Conclua que R = F.

. Seja F' um corpo com 81 elementos.

(a) Determine a caracteristica de F', indique o seu corpo primo F, e determine [F : F,].

(b) Justifique a afirmagao “o tUnico subcorpo préprio de F' € o seu subcorpo primo”.

. Construa um corpo finito de ordem 16 e determine todos os geradores do seu grupo multiplicativo.
. Construa um corpo com 27 elementos.
. Indique, justificando, o nimero de corpos nao isomorfos de ordem inferior a 100.

. Determine todos os subcorpos de um corpo com 32 e 64 elementos, respectivamente.

Liste os subcorpos do corpo Fos6. Qual deles é o subcorpo primo?

Usando resultados sobre corpos finitos, mostre que se p é um numero primo e r divide n, entao
p" — 1 divide p™ — 1.

Determine o ntiimero de elementos do corpo Fq[z]/(z? + 1).
Mostre que:
(a) O corpo Fy[z]/{x? + x + 4) é isomorfo a Fy1[z]/(x? + 1).
(b) A soma de todos os elementos de um corpo finito, com a excepgao de Fa, é 0.

Mostre que num codigo bindrio linear, ou todas as palavras tém peso par, ou metade das palavras

tem peso par e metade tem peso fmpar.

Através de um comando a distancia de uma televisao podem ser efectuadas 20 operagoes: escolher
entre 18 canais diferentes (0-17), aumentar (A) ou diminuir (D) o volume. A tabela indica trés

codigos decimais para transmitir essa informagao.



o | v | 2 || 9 | w0 ||| 1w ] A | D]

Cy 00 01 02 e 09 10 11 e 17 18 19
Cy | 0000 | 0101 | 0202 | --- | 0909 | 1010 | 1111 | --- | 1717 | 1818 | 1919
Cs | 00000 | 01011 | 02022 | --- | 09099 | 10109 | 11118 | --- | 17172 | 18181 | 19190

(a) Determine a distancia minima de cada um dos trés cédigos.
(b) Diga quais dos cédigos detectam e/ou corrigem erros singulares.

(¢) Um receptor de televisao recebe informagao do comando utilizando o terceiro cédigo. Sempre

que possivel diga o efeito gerado pela recepcao das seguintes mensagens: 15154, 13144, 19191.

16. Seja C o cbdigo (7, 3)-linear bindrio definido pela matriz

1101 00O
11101 00
110 0 0 1 0
10100 01

(a) Qual é o nimero de palavras de C?
(b) Calcule a distancia minima §(C). Podera C detectar erros singulares? E corrigir?

(c¢) Corrija, caso tal seja possivel, os erros nas seguintes mensagens: 0001000, 1011110.

17. Seja C um codigo binéario de comprimento 7 com matriz

o O =
S = O

0 1
0 1
1 0

= O =

0 1
11
11

(a) Mostre que a distancia minima de C é 3.

(b) Supondo que, no méximo, um erro singular é introduzido na transmissao, descodifique as
mensagens 0010101 e 1000010.

18. Seja C um cddigo bindrio com matriz

S = O

0
0
1

S = =

1 0
0 1
0 1

(a) Determine uma correspondéncia bijectiva entre lideres de classes laterais e sindromes.

(b) Descodifique as seguintes mensagens: 1 = 10101, o = 01111, r3 = 11111, r4 = 11100.

19. As matrizes Hy, Hy e Hj seguintes determinam trés cédigos lineares bindrios.

100 0 1 1 0
111 0 0 10 0 0 1 0100 111
H=|{11010 Hy=[0 1011 H; =
001 0110
01 0 01 0 01 11
0001 101

Para cada um desses cédigos, responda as seguintes questoes:

(a) Determine o comprimento do cdédigo e o ntimero de digitos de controlo.

(b) Calcule a distancia minima e descreva o conjunto das mensagens.



(c) Poderao estes cédigos ser usados para detectar e/ou corrigir erros singulares?

(d) Supondo que os trés tltimos digitos da mensagem sdo 011, diga se esta mensagem pode per-

tencer ao codigo e determine a mensagem completa.

20. Para os codigos do Exercicio 77, determine as sindromes e, se possivel, corrija os erros das seguintes
mensagens.
(a) Cédigo 1; mensagens: 00000, 11111, 01010.
(b) Cédigo 2; mensagens: 11011, 10011.
(¢) Codigo 3; mensagens: 1000000, 1110101.

21. Considere Fi5 = Fo(ar), com a* = a + 1, e a matriz do cédigo BCH

1 a a2 043 a4 a5 046 Oé7 048 a9 0410 all 0412 a13 a14

H =
1 a® af o a2 1 & af & « 1 o0 o o «

(a) Faca uma estimativa para a distdncia minima deste cddigo.
(b) Codifique a mensagem 1010101 e descodifique 110010110100110 e 100111000000000.

(c) Mostre que se uma mensagem recebida r tem apenas um erro e esse erro é na posicao i entao
Hr — [a(iq) a3(i71)]T'



