DMUC Corpos e Equacoes Algébricas

SOLUCOES Teste 3 7/05/2021

1.

2.

Como 6% = 1 + V3 entdo #> — 1 = V3 e, portanto, (6% — 1)> = 3. Assim 6* — 262 — 2 = 0 pelo que 6 é
raiz de x* — 2x> — 2 € Q[x]. Este polinémio ¢ irredutivel em Q[x], pelo critério de Eisenstein (tomando

p = 2), e é assim o polindémio minimo de 6 sobre Q.

O polinémio minimo de 6 sobre Q(V3) tem grau > 2 uma vez que 6 ¢ Q(V3):
0eQV3)=3a,beQ:VI+V3=a+bV3=1+V3=d?+2abV3+3b%

e 1=a>+3b%1=2ab & a,b#0,a=5;,1 =55 +3b" = 4b> = 1 + 12

o R -4 +1=0e b = %? ¢ Q, um absurdo!

Por outro lado, como 62 = 1 + V3 € Q(V3), entdo 6 é raiz de
2~ (1+V3) e Q(V3)[x],

pelo que é este o polinémio minimo de 6 sobre Q(V3).

(a) Fazendo y = x2, temos

px)=y"—y-2=(@+1y-2) ="+ > -2).

Estes factores sdo irredutiveis em Q (uma vez que nio t€ém raizes racioais) pelo que esta € a factorizacao

de p(x) em factores irredutiveis.

(b) Seja 6 uma raiz de p(x). Pelo Teorema da Torre,
[Q(V2.6) : Q] = [Q(V2,6) : Q(V2)I[Q(V2) : Q] = 2[Q(V2.6) : Q(V2)],

pois x? — 2 é o polinémio minimo de V2 sobre Q. Qual é o polinémio minimo de # sobre Q(V2)?
Como 6 é raiz de p(x) = (x2 + 1)(x2 = 2) entdo § = +i ¢ Q(V2) ou 6 = +V2 € Q(V2).
No primeiro caso, x% + 1 é o polinémio minimo de @ sobre Q(V2) pelo que [Q(V2,6) : Q] =4 e

Q(V2,6) = Q(V2,i) = {a + bN2 + ci + dN2i | a,b,c,d € Q}.

No segundo caso,

Q(V2,0) = Q(V2) = {a + bV2 | a,b € Q}.

(c) Nocaso 6 ==+i,0+1=1=i pelo que
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No caso 6 = +V2, 6 + 1 = 1 + V2, pelo que
1 1FV2 1Fv2
@+1)" = (xv2) _ +\/—:—14_r\/§.
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