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SOLUCOES
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(b)
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(d)

Se a/b é raiz de p(x) entdo a|l e b|2. Portanto, as Unicas possiveis raizes racionais de p(x) sdo
+le i%. Verificando, observamos que s6 % ¢ de facto uma raiz.

Pela alinea anterior, p(x) é divisivel por x — %, isto é, por 2x — 1. Dividindo p(x) por 2x — 1
obtemos
p(x) = (2x = 1)(x* = 3x*> —6x + 1).

Ainda pela alinea anterior, o factor x> — 3x> — 6x + 1 terd quando muito uma raiz racional, %
(caso esta seja uma raiz multipla de p(x)), mas € evidente que este nao é o caso (verificando, por
substituicao de x por % ou entdo observando que como x> = 3x% — 6x + 1 é ménico, todas as
suas raizes racionais sao necessariamente inteiras). Em conclusao, X>=3x2—6x+1éde grau 3

e ndo tem raizes racionais pelo que € irredutivel em Q. Assim,
p(x) = (2x - l)(x3 —3x2—6x + 1)=2(x — %)()c3 —3x2—6x+ 1)

€ a factorizacdo de p(x) em factores irredutiveis em Q.

Em Q[x] é muito simples: g(x) é irredutivel em Q, pelo critério de Eisenstein (tomando p = 5),
pelo que a factorizagdo de g(x) € ele préprio.
Em Z[x], g(x) = x> + x* + 1. E evidente que nio tem raizes em Z, pelo que a tinica hipéStese de

ser redutivel é admitir uma factorizacdo do tipo

P+t = +a? +bx+ DX +ex+1).

Esta identidade implica

l=c+a c=a+1 c=a+1

O=1+ac+b - a+ac=0 - alc+1)=0aa=0a=0
O=a+bc+1 c+bc=0 cb+1)=0

O0=b+c b=c b=c

Portanto,a =0,b=c=1e

1= +x+ DA +x+1)

¢ a factorizagdo de g(x) em irredutiveis em Z,[x] (os dois factores sao irredutiveis porque nao

tém raizes em 7Z,).

Pelo algoritmo deduzido nas aulas, denotando (x? + 1) por I e a classe lateral r(x) + I por @,

temos
Za[x]/(x? + 1) = {r(x) + I | r(x) € Z7[x], gr(r(x)) < 2} = {a + bx | a,b € Z7}.

Portanto, este corpo tem 7 X 7 = 49 elementos.
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Sim, pois x? + x + 1 & irredutivel em Z,[x], uma vez que é de grau 2 e nio tem raizes em Z,.

Como x* = (x> + x + 1)(x + 1) + 1, entdo x> + I = 1 + I. Portanto
G+ t'=1+D ' =1+1

Em primeiro lugar, tal como em 1(d),

A =Tolx)/T = {r(x) | r(x) € Za[x], gr(r(x)) < 2} = {0, L%, T+ x}.

Usando a definicdo da multiplica¢do entre classes laterais obtemos imediatamente a tabela da
multiplicacao de A:

0 1 X 1 +x
0 0 0 0 0
1 0 1 X 1+x
x 0 x 1+x 1
I1+x |0 1+x 1 x

Por exemplo,
Xl+x=x(1+x)+I=x+x>+1=1+1=1.

Afirmacio falsa. Por exemplo, o polinédmio x* + 2x2 + 1 = (x* + 1)(x? + 1) é redutivel em R[x]

mas nao tem raizes em R.

Afirmacao verdadeira. Prova:
Seja I um ideal de Q[x]. Se I = {0}, entdo I = (0) € um ideal principal. Podemos pois admitir
que I # {0}. Provemos que existe um polinémio m(x) € Q[x] tal que I = (m(x)):

Consideremos o conjunto
N = {n e Ny | existe s(x) € I,gr(s(x)) = n}.

E claro que, como I # {0}, N é ndo vazio, pelo que tem um minimo. Seja m(x) um polinémio
em /I de grau igual a esse minimo. Finalmente, provemos que I = (m(x)).

Como m(x) € I, € 6bvio que (m(x)) C I. Por outro lado, se p(x) € I, usando o algoritmo de
divisdo em Q[x] obtemos p(x) = g(x)m(x) + r(x), onde gr(r(x)) < gr(m(x)). Dado que I é um
ideal, podemos concluir que r(x) = p(x) — g(x)m(x) € I. Mas entdo r(x) s6 pode ser igual a 0
pois, com excepg¢ao do polindmio nulo, ndo pode haver nenhum polinémio em / de grau inferior

a gr(m(x)). Assim, p(x) é um multiplo de m(x) pelo que pertence ao ideal (m(x)).

Afirmacdo falsa. Se existisse n > 2 tal que 6 = \"/g fosse racional entdo, como 6 € raiz do

polinémio 5x" — 2 € Q[x], este polindmio seria redutivel em Q, o que é impossivel pelo critério

de Eisenstein (tomando p = 2).




