DMUC Corpos e Equacoes Algébricas

SOLUCOES Teste 14/03/2022

1. (a) Uma funcdo f: {1,2,3} — Zg é completamente determinada pela sucessio

(f(1), f(2),f(3)) € Ze X Zs X Zs

das suas imagens em Zg. Podemos entdo representar cada elemento f do anel A por um triplo
(a1, as,a3) € Zg X Zg X Zg. Nesta representagdo, as operagdes do anel A correspondem a operar
triplos coordenada a coordenada com as operagdes de Zg (formalmente, isto significa que o anel
A ¢ isomorfo ao anel produto Zg X Zg X Zg).
(ar,az,a3) = (f(1), £(2), f(3)) € A é um divisor de zero se e s6 se (ai,as,a3) # (0,0,0) e existe
(x1, %2, x3) = (8(1),8(2),8(3)) # (0,0,0) em A tal que (a1, a2,a3) - (x1,x2,x3) = (0,0,0).
Por exemplo, a fun¢éo (0,1, 1) é um divisor de zero pois (0, 1,1) - (1,0,0) = (0,0,0).
E evidente que hd muitos mais exemplos andlogos a este, mesmo com as trés imagens todas
diferentes de zero: (2,1,1) - (3,0,0) = (0,0,0), (2,4,1) - (3,3,0) = (0,0,0), etc.

(b) (a1,a2,a3) - (b1,b2,b3) = (1,1,1) & (a1 X6 b1,a2 X6 ba,a3 X6 b3) = (1,1,1) & a1 Xe by =
1,as X by = 1,a3 X¢ b3 = 1. Portanto, os elementos invertiveis de A sdo precisamente as funcdes
(ay,az,a3) com ay,az,az € {1,5}, uma vez que 1 e 5 sdo os tGnicos elementos invertiveis de Zg.

Sao, ao todo, oito:
(1,1,1), (1,1,5), (1,5,1), (1,5,5), (5,1,1), (5,1,5), (5,5,1), (5,5,5).
(c) Como (0,0,0) € I, para que I seja um subgrupo para a primeira operacio basta que (a1, a»,a3) —
(b1, b2, b3) € I sempre que (ay,as,as), (b1, b2, b3) € I, o que é evidente:
(a1,0,0) = (1,0,0) = (a; — b1,0,0) € 1.
Finalmente, sejam (x, y,z) € A e (a1,0,0) € I. Entdo (x,y,z2) - (a1,0,0) = (x X¢ a1,0,0) € I, 0 que

mostra que / é um ideal de A.

Este ideal € claramente principal:
I= {(al,0,0) | a) € ZG} = {(al,az,a3) . (1,0,0) | (al,az,ag) S A} = ((1,0,0)).
Este ideal ndo é primo uma vez que, por exemplo, para quaisquer (a,2,0), (b, 3,0), se tem (a, 2,0) -
(b,3,0) = (a X¢ b,0,0) € I mas nem (a,2,0) nem (b, 3,0) pertencem a I.
(d) A partida existem 6 X 6 x 6 = 216 classes laterais definidas por I em A. Como
ey + =Y. )+l xyn)-.y)eleoy-y=-2=0y=y.,2=27,

entdo o que distingue duas classes laterais (x,y,z) + I e (x”,y’,z") + I é o valor das coordenadas 2

e 3 dos respectivos triplos representantes. Assim, para cada par y, z € Zg, € evidente que
O,yv,20)+I=,y,2)+1=2,y,2)+1=0@,yv,2)+1=@&y,2)+1=05,y,2)+1

e basta escolhermos uma delas para representar as seis. Por exemplo, escolhendo a primeira,
concluimos que as classes
O,y,2)+1, y,z€Z

formam um conjunto representativo de todas as classes laterais. Existem assim 6 X 6 = 36 classes

distintas.
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Uma vez que a ndo € divisor de zero, temos
ab=acs ab-ac=0s alb-c)=0=>a=00ub-c=0.

Como a # 0 entdo, necessariamente, b = c.

Pela propriedade distributiva dos anéis tem-se

na=a+a+---+a=1lg-a+lpg-a+---+lg-a=la+1la+---+1a)a=x-a.

=x€A

Num anel sem identidade j4 no temos a identidade disponivel para realizar estes cdlculos com a
propriedade distributiva. Por exemplo, no anel (2Z, +, -) dos inteiros pares, paraa =2 en = 1 ou
n = 3 tal € impossivel: os elementos 2 e 6 = 2 + 2 + 2 para se escreverem na forma x - 2 com

x € 2Z teriam que ser multiplos de 4 !

Pela definicdo de ideal maximal, teremos que mostrar que se J € um ideal de A contendo /
estritamente, entdo J = A. Seja entdo J um ideal de A tal que I C J. Isto significa que existe
a € J N\ 1. Usando a propriedade do ideal I, podemos concluir da existéncia de b € A tal
que ab—1 € I. Mas entdo ab — 1 € J, pois [ estd contido em J, e ab € J, pois a € J.
Consequentemente, ab— (ab—1) = 1 também tem que pertencer a J. Assim, 1 € J, o que implica

imediatamente J = A (uma vez que, para qualquera € A,a=a-1 € J).




