Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra

Corpos e Equagdes Algébricas 2023/24 Folha de Exercicios (Capitulo 1) ‘

1. Averigie se os seguintes conjuntos tém estrutura de anel para as operagoes indicadas. Em caso

afirmativo, verifique se tém identidade, divisores de zero e estrutura de corpo.
(a) (Z,+, x), sendo + e x a adigdo e a multiplicacdo usuais de nimeros inteiros.

(b) (C,+, x), sendo + e x a adigao e a multiplicagdo usuais de niimeros complexos.

(¢) (Zn,®n,®n), onde Z,, = {0,1,...,n — 1}, com n nimero natural fixo, e B, e ®, denotam

respectivamente a adi¢ado e multiplicagao moédulo n.

(d) (Mn(R),+, x), onde M, (R), com n ntimero natural fixo, é o conjunto das matrizes quadradas
de ordem n com elementos em R, e + e X denotam a adigao e multiplicagao usuais de matrizes,

respectivamente.

(e) (Z[i],+, x), sendo
Ziil]={a+ib|a,beZ}

o chamado conjunto dos inteiros de Gauss e + e X a adigao e a multiplicagao usuais de nimeros

complexos.

(f) (A,®,®), sendo (A, +,-) um anel com identidade (que denotamos por 1) e

a®b=a+b+1, Va,be A,

a®®b=a+b+a-b, Va,be A.
(g) (P(X),A,N), onde P(X) é o conjunto das partes de um conjunto néo vazio X e
AAB = (AUB) - (ANB), VA, B € P(X).

2. Quais das seguintes propriedades sao validas num anel arbitrario A7 E num anel comutativo ar-

bitrario?

(a) a™a"™ = a™t", Va € A, Ym,n € N.
(b) (a™)™ =a™, VYa € A, Ym,n € N.
(c) (ab)™ =a™b™, Ya,b € A, Vm € N.

3. Sendo A um anel e a € A — {0}, prove que

a néo é um divisor de zero & esquerda < Vb,c€ Aab=ac=b=(].

4. Seja A um anel com identidade 1 e ndo tendo divisores de zero. Para a,b € A mostre que:

(a) ab=1se e s6 se ba = 1.

(b) Sea? =1entaoa=1oua=—1.

5. Um elemento a de um anel A diz-se idempotente se a®> = a e nilpotente se a™ = 0 para algum n € N.

Mostre que:

(a) Um elemento idempotente diferente de zero ndo pode ser nilpotente.



(b) Qualquer elemento nilpotente diferente de zero é um divisor de zero.

6. Sejam a e b dois elementos de um anel comutativo A com identidade. Prove que, para cada n € N,
" /n o n n!
a+b)" = a™ %', onde | | = —-"-+— .
( ) 22_2(2) ’ (z) il (n —i)!
7. Seja D um dominio de integridade. Mostre que:

(a) Para cada d € D — {0}, a aplicagdo ¢4 : D — D, definida por ¢4(x) = dx, é injectiva.

(b) Se D é finito, entdo D é um corpo.

8. Averigiie quais dos seguintes conjuntos sao subanéis ou ideais dos anéis indicados.

a) O conjunto dos inteiros pares em (Z, +, X).

(
(b) O conjunto dos inteiros impares em (Z, +, X).

)
)
(c) O conjunto dos niimeros reais de forma a + bv/2, com a,b € Z, em (R, +, x).
(d) O conjunto dos nimeros complexos da forma b, com b € R, em (C, 4, x).

)

(e) O conjunto dos niimeros inteiros em (Q, +, x).

9. Verifique que Z x {0} é um subanel de (Z x Z,+, x) e que Z x {0} tem identidade diferente da
identidade de (Z x Z,+, x).

10. Determine os ideais do anel Z,, para
(a) n=4; (b) n = 11; (¢) n=12; (d) n = 16.

11. Chama-se centro de um anel A ao conjunto {z € A | za = ax,Va € A}. Mostre que o centro de A é

um subanel do anel A. Serd um ideal?

12. Sejam D um dominio de integridade e a e b elementos de D. Mostre que (ab) C (a) e descubra uma

condigdo necessdria e suficiente para que (ab) = (a).

13. (a) Qual é o menor subanel de Z que contém o 3? E o menor ideal?

(b) Qual é o menor subanel de R que contém o %? E o menor ideal?

14. Considere o anel Z dos ntimeros inteiros. Prove que o ideal gerado por p € N— {1} é um ideal primo

se e sO se p é um numero primo.

15. Considere no conjunto C' = {0, 1, a, } as operacoes + e - definidas pelas tabelas

ot [a]8] Joft[a]8]

w|e | =2+
w|o|~|o|o
o |lm|o|=]=
~lo|w|o |2
oo |[w|w
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IR
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Prove que (C,+,+) é um corpo e determine todos os seus subcorpos.

16. Considere os ideais (2), (4) e (5) do anel Z. Determine o anel quociente respectivo e averigue se se
trata de um corpo.



17. Seja A o anel (R¥, +, ) das funcdes reais de varivel real, onde
(f+9)(x) = f(x)+g(x) e (f-9)(x) = fz)-g(x).

(a) Determine os divisores de zero de A.
(b) Mostre que I = {f € A| f(5) = 0} é um ideal de A. E primo?

(¢) Determine o anel quociente A/I.

18. Dado um anel (4, +,-), seja F = (A4, +,) o anel das fungdes A — A com a adigdo e multiplicacio

definidas do seguinte modo:
VigeFVreA (f+g)x)=[f(x)+g(x), (f 9)(x)=/[f(x) g(z)
Para cada (a,b) € A x A considere o conjunto F, ;) = {f € F | f(a) = b}.

(a) Prove que F(, ) ¢ um subanel de F se e sé se b = 0.
(b) Mostre que F, o) ¢ um ideal de F.
(c) Prove que o anel quociente F/F, ) é isomorfo a A.
19. (a) Recorde o Exercicio 1(g). Mostre que P(S) é um ideal de (P(X), A,N) para qualquer S C X.
(b) Determine o anel quociente P(X)/P(S) e compare-o com o anel (P(X —S),A,N).

20. Quais das seguintes fungoes sao homomorfismos de anéis?

(a) 7Z — Z
a — a®
Zg — Zg
b
(b) a +— a
7Z — Z
(c)
a +— ba
(d) 7 — 7y
a +> resto da divisdo de a por n

Z][i] - Z
a+ib — a®+ b2
(f) A funcdo 6 : {a+bv2 | a,b€ Q} — {a+bV3 | a,b € Q}, definida por §(a+bv/2) = a+bv/3.

sendo Z[i] o anel dos inteiros de Gauss (Exercicio 1(e)).

Exercicios mais avangados (com solugoes em anexo)

1*. Seja A = (Q,+, *), onde + denota a adigdo usual de racionais e * é definida por a x b = ab/3.

(a) Mostre que A é um corpo.
(b) Determine um subanel de A que seja isomorfo ao anel usual (Z, +, -) dos inteiros, descrevendo

0 isomorfismo.



2*. Prove que se A é um anel, I e J sdo ideais de A e P é um ideal primo de A, entdo

IJCP = ICPoulJCP

(Observagao: IJ denota o conjunto {ab|a € I,be J}.)

3*. Seja M um ideal préprio de um anel comutativo com identidade A. Prove que M é maximal se e
sé se

VaecA—-—M JdzeA:1—ax € M.

4*, Seja A um anel com identidade no qual todo o elemento a satisfaz a? = a. Mostre que:

(a) —a = a, para todo o a € A.
(b) A é comutativo.

(c) As seguintes condigoes sao equivalentes, para qualquer ideal I de A nao nulo:
(i) I é primo. (i)A/I = Zs. (iii) 1 é maximal.

5*. Seja (A,+,-) um anel comutativo. Considere o conjunto
N(A)={ac A|IneN,a" =0}.

(a) Calcule A (Z) e N (Zs).
(b) Mostre que:
(i) A (A) é um ideal de A.
(ii) Para qualquer ideal primo I de A, 4" (A) C I.
(iif) A7 (A/A(A)) = {A(A)}.

6*. Seja D um dominio de integridade e considere no conjunto S = D x (D \ {0}) a relagao
(a,b) ~ (¢,d) = ad = be.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em S.

(b) Denote a classe de equivaléncia {(¢,d) € S | (¢,d) ~ (a,b)} por a/b, ou 4

x e o conjunto de

todas as classes de equivaléncia {a/b | (a,b) € S} por K. Prove que
a/b+c/d=(ad+bc)/bd e a/b-c/d=ac/bd

definem operages em K que lhe ddo uma estrutura de corpo (o chamado corpo das fracgies
ou quocientes de D).

(¢) No caso D = Z que corpo é K ?

(d) Mostre que D’ = {a/1 | a € D} é um subanel de K isomorfo a D e que para cada = € K
existem a,b € D' com b # 0 tais que z = ab™!.

(e) Prove que K é o menor subcorpo de K que contém D’'.
Conclua que o corpo dos quocientes K de um dominio de integridade D é o menor corpo (a

menos de isomorfismo) contendo D (no sentido de que nao existe nenhum corpo L tal que
DcCLCK).



