Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra

Corpos e Equagdes Algébricas 2023/24 ’ Folha de Exercicios (Capitulo 2) ‘

1. Determine o produto dos polindémios f(z) e g(z) do anel A[z], sendo:
(a) f(x)=22°+1,g9(x)=22"+1e A=174.
(b) f(z)=22%2+22—2,9(x) =3z —3 e A=Zs.
(c) f(z) =222 —4x+3, g(x) =4r —5 e A= Zs.
2. Sejam D um dominio de integridade e f(x) um elemento nao nulo de D[z]. Prove que f(x) é
invertivel se e s6 se gr(f(x)) = 0 e f(x) for invertivel considerado como elemento de D. Conclua

que se K for um corpo, entdo os tnicos elementos invertiveis de K[z] sdo os polinémios de grau

zero. Este resultado é valido se D for um anel comutativo qualquer?

3. Sendo f(z) e g(z) elementos de K[x], determine o quociente e o resto da divisdo de f(z) por g(z),

para:
(a) f(x)=a*+42?+4,g(z) =22 e K =Q.

(b) f(x)=a+22%2 —2+2,g(x)=x+2e¢ K =Zs.

(¢) f(z) =27 —42® + 2% =32 +5, g(z) =22° —2 e K = Z7.

4. Em cada uma das alineas seguintes determine, em Rz|, d(z) = mdc(f(z), g(z)) e u(x), v(x) € R[z]
tais que d(z) = u(x) f(z) + v(z)g(z).

(a) fx)=a3+1eg(x)=a*+23+222 + 2+ 1.
(b) f(x)=a3+222 +4r—-5eg(x) =2 +x—2.
(¢) f(x) =2 +322 + 22+ 8 e g(x) = 2* — 4.
5. Determine todos os primos impares p para os quais x — 2 divide z* + 2% + 22 + x em L[]
6. Mostre que se 1 + i é raiz de p(z) € R[z], entdo p(z) é divisivel por 22 — 2x + 2 em R[z].
7. Sejam A um anel comutativo com identidade e a um elemento fixo de A. Considere a aplicagao

Go: Alz] — A
foo— fl’

onde f(a) denota o valor da funcdo polinomial associada a f em a.

(a) Mostre que ¢, é um homomorfismo de anéis.

(b) Determine o niicleo de ¢,.

8. Quais dos seguintes subconjuntos de Q[z] s@o ideais de Q[z]? (Em caso afirmativo, calcule p(x)
moénico tal que J = (p(x)).) Quais desses ideais sdo maximais?

(a) {f(z) € Qlz] | F(1) = f(7) =0}

(b) {f(z) € Qlz] | f(2)=0e f(5) # 0}
(c) {f(z) €Qlz] | f(v/3)=0}

(d) {f(z) €Qlz] | f(4)=0e f(0)=f(1)}



9. Averigie se os ideais (x) e (2,z) do dominio Z[x] sdo principais, primos ou maximais.
10. Mostre que:

(a) Se A é um subanel de um anel B, entdo A[z] ¢ um subanel de B[z].

(b) O conjunto dos polindmios homogéneos sobre um anel A, {Z aiz’ |n €N, a; € A}, é um
i=1
ideal de Alx].

11. Determine K[z]/ (f(z)) e escreva as respectivas tabelas de anel para:

(a) K=7Zye f(z) =x.
(b) K=Zse f(z)=2>+z+1.
(c) K=1Z3ze f(x) =2%+2.

12. Sendo K um corpo, prove que se f(z) € K[z] é de grau 2 ou 3 e nao tem raizes em K entdo f(x) é

irredutivel sobre K. Mostre que a reciproca é valida para polinémios de grau > 2.
13. Determine Zs[z]/ (x? + x4 1) e escreva as respectivas tabelas de anel.

14. Considere o polinémio p(z) = 23 + 22% + 1 € Zs[x]. Mostre que Zs[x]/(p(z)) é um corpo e descreva
os seus elementos. Qual é o cardinal deste corpo?

15. Indique, justificando, quais dos seguintes polinémios sao irredutiveis sobre Q:
p(x) =52° — 102% 4+ 622 — 22+ 6, q(z)=2—22-2, r(z)=42°-3z— .
16. Determine a factorizagio do polinémio ¢(x) = 2% + 22 — 2 € Q[z] em factores irredutiveis.

17. Averigtie quais dos seguintes polinémios de Z[x] sdo irredutiveis sobre Q (em caso negativo, factorize-

os como produto de polinémios irredutiveis):

(a) 23 —x+ 1.

(b) 3 -2z — 1.

(c) 23 —22% + 2+ 15.
(

d) 27 + 1123 + 33z + 22.
) z°+ 2.

) @3 + 222 4 10.

(g) 225 — 623 + 922 — 15.

13 5+ 2.

(a)
(b) 222 — 32 + 4.
) 3

)

3 —Tx + 3.
19. Mostre que, para quaisquer a,b € Z, o polinémio x3 + (2a + 1)x + (2b + 1) é irredutivel sobre Q.

20. O anel quociente Q[z]/ (22° — 62% 4 922 — 15) é um corpo?



21.

1*.

2%,

3*.

4%,

5%

6*.

Para cada um dos seguintes ideais I de Zz[x]
(a) (z° +z+1)
(b) (x?)

justifique se Zy[z]/I é um corpo. Construa as tabelas de Zo[z]/(x?).

Exercicios mais avancados

Seja K um corpo. Mostre que se ¢ : K[z] — K|z] é um isomorfismo tal que ¢(a) = a para qualquer
a € K, entdo p(z) = cx + d para algum par ¢,d € K.

Seja K um corpo finito. Mostre que K[z] contém polindmios irredutiveis de grau tao grande quanto

se queira. [Sugestdo: Imite a prova de Euclides da existéncia de um nimero infinito de primos].

Seja K um corpo. Mostre que se apz™ 4 ap_12" 1+ -+ + a1z + ag é irredutivel em K|[x], também

apx” + a1z '+ -+ a,_1z +a, o 6.
Seja A um anel e ¢ € A.

(a) Mostre que a correspondéncia p(z) — p(z + ¢) define um automorfismo do anel A[z].

(b) Conclua que se A é um corpo, entdo p(z) é irredutivel em A[z] se e s6 se p(z + ¢) é.

Usando o critério de Eisenstein, prove que, se n > 1 e p1,pa,...,pr Sa0 numeros primos distintos
dois a dois, entao {/pips-..pr € um nimero irracional. Serd indispensdvel exigir que os ntimeros
D1, P2, - - -, Pk Sejam todos distintos?
Seja p um inteiro primo. Prove que o polindmio ciclotomico
_ _ P —1
D) = 4o g b 1=
T —

¢ irredutivel em Q[z].



