Solucoes de exercicios

Folha 3
6(b). Determine o polindmio minimo sobre Q de /3 + /5.

Seja 0 = V3 + 5 € R. Como 6% = 8 4 2V/15 entdo (#? — 8)2 = 60. Assim
6* — 166% + 4 = 0 pelo que @ é raiz de x* — 1622 + 4 € Q[z]. Este polinémio é

irredutivel em Q[z] e é assim o polinémio minimo de 6 sobre Q. De facto:

e Nao tem raizes racionais: as tnicas possibilidades sao +1, £2, +4, nenhuma

o é.
e Portanto, a tinica possibilidade de ser redutivel é factorizar-se na forma
at — 1622 + 4 = (2° + ax + b)(2* + d'z + V).
Isto serd possivel precisamente se o sistema

a+a =0
b+ad +b =-16
abl +d'b=0

bt =4

tiver solucao em Q. Resolvendo vem

alll —b) =0 a=0VH =

O caso a = 0 implica b+ b = —16 e bV’ = 4, ou seja, b*> + 16b + 4 = 0, que nao
tem raizes racionais. Por outro lado, o caso ' = b implica b> = 4, ou seja, b = 2

ou b = —2. Substituindo na segunda equacao obtemos
—a’+4=-16<a*>=20 ou —a2—4:—16<:>a2:12,

ambas impossiveis em Q.

Em conclusao, o sistema é impossivel.

10(d). Determine o inverso de 0> — 66 + 8 na extensio simples Q(6), onde 0 # 0
¢ tal que 0* — 603 4 902 + 30 = 0.
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O polinémio z* — 623+ 922432 = x(23 — 622+ 924 3), do qual 6 é raiz, é redutivel
sobre Q. Como 6 # 0, entdo 6 é raiz do factor z3 — 622 + 92 + 3. Este polinémio é
irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein, p = 3), logo é o polinémio minimo
m(z) de 6 sobre Q. Seja f(z) = 2? — 6z + 8. Uma vez que m(z) = zf(x) + = + 3
e f(z) = (x —9)(z 4+ 3) 4+ 35 (o que confirma que mdc(m(z), f(z)) = 1), entdo

35 = f(z) — (z — 9)(m(z) — 2 f(x)) = (" = 9z + 1) f(z) — (z — 9)m(x),

ou seja,
1= %[(ﬁ =92+ 1)f(z) — (z — 9)m(z)].
Substituindo = por  obtemos 1 = 3=(62 — 96 + 1) f(6), o que mostra que

(0> =60 +8)"1 = f(O) = %(02 — 960 +1).

12. Seja L uma extensao finita de K. Prove que:
(a) Se [L: K] é um nimero primo, entdo L é uma extensao simples de K.

(b) Se 0 € L, entdao o grau de 0 é um divisor de [L : K]. Conclua que se tem
L =K(0) se e sd se o grau de 6 coincidir com [L : K].

(c) Se f(x) € Klz| é irredutivel sobre K e o grau de f(x) é um nidmero primo

com [L : K] e maior do que 1, entao f(x) nao tem raizes em L.

(a) Se L é uma extensao finita de K todos os seus elementos sdo algébricos sobre
K. Como [L: K] =p>1, existe § € L\ K. Pelo Teorema da Torre,

p=[L:K]=[L: K@O)K(®): K. 1)

Como 6 ¢ K, [K(0) : K] > 1. Mas p é primo, donde s6 pode ser [K () : K] =p
e [L: K(0)] = 1. Esta ultima igualdade diz-nos que L = K(0), pelo que L é

uma extensao simples de K.

(b) Como, por defini¢do, o grau de 6 coincide com [K(0) : K], por (1) este é um
divisor de [L : K] e coincide com [L : K] se e s6 se [L : K(0)] = 1, ou seja,
L=K().

(¢) Suponhamos, por absurdo, que f(x) tinha uma raiz 0 em L. Seja m(x) o
polinémio ménico associado a f(z). Evidentemente, trata-se do polinémio
minimo de 6 sobre K. Portanto, [K(6) : K| = gr(f(x)) seria um nimero

primo com [L : K], o que é absurdo por (1). Logo f(z) nao tem raizes em L.
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14(e). Determine o grau sobre Q e uma base da extensio Q(a, B3), onde a® —a+
1=0ep?-p=1.

Pelo Teorema da Torre,

Como 22 — z 4 1 é irredutivel sobre Q (pois ndo tem raizes racionais), trata-se
do polinémio minimo de a sobre Q. Assim, [Q(a) : Q] = 3 e {1,a,a?} é uma
base desta extensdo simples. Portanto, Q(a) = {a + ba + ca? | a,b,c € Q}. Por

2 _ 2z — 1. Serd que este polinémio é

outro lado, § é raiz do polinémio f(x) = x
irredutivel sobre Q(«)? Sim, pelo exercicio anterior (alinea (c)): f(z) € Qx| é
irredutivel sobre Q e o seu grau é um nimero primo com [Q(«) : Q] e maior do
que 1, pelo que nao tem raizes em Q(«). Como é de grau 3 serd irredutivel sobre
Q(a). Assim, [Q(a,f) : Q(a)] = 2 e {1,3} é uma base desta extensao simples.
Concluindo, [Q(a,B) : Q] = 6 e {1,a,a?, 3,a8,a?B} é uma base da extensio

dupla Q(a, ) de Q.

16. Seja p um inteiro primo positivo. Determine a dimensdo e uma base da

extensio Q(/p+ /p) de Q.
Denotemos o nimero /p + /p por 6. Como 02 =p+ /D, entao (62 —p)? = p,
pelo que 0 é raiz do polinémio

q(z) = (2> —p)* —p=2a* — 2pz® + p(p — 1) € Qla].

Pelo critério de Eisenstein, ¢(z) é irredutivel sobre Q (basta considerar o primo
p). Portanto, ¢(z) é o polinémio minimo de € sobre Q, pelo que [Q(f) : Q] =4 e

{1,6,62%,6%} é uma base desta extensdo.

3

17. Sejam o = 2, w uma raiz cubica da unidade e B = wa. Determine a

dimensao e uma base de Q(a, B) sobre Q.

Pelo Teorema da Torre,

[Q(e, 8) : Q] = [Q(ev, B) : Q)][Q() : Q.

Como x3—2 é irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein), trata-se do polinémio
minimo de o sobre Q. Assim, [Q(«a) : Q] = 3 e {1, @, a?} é uma base desta extensio

simples. Portanto,
Q(a) = {a +ba + ca? | a,b,c € Q}.

Por outro lado, 3 é também raiz do polinémio f(z) = 2*—2 (pois 83 = w3a? = 2).

Serd que este polinémio é irredutivel sobre Q(«)? Mas agora este polinémio ja é
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redutivel sobre Q(a), uma vez que a é uma das suas rafzes. Com efeito, 23 — 2 =
(x — a)(2? + ax + o?). Agora dois casos podem ocorrer, ou 3 é raiz do primeiro

factor, ou é raiz do segundo factor:

Caso 1: f=a. Neste caso Q(a, ) = Q(«) e o problema ji estd resolvido (a

dimensdo é 3 e a base é {1, a,a?}).

Caso 2: 3 # . Neste caso 3 é raiz de 22 4+ ax + a?. Agora, para indagarmos da
sua irredutibilidade sobre Q(«), ndo podemos utilizar o Exercicio 9(c), pois este
polinémio nao tem coeficientes racionais. Para verificarmos isso nao temos outra
hipétese sendo investigar directamente se tem alguma raiz em Q(«), ou seja, se

existem racionais a,b e ¢ tais que
(a+ba + ca®)? + ala + ba + ca®) + o = 0.
Efectuando os cédlculos em Q(«), esta equacao é ainda equivalente a
(a? + 4bc + 2¢) + (2ab 4 2¢% + a)a + (2ac + B> + b+ 1)a? = 0.
Como {1, a, a?} é uma base do espaco vectorial Q(a) (sobre @), obtemos

a?+ 4bc+2c=0
2ab+2c2+a =0
2ac+ b +b+1,

que é um sistema impossivel em Q:
Se a,c # 0 entao

a3 + 4abe 4+ 2ac = 0
dabe 4 4¢® + 2a¢ =0

o que implica a® = 4c?, ou seja, a/c = V4 ¢ Q!!; para a = 0 ou ¢ = 0 temos

b2+ b+ 1=0, o que é impossivel em Q.
Portanto, 22 + az + o2 é o polinémio minimo de 3 sobre Q(a). Concluindo,

[Q(a, B) : Q] =6 e {1,, 02, B,aB,a?B} é uma base da extensdo Q(a, 3) de Q.

Resolugao alternativa, no Caso 2: Pela férmula resolvente das equagoes de grau 2,

as rafzes de 22 + ax + o2 sdo

—o + ai\/g - — ai\/g

e
2 2
~ . ~ . . . . —ataivV3 _
que nao pertencem a Q(c) pois nao existem racionais a,b, ¢ tais que === =
a + ba + ca?:
—afatv3
2\[:(1—|—l)oz—i—coz2 & 20+ (—14+ivV3—2b)a+ca’ =0

& a=0,¢c=0,1iV320+1e Q!
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Portanto, 72 + ax + o? é o polinémio minimo de 3 sobre Q(a).

Outra resolucdo alternativa, no Caso 2: Como f é raiz de z? + ax + o2, a outra

raiz é 3 e claro nenhuma pertence a Q(a). Portanto, 22 + ax + o2 é o polinémio
minimo de 3 sobre Q(«).

19. Para cada uma das extensdes de Q indicadas averigie se 6 gera a mesma

extensao:
(a) =2+ V4, Q(V2).
(b) 6 =v2++V3, Q(V2).

(c) 0=u?>+u+1, Q(u), comu?+5u—>5=0.
(a) 23 — 2 é o polinémio minimo de /2 sobre Q, logo [Q(V/2) : Q] =3 e
Q(V2) = {a+bV2+cV4|a,b,ceQ}.

Entdo 6 € Q(v/2), pelo que Q(A) € Q(+/2). Por outro lado, como 6 —2 = /4,
entdo (6 —2)3 = 4, ou seja, # é raiz do polinémio 2® — 622 + 122 — 12. Como
este polindmio é irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein), é o polinémio

minimo de 6 sobre Q,0 que mostra que também [Q(0) : Q] é igual a 3.

Concluindo, como Q(#) C Q(+/2) e dim Q(#) = dim Q(+/2), as duas extensoes

coincidem.

(b) Neste caso, as extensoes sao diferentes, pois 6 ¢ Q(v/2). De facto, § = /2 +
V3 € Q(v2) implicaria v2 + v/3 — v/2 € Q(v2), ou seja, V3 € Q(v/2), o
que é um absurdo, pois ndo existem racionais a e b tais que V3 = a + bv/2:
b = 0 implicaria V3 € Q; a = 0 e b # 0 implicariam \/gzbe(@ea,b#()

. . . —a2_9p2
implicariam v/2 = % e Qm

(c) Claramente 6 € Q(u), donde Q(#) C Q(u). Por outro lado, § = u? +u +1 =
5—5u+u+1=6—4u, ouseja, u = % € Q(#), o que mostra que também

Q(#) O Q(u). Portanto as extensoes coincidem.
20. Mostre que x> + 1 € irredutivel sobre Zs. Sendo w uma raiz deste polindmio
determine o nimero de elementos de Zs(u) e as tabelas de adi¢do e multiplicagdo.

Para mostrar a irredutibilidade basta verificar que nenhum elemento de Zg é raiz
de 2% + 1.
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Pelo que vimos na pagina 69,

Z3[x]

ATy

={ap + a1z + <x2 + 1> | ap, a1 € Zs}.

Denotando 0 + <:1c2 + 1>, 1+ <x2 + 1>, 24 <x2 + 1>, T+ <x2 + 1>, 2x + <:c2 + 1>7
l+z+ (2 +1), 1+ 20+ (2?2 +1), 2+ 2+ (2 +1) e 2+ 22 + (2> + 1) por,
respectivamente, 0,1,2,u,a,b,c,d, f, as tabelas das operagoes sao as seguintes:

+10 1 2 w a b ¢ d f 01 2 u a b ¢ d f
0/0 1 2 uw a b ¢ d f 0jo 0 0 0 00O 0 0 O
111 2 0 b ¢ d f u a 110 1 2 w a b ¢ d f
212 0 1 d f u a b c 210 2 1 a uwu f d ¢ b
vulu b d a 0 ¢ 1 f 2 u|l0 v a 2 1 d b f c
ala ¢ f 0 uw 1 b 2 d al0 a v 1 2 ¢ f b d
blb d u ¢ 1 f 2 a 0 b|l0 b f d ¢ a 2 1 u
cle f a 1 b 2 d 0 u c|0 ¢ d b f 2 u a 1
dld w b f 2 a 0 ¢ 1 d|0 d ¢ f b 1 a u 2
flf a ¢ 2 d 0 w 1 b f10 f b ¢ d v 1 2 a

23. Considere o polinémio p(z) = 8x3 — 6z — 1 sobre Q.

(a) Mostre que p(x) € irredutivel sobre Q.

(b) Construa uma extensdao de decomposicao de p(x) e determine a sua dimensao.
(a) As possiveis raizes racionais de p(z) sao: +1, :l:%, :l:%, :l:é. Nenhuma delas é

de facto uma raiz pelo que o polinémio, nao tendo raizes em Q e sendo de

grau 3, é irredutivel sobre Q.

(b) Como p(x) é irredutivel sobre Q,

Qlz]/ {p(x)) = {a(z)
(

I
(=
—~

s
S—

onde 863 — 66 —1 = 0. Como 23 — %x — % ¢ o polinémio minimo de 6 sobre
Q, entao [Q(0) : Q] = 3 pelo que

Q(0) = {a+ b + cb? | a,b,c € Q}.
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Nesta extensdo ja o polinémio 823 — 6z — 1 tem uma raiz (precisamente o
elemento 6) pelo que é redutivel. Dividindo 8z — 6z — 1 pelo factor x — 6
obtém-se:

823 — 62 — 1 = (x — 0) (822 + 80x + 80* — 6).

Teremos agora que verificar se o factor 822 + 80x + 862 — 6 é ou nao redutivel
sobre Q(#) para concluirmos se esta é ou nao a extensao de decomposicao do

polinémio p(x).

Trata-se de um polinémio de grau 2 pelo que bastard verificar se tem raizes

em Q(6). Averiguemos entao se existem racionais a, b, ¢ tais que

8(a+ b6 + cf*)* + 86(a + b + c6?) + 86% — 6 = 0.
Efectuando os calculos obtemos
(8a* — 6) + (16ab + 8a)f + (8b* 4 16ac + 8b + 8)6* + (16bc + 8¢)6> 4 8¢%0* = 0.
Mas 86 = 60 + 1 (donde 86* = 662 + 6) pelo que podemos ainda escrever
(8a%—6+42bc+c)+(16ab+8a+12bc+6¢+c?)0-+(8b? +16ac+8b+8+6¢)0% = 0.

Entdo, como 1,6 e 07 sio linearmente independentes, esta igualdade é equiva-

lente ao sistema
8a® — 6 + 2bc + 0

16ab + 8a + 12bc + 6¢ + ¢ = 0
8b% + 16ac + 8b + 8 + 6¢2 = 0.

Este sistema nao parece ser facil de resolver. Tem no entanto uma solugao facil
de encontrar apods alguma procura e experimentacao: a = 1,b = 0,¢c = —2.
Isto mostra que o elemento 1 — 202 de Q(6) é uma raiz de p(z) pois é raiz do
seu factor 822 +80x +86% —6. Portanto este factor é divisivel por z — (1 —26?).
Efectuando a divisao obtemos 822 + 80z + 80% — 6 = (v — 1 + 26%)(8z + 8 +
80 — 166%). Em conclusio,

823 —6x —1 = (x—0)(8z% + 80z + 86% — 6)
= 8(z—0)(x—1+20%)(z+ 1+ 60— 267
= 8(z—0)(z—(1-26%)(z—(-1—0+26?%)

o que mostra que 6, 1 — 202 e —1 — 6 + 26% sdo as trés raizes de p(x) e que

Q(0) é de facto a sua extensao de decomposigao (que tem dimensao 3).

26. Determine os Q-automorfismos de L para:
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(a) L=Q(V2).
(c) L=0Q(v2,V3).

(a)

O elemento /2 tem polinémio minimo 22 — 2 sobre Q. Pela Proposicao 3.15,
qualquer Q-automorfismo ® : L — L transforma raizes deste polinémio em
raizes do mesmo polinémio. Existem, pois, precisamente dois Q-automorfis-

mos:

B0 QWD - QW) S5 QWY o QW)
aeQ — a e aceQ — a

V2 s V2 V2 = V2

O primeiro é a identidade e o segundo aplica cada elemento a-+bv/2 de Q(v/2)
em a — bv/2.

Cada Q-automorfismo ® : L. — L é completamente determinado pela sua
acgdo no conjunto {v/2,v/3}. A restricio (I)‘Q(ﬂ) : Q(v2) — L é um ho-
momorfismo injectivo que mantém fixos os elementos de Q. Entao, pela
Proposicao 3.15, sé ha duas possibilidades para esta restricdo, como vimos
na alinea anterior: é a identidade ou aplica cada elemento a + bv/2 de Q(v/2)
em a—by/2. Portanto, ® prolonga o isomorfismo identidade de Q(ﬂ) ou pro-
longa o isomorfismo & _ 2 de Q(ﬂ) Usando novamente a Proposicao 3.15,
como 2 — 3 é o polinémio minimo de /3 sobre Q(v/2), estes dois isomorfis-

mos de Q(\@) s6 podem ser prolongados a Q(\/?, \/3) aplicando v/3 em /3
ou —v/3. Portanto, s6 existem 4 possibilidades para ®: a identidade e

d(V2) = —V2, ®(V3) = V3;

O(v2) = V2, B(V3) = V3
D(V2) = —v3, B(V3) = V3.

O grupo de Galois tem, pois, neste caso, 4 elementos, que designamos respe-

ctivamente por &g, 1, Py, P3:

Do(a+bvV2 4 cV3) = a + bvV2 + ¢V/3,
D1(a+bV2+eV3) =a—bvV2+ V3,
Dy(a+bV2+cV3) = a+bvV2 — V3,
D3(a+bV2+eV3) =a—bvV2 — V3.
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29. Seja 6 a raiz real do polinémio x®> — 7. Determine o grupo de Galois da

extensao Q(0) de Q.

- 5 , ~ o~ .
E claro que 6 = v/7 (as outras 4 raizes niio sio reais):

w26 /

w = raiz quinta de 1,

no 12 quadrante
w36

w6

Portanto, # tem polinémio minimo 2° — 7 sobre Q. Qualquer Q-automorfismo de
Q(0)
®: Q(0) — Q(9)
mantém fixos os niimeros racionais e transforma 6 numa raiz do mesmo polinémio
em Q(A) = Q(V/7) C R. Logo, necessariamente, ®(#) = 6 e s6 existe um Q-auto-
morfismo de Q(#):
o QT — QT
aceQ — a
Vo= VT
que é a identidade. Assim, Gal(Q(#),Q) é o grupo trivial S1 = {id}.

31.

(a) Para as extensoes L de Q do exercicio 26, calcule os respectivos grupos de

Galois, Gal(L,Q).

(b) Verifique em quais desses casos a correspondéncia de Galois entre 0s subgrupos

do grupo de Galois e as extensoes intermédias (entre Q e L) é uma bijecgao.

(a) No primeiro caso, Gal(L,Q) = {id,®_ 5} é um grupo isomorfo a Zs.

No terceiro caso, o grupo de Galois tem 4 elementos, sendo a tabela do grupo

a seguinte:

o |y B B, By
Py | P9 D1 Py Py
O | D Dy D3 Dy
Dy | D D3 P9 Py
P3| P35 Dy Py P
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Em conclusao, este grupo é isomorfo a Zo & Zs.

(b) No primeiro caso, as extensdes intermédias sdo sé os préprios Q e Q(v/2).
Como Zsy s6 tem os dois subgrupos triviais ({0} e o préprio Zz), neste caso a

correspondéncia de Galois é uma bijeccao.

No segundo caso, o diagrama com as extensoes intermédias é o seguinte:

Q(v2,V3)

PN
Q(v2) QV3) Q(v6)
\ | /

A lista de subgrupos de Gal(L,Q) é {®o}, {Pg, D1}, {Po, P2}, {Pg, D3},
{®g, P1, Py, P3}. Neste caso, também ha bijecgao.

32. Considere a extensio L = Q(+/3, \375) CR de Q.
(a) Como se define o grupo de Galois de L (sobre Q)? Determine-o.
(b) Indique todas as extensoes intermédias de Q em L.

(¢) L é uma extensao de Galois de Q7 Justifique.

(a) Seja L = Q(v/3, V/2). Cada ® € Gal(L,Q) é completamente determinado pela
sua accao no conjunto {v/3,v/2}. A restricio (I)‘Q(\/g) : Q(v/3) = L é um homo-
morfismo injectivo que mantém fixos os elementos de Q. Entao, pela Proposicao
3.15, s6 ha duas possibilidades para esta restrigao: é a identidade ou aplica cada
elemento a + bv/3 de Q(\/g) em a — b\/3. Portanto, ® prolonga o isomorfismo
identidade de Q(+/3) ou prolonga o isomorfismo ®_ 3 de Q(v/3). Pela Proposicio
3.15, como 23 — 2 é o polinémio minimo de /2 sobre Q(\/?;), o numero de pro-
longamentos de ® a L é igual ao niimero de raizes distintas de 2 — 2 em L, ou
seja, um (que corresponde & tinica raiz v/2). Assim, os dois isomorfismos de Q(v/3)
s6 podem ser prolongados a Q(v/3, ¥/2) aplicando /2 em +/2, pelo que existem

exactamente duas possibilidades para ®: a identidade ou
o(\/3) = —V3, (V2) = 2.
O grupo de Galois tem pois dois elementos:

Do(a+bV3+cV2) =a+bV3 +cV2,
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®y(a+bV3+cevV?2) =a—bV3+ V2.

Neste caso, Gal(L,Q) é isomorfo a Zs.

(b) Note que Q(v/3V/2) = Q(v/3, V/2), pelo que as tinicas extensoes intermédias

/\
\/

(¢c) Nao, pois [L : Q] = 6 mas |Gal(L,Q)| = 2 (e pelo Teorema 3.21, se |Gal(L, K)|

é diferente de [L : K], entdao L nao é uma extensao normal de K).

2%,
(a) Determine os corpos intermédios entre Q e Q(v/2,/3,v/5).
(b) Calcule o respectivo grupo de Galois e compare os resultados.

(a) Como 2 x 3 x5 = 30 tem como divisores 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 e 30, as extensoes
simples entre Q e Q(v/2,v3,V5) sio Q(v2), Q(v3), QE), Q(6), Q(vI0),
Q(V15) e Q(+/30). Quanto as extensoes duplas, temos:

Q(v2,v3) = Q(v2,V6) = Q(v/3,V6)

Q(v2,v5) = Q(v2,V10) = Q(v/5,v10)

Q(v2,v/15) = Q(v/2,v/30) = Q(v/15,/30)

Q(V3,v5) = Q(v3,V15) = Q(v5, V1)

Q(v3,v/10) = Q(v/3,/30) = Q(v/10, v/30)

Q(v5,v6) = Q(v/5,v/30) = Q(v/6,v30)

Q(v6,v10) = Q(v6, V15) = Q(v/10, V15).

O diagrama seguinte mostra-nos todas as extensoes intermédias entre Q e

Q(v2,v3,v5):
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Q(v2,V3,V5)

T N

Q(v2,v3) Q(V2,v5) Q(v2,v15)  Q(HV3,v5)  QW3,v10) QW56 Q(+6,v10)

Q(v2) Q(Vv3) Q(V5) Q(V6) Q(V10) Q(V15) Q(V30)

(b) Neste caso, Gal(L, Q) é isomorfo a Zo @& Zy & Zs.
4*, Calcule o grupo de Galois do polindmio f(x) = z* — 2 sobre o corpo Q.

Uma vez que o polinémio f(x) = z* — 2 tem raizes
01 — \4/57 92 - _\4/57 93 = \4/517 94 - _\4/51

entdo L = Q(v/2,4) é a extensdo de decomposicdo de f(z). Portanto, o grupo
pedido é o grupo Gal(L,Q) = Gal(Q(v/2,i),Q). Teremos entdo que determinar
todos os Q-automorfismos de L.

Cada Q-automorfismo ® : L — L é completamente determinado pela sua acgao
no conjunto {v/2,i} (uma vez que todo o elemento de L é uma combinacdo linear
racional de poténcias de v/2 e 7). A respectiva restricao <I>|@( Y3y Q(v2) = L é
um homomorfismo injectivo que mantém fixos os elementos de Q (ou seja, é um
prolongamento do isomorfismo id : Q — Q). Estes podem ser determinados com
o auxilio da Proposigao 3.15:

O elemento v/2 tem polinémio minimo z* — 2 sobre Q, o que significa em

particular que
Q(V2) = {ag + a1 V2 + aa V4 + a3V'8 | ag, a1, a0, a3 € Q}.

Pela Proposicao 3.15, o isomorfismo id : Q — Q pode ser prolongado a um ho-
momorfismo injectivo ¢ : Q(+v/2) — L se e s6 se x* — 2 tem uma raiz em L, e o
nimero desses prolongamentos é igual ao ntimero de raizes distintas de z* — 2 em

L, ou seja 4:
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61 Q(V2) — L p2: Q(V2) — L
aceQ a acQ — a

V2 = 6 =v2 V2 = b=—V2

¢3: Q(V2) — L ¢s: Q(V2) —
aeQ a aeQ a

\4/5 — 93:\4/51' \4/§ — 04:—%1'.

Estes sdo pois os tinicos homomorfismos injectivos Q(+/2) — L que prolongam
atd : Q — Q e, consequentemente, os ® : L — L que procuramos, quando
restritos a Q(+v/2), coincidem necessariamente com um dos ¢; (i = 1,2, 3,4). Dito
de outro modo, claramente equivalente, os ® : . — L que procuramos Sao o0s

prolongamentos a L de cada um dos seguintes isomorfismos de corpos:

é1: QV2) — Q(V2) d2: Q(V2) - Q(V2)
aceQ — a aceQ

V2 o= V2 V2 o= =2

¢3: Q(V2) — Q(V2i) ¢ Q(V2) — Q(V2i)
aeQ a aeQ a

V2 o= Y26 V2 s =25

22 + 1 € Q[z] é o polinémio minimo de i sobre Q(v/2). Usando novamente
a Proposicao 3.15, como cada um dos qgl mantém fixos os coeficientes de z2? + 1
e este polinémio tem duas raizes distintas em L, podemos concluir que cada um
dos isomorfismos ¢; vai ter dois prolongamentos a homomorfismos injectivos de
extensoes L — L, um que transforma ¢ em ¢ e o outro transforma ¢ na outra raiz
—1.

Comegando com ggl

obtemos
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D : L — L D, : L — L
ae€Q — a ace€Q — a

V2 = V2 V2 = V2

] =1 1 = —i.

®, é simplesmente a identidade e ®5 é o isomorfismo definido por

ao+ a1 V2 + asVa+ a3V8 + ayi 4+ asV2i + agV4i + arv/8i

1
ao ~|—a1€f2+a2\4/41~|—a3\4/§— agt —a5\4@i — CL6\4/ZZ' — a7\4/§z'.

Fazendo o mesmo para ¢, ¢3 e ¢4 obtemos sucessivamente

dy: L — L o,: L — L
aeQ — a aeQ +— a
V2 o= =2 V2 o =2
1 — ] 1 = =1
Ps - L — L Py - L — L
a€eQ — a a€Q — a
V2 = V2 V2 o= V2
1 — 7 ) = —1
Y A 5 dg: L = L
aceQ — a aceQ — a
V2 s =24 V2 o= =24
1 — 1 1 = =i

Por exemplo,

<I>7(a0—l—a1\4f2—|—a2\‘741—|—a3€/§+a4i+a5\4f2i+a6\‘74173+a7\‘7§i) =
:ao—a1\4/§z'—a2ﬂ+a3€/§i+a4i+a5é/§—aﬁ{l/ii—aﬂyg
=ag+a5V2 —aaVa — ar V84 agi — a1 V2i — agV4i + a3 V8.

Portanto, Gal(Q(v/2,1), Q) = {®y, o, B3, By, B5, &g, &7, Pg}. Observemos ainda

como pode ser descrito como um subgrupo de Sy:
6 62 63 6 1 2 3 4
B, — 1 V2 O3 0g ) —id
b b2 O3 64 1 2 3 4

61 65 65 6 1 2 4
®, — 1 b2 O3 O 3 — (34)
01 0y 64 03 1 2 4 3
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12 3 4 12 34
¢3_<2 1 4 3):(12)(34)’ ‘1)4:(2 1 3 4):(12)

123 4 123

%:(3 Ly 1):(1324), <1>6:<3 X ):(13)(24)
1 2 3 4 12 3

q>7=<4 . 2):(1423), <I>8:<4 - >=(14)(23).

Em conclusao:

Gal(Q(V2,1),Q) = {z’d, (12), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1324), (1423)}

5%, Considere um polindmio f(x) irredutivel, de grau 3, escrito na sua forma

reduzida ©3 + px + q, e as suas trés raizes complexas distintas a, b, e c.

a+b+c=0
(a) Verifique que § ab+ ac+bc=p
abc = —q.

(b) A partir da alinea anterior, mostre que ((a —b)(a—c)(b—c))? = —4p3 —27¢>.

(c) Seja D o mimero —4p® — 27¢* da alinea anterior. Prove que se VD e Q e
® € Gal(f(x),Q), entdo ®(v/D) = VD e, portanto, Gal(f(z),Q) = Aj.

(d) Prove que se VD & Q, entio Q(v/D) estd na extensio de decomposicio de
f(z) e, portanto, Gal(f(x),Q) = Ss.

(a) Basta observar que x3+pz+q = (z—a)(z—b)(z—c) é equivalente a x3+pr+q =
23+ (—c—a —b)z* + (ab+ ac + be)z — abe.

(b) Basta, com um pouco de paciéncia, desenvolver ambos os membros (subs-
tituindo, no segundo, p por ab + ac + bc e q por —abc), até as expressoes

coincidirem.
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Pela Proposigao 3.19, Gal(f(x),Q) é isomorfo a um subgrupo de S3. Seja ® €
Gal(f(z),Q) = Gal(Q(a,b,c),Q). Por definigao, ®, sendo um Q-
-automorfismo, terd que preservar os racionais, logo ®(v/D) = /D, isto é,
P((a—b)(a—c)(b—1c)) =(a—0b)(a—c)(b—c). Consequentemente,

(@(a) — @(b))(2(a) — @(c))(2(b) — @(¢)) = (a =b)(a—c)(b—¢). (2)

Mas ® permuta as raizes a, b e ¢ entre si. Para que se cumpra (2), essa

permutacao nao pode ser impar (se fosse impar terfamos

(@(a) — @(0))(®(a) = 2(c))(B(b) = @(¢)) = —(a —b)(a = c)(b - ¢)).

Sobram assim s6 as 3 permutagoes pares para eventual definicao de Q-
-automorfismos de Q(a, b, ¢). Nao é dificil ver que todas elas definem de facto
Q-automorfismos de Q(a,b,c), pelo que Gal(Q(a,b,c),Q) = As. Esta con-
clusao também se pode tirar do seguinte: como, pelo Teorema 3.21, se tem

Gal(Q(a,b,¢), Q)| = [Q(a, b,c) : Q, bastard mostrar que [Q(a,b,) : Q] > 3,
o que é simples:

[Q(CL, b, C) : Q] = [@(a7 b, C) : Q(a)][@(a) : Q] >3,
pois [Q(a) : Q] = gr(f(z)) = 3.

Neste caso, se VD ¢ Q, ja ®(v/D) nao precisa de ser igual a /D, e as
permutagoes impares também definem elementos de Gal(Q(a, b, c),Q). Con-
sequentemente, Gal(Q(a,b,c),Q) = Ss.

7*(a). Sejam p > 5 um ndmero primo, e f(x) € Qx| um polindmio irredutivel

de grau p. Mostre que se f(x) tem exactamente duas raizes complexas nao reais,

entio Gal(f(x),Q) € o grupo simétrico S, e portanto f(x) nao € resolivel por

radicais.

Basta fazer o mesmo que na demonstragdo do Corolério 3.29 (Teorema de Abel-

-Ruffini).
8*. Mostre que os seguintes polindmios f(x) € Q[z] nao sdo resoliveis por radi-
cais:

(a) 22° — 102 + 5. (c) % — 622+ 5.

(b) 225 — 52* 4 20. (d) 7 —102° + 15z + 5.
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Fazendo o estudo e esbogo das respectivas fungoes (ou, alternativamente, usando
métodos da Matematica Numérica para localizacao de raizes, ou consultando o
Wolfram Alpha ou algum software como o Mathematica ou Maple) nao é dificil

confirmar que:

(a) Este polinémio tem exactamente 2 raizes complexas nao reais:

// -.H\\\l\" ."I
/ \-\\ 4 |
2 ,lll 1 \-Lr 2
.'I 10
Exact forms

x = 0.506679
x = -1.60051
x = 1.32891

Exact forms

x~-0.117538 - 1.518551

x =-0.117538 + 1.518551

A conclusao segue do Exercicio 7*(a).

(b) Este polinémio tem exactamente 4 raizes complexas nao reais:

X

More digits

More digits
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Root plot:
20! /—-
| -20 -1.5 -1.0 -0.5
-201
-4[15
—ﬁ[]é
-B0 |
100 |
&
Complex solutions: Exact forms | | More digits
x = 2.04594 +0.303866
a2
x ~-0.158092 - 1.34434:
x ~-0.158092 + 1.34434:
x = 2.04594 - 0.303866¢
A conclusao segue do Exercicio 7*(b).
(¢) Tem exactamente 2 raizes complexas nao reais:
Root plot:
10
2 1 z
&
Complex solutions: More digits | | Exact forms
x =~ -0.86175 - 1.6980 ¢
&

x =~ -0.86175 + 1.6980 i

A conclusao segue do Exercicio 7*(a).

(d) Tem exactamente 2 raizes complexas nao reais:
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Root plot:
400
200
-6 -4 -2
—200
—400

Real solutions:

x = -3.14041

x = -1.03263

x = -0.336163

x = 1.22404

x = 3.135

Complex solutions:

x = 0.0750814 - 1.09069 ¢

x = 0.0750814 + 1.09069 ¢

Roots in the complex plane:

Tmix)

1.0
0.5
0.0
-0.5
-1.0

1 . .

-4 =2 o 2

A conclusao segue do Exercicio 7*(a).

Re(x)

Exact forms

Exact forms

19

More digits

)

More digits

)



