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11.

. Averigie quais dos seguintes elementos sao algébricos ou transcendentes sobre o corpo Q:

(a) VT (b) V2 (c) 72 (d)e+3 (e) 1 +1.

Sejam K um subcorpo de um corpo L e 6 um elemento de L. Prove que se 6 é algébrico sobre K,

o mesmo sucede a 0 + ¢ e a cf, qualquer que seja c € K.
7 é algébrico sobre Q(m3)?
Mostre que C é uma extensdo algébrica de R.

Sejam K um subcorpo de um corpo L e «,f elementos de L. Prove que K(a, ) = K(«a)(f).

Generalize para o caso de n elementos oy, ...,a, € L.

Determine o polinémio minimo sobre Q dos seguintes elementos:

6% — 1, sendo # uma raiz do polinémio x> — 2z — 2.

6% + 60, onde 6% = —30% + 3.
Qual é o polinémio minimo do ntimero real § = \//2 + 2 sobre o corpo Q? E sobre o corpo Q(v/2)?

Prove que:

(a) f%@(f)
(b) i & Q(VE).
(©) f%@()
(d) V2+v2¢Q(v2

Sejam K um subcorpo de um corpo L e 6§ um elemento de L. Prove que 6 é algébrico sobre K se e

s6 se o mesmo sucede a 62.

Determine o inverso de cada um dos seguintes elementos nas extensoes simples Q(6) indicadas:

(a) 2+ /4 em Q(3/2).
(b

(c
(d

)
) 1—260 + 362, onde 0 é raiz do polinémio z3 — z + 1.

) —62 +20 — 3, para 6 = /2.

) O+1e6?—60+8, onde 0 # 0 é tal que 0* — 603 + 902 + 30 = 0.

Exprima os seguintes elementos das extensoes algébricas Q(6) indicadas em fungao da sua base:

(a) 0%, 6% e 5 — 6% + 2, onde 0 é raiz do polinémio 23 — 622 + 9z + 3.

(b) (6% +2)(62 + 360), sendo § uma raiz do polinémio z° + 2z + 2 = 0.
2

(c) e onde # é uma raiz niao nula do polinémio z*

— 23 4+ 22— 2.



12. Seja L uma extensao finita de K. Prove que:

(a) Se [L : K| é um niimero primo, entdo L é uma extensao simples de K.

(b) Se 0 € L, entao o grau de 6 é um divisor de [L : K|. Conclua que se tem L = K () se e s6 se
o grau de 0 coincidir com [L : K].

(c) Se f(z) € K|[z] é irredutivel sobre K e o grau de f(z) é um nimero primo com [L : K] e maior
do que 1, entdo f(x) ndo tem rafzes em L.

13. Averigiie se os seguintes polindémios sao irredutiveis sobre o corpo indicado:

(a) 2% + 2 sobre Q(V/5).
(b) 2% — 2z + 2 sobre Q(v/=3).
(c) o3 — 3z + 3 sobre Q(v/2).

14. Determine o grau sobre Q e uma base de cada uma das seguintes extensoes de Q:

V3,i).

V18, v/2).

{/2,0), onde 6% + 60 +2 = 0.

V7,0), onde 63 4+ 3 = 0.

a,B),onde a® —a+1=0e > —-3=1

\/5, «), onde 30 + 7a? = 14a — 56.

V7,0) sendo § uma raiz do polinémio 3 + 222 + 22 + 4 tal que [Q(9) : Q] > 1.

15. Sera que [Q(v/6,1/10,/15) : Q] é igual a 8?

16. Seja p um inteiro primo positivo. Determine [Q(y/p + /p) : Q].

~ o~~~ o~~~

17. Sejam o® = 2, w uma raiz ctbica da unidade e 8 = wa. Determine a dimensdo e uma base de

Q(a, B) sobre Q.
18. Prove que Q(\/ﬁ, \/§) = Q(\/ﬁ—i— \/?;)
19. Para cada uma das extensoes de Q indicadas averiglie se 6 gera a mesma extensao:
(a) =2+ V4, Q(V2).

(b) 6=v2+3, Q(W2).
() 0=v?>+u+1, Q(u), com u?+5u—5=0.

20. Mostre que x2 4 1 é irredutivel sobre Z3z. Sendo % uma raiz deste polinémio determine o niimero de

elementos de Zs(u) e as tabelas de adigao e multiplicacao.
21. Considere Zs(a), sendo a? + 3 = 0, e determine:

(a) a expressao geral dos elementos desse corpo e o seu cardinal.
(b) o polinémio minimo de 8 = a + 1.

(c) o inverso de .
22. Considere o polinémio f(z) = 2% — x4+ 1 € Q[z]. Seja # uma raiz de f(x).

(a) Determine o inverso de 6 + 1 em Q(6), escrevendo-o como polinémio em 6 de coeficientes

racionais.

(b) Considere u = 02 + 1. As extensdes Q(u) e Q(6) coincidem?
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32

Considere o polinémio p(x) = 823 — 6x — 1 sobre Q.

(a) Mostre que p(z) é irredutivel sobre Q.

(b) Construa uma extensao de decomposigao de p(x) e determine a sua dimensao.
Determine a extensao de decomposicao de:

(a) 2% — 5 sobre Q.

(b) 22 + 1 sobre R.

(c) 2° — 22* — 1023 + 2022 + 252 — 50 sobre Q.
Determine o grupo dos automorfismos de Q e de Z,, (p primo).
Determine os Q-automorfismos de L para:

(a) L=Q(V2).

(b) L=0Q(V2,V3).

Seja @ uma raiz de 2 +x+1 € Za[z]. Mostre que ® : Zy(0) — Z(0) definido por ®(a+bf) = a+b+bo,

para quaisquer a,b € Zs, é um Zs-automorfismo de Z(0).
Considere o polinémio p(x) = z* — 323 + 222 + 22 — 4 € Q[z]. Determine:

(a) A factorizacdo de p(x) em factores irredutiveis em Q[z].
(b) O corpo de decomposicao de p(z).
(¢) O grupo de Galois de p(x) sobre Q. Apresente-o como subgrupo de Sy.

Seja 6 a raiz real do polinémio x% — 7. Determine o grupo de Galois da extensdao Q(6) de Q.
Calcule o grupo de Galois do polinémio f(z) sobre o corpo K nos seguintes casos:

(a) f(z) =2 +1, K =R

(b) f(z)=2%—x+1, K=Q.

(a) Para as extensoes L de Q do Exercicio 26, calcule os respectivos grupos de Galois, Gal(L, Q).

(b) Verifique em quais desses casos a correspondéncia de Galois entre os subgrupos do grupo de

Galois e as extensoes intermédias (entre Q e L) é uma bijeccao.
Considere a extensdao L = Q(v/3,v/2) C R de Q.

(a) Como se define o grupo de Galois de L (sobre Q)? Determine-o.
(b) Indique todas as extensdes intermédias de Q em L.

(¢) L é uma extensao de Galois de Q? Justifique.

Exercicios mais avancados

1*. Sejam K,K; e Ky corpos com K C K; (i =1,2). Se K; e Ks sdo extensoes finitas de K tais que

2%,

[Ky : K] e [Ky : K| sao primos entre si, entdo K1 N Ko = K.

(a) Determine os corpos intermédios entre Q e Q(v/2,/3,V/5).

(b) Calcule o respectivo grupo de Galois e compare os resultados.



3*.

4%,

5%,

6*.

.

8*.

Seja L uma extensao algébrica simples de K, « € L — K ¢ ® € Gal(L, K). Mostre que a e ®(«)

tém o mesmo polinémio minimo sobre K.
Calcule o grupo de Galois do polinémio z* — 2 sobre o corpo Q.

Considere um polinémio f(x) irredutivel, de grau 3, escrito na sua forma reduzida x® + px + ¢, e
as suas trés raizes complexas distintas a, b e c.

a+b+c=0
(a) Verifique que { ab+ac+bc=p .
abc = —q

(b) A partir da alfnea anterior, mostre que ((a — b)(a — ¢)(b — ¢))? = —4p3 — 27¢>.

(¢) Seja D o ntimero —4p® — 27¢* da alinea anterior. Prove que se VD € Q e ® € Gal(f(z),Q),
entdo ®(v/D) = VD e portanto Gal(f(z),Q) = As.

(d) Prove que se v/D ¢ Q, entdao Q(v/D) estd na extensdo de decomposicio de f(z) e, portanto,
Gal(f(x), Q) = S3~

Mostre que se os grupos A e B sao resoluveis, entao A X B também é resolivel. Conclua que se
os factores irredutiveis de um polinémio sao resoliveis por radicais, entao ele também é resolivel
por radicais.

Sejam p > 5 um ndmero primo, e f(z) € Q[z] um polinémio irredutivel de grau p. Mostre que:

(a) se f(x) tem exactamente duas raizes complexas nao reais, entdo Gal(f(z),Q) é o grupo

simétrico S, e portanto f(x) ndo é resolivel por radicais.

(b) se f(x) tem exactamente quatro raizes complexas nao reais, entao nao é resolivel por radicais.
Mostre que os seguintes polinémios f(z) € Q[x] nao sao resoliveis por radicais:

(a) f=22"—10x +5. (c) f=a°— 622 +5.
(b) f=2a°—5z* + 20. (d) f=a" —102° + 15z + 5.



