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Corpos e Equacoes Algébricas

SOLUCOES Teste 1/03/2023

1. (a) Evidentemente, a implicacdo < de (x) é verdadeira para qualquer a. Quanto a =, uma vez que a + 1 ndo é

divisor de zero, tem-se
dd=led-1=0o(@+1)(a-1)=0=a+1=00ua-1=0a=-loua=1.

Teremos que procurar um contra-exemplo num anel com divisores de zero. Tentemos os Z,, com xn nao primo:
emZg,3?=1,3#1e3#-1=7.

(b) Um ideal I de A diz-se maximal se I # A e, para qualquer outro ideal /,/ c J C A = J=A. Noanel Z, o

ideal Z nao é, por defini¢do, e 4Z também ndo porque nem sequer € primo (2 X 2 = 4 € 4Z mas 2 ¢ 47Z). Resta
assim 5Z.

2. (a) —(1,3) =(4,3) pois (1,3) + (4,3) = (0,0); (1,5)~! = (1,5) pois (1,5) - (1,5) = (1, 5).
(b) Pela alinea anterior, (1,5)(x,y) = (2,3) & (1,57 (1,9, y) = (1,5712,3)  (x,y) =(1,5)(2,3) =

(2,3).

(¢) (a,b) € A éum divisor de zero se e s6 se (a, b) # (0,0) e existe (x,y) # (0,0) em A tal que (a,b) - (x,y) =

(d)

(e)

®

(0,0). Portanto, se e s6 se
(a#0o0ub#0)e (J(x,y) # (0,0): ax =0,by =0).

Em Zs, ax = 0 sse a = 0 ou x = 0, mas em Zg, como hé divisores de zero, by = 0sse b =0ouy =0 ou
b=2,y=3o0ub =3,y =2ouetc. Porexemplo, (0, 1) é um divisor de zero pois (0, 1) - (1,0) = (0,0) mas ha
muitos mais exemplos andlogos a este, mesmo com ambas as coordenadas diferentes de zero: (1,2) - (0,3) =
(0,0), (2,4) - (0,3) = (0,0), etc.

Assim, qualquer elemento da forma (0, b), b € Zg \ {0}, e da forma (a, 0), a € Zs \ {0} é um divisor de zero.
Além destes, também (a, b) coma # 0e b € {2,3,4} é divisor de zero. So assim, ao todo, 5+4 +4 x3 =21
divisores de zero.

(a,b) - (c,d) = (1,1) & (aXsc,bxegd) = (1,1) © aXsc = 1,b X¢ d = 1. Portanto, os el-
ementos invertiveis de A sdo precisamente os pares (a,b), a € Zs \ {0}, b € {1,5} C Zg, uma vez

que 1 e 5 sd3o os unicos elementos invertiveis de Zg. Em conclusdo, A tem oito elementos invertiveis:
(L, 1), (1,5), (2,1), (2,5), (3,1), (3,5), (4, 1), (4,5).

I = A pois (1,5) é invertivel. Como A é um anel comutativo com identidade, (x) = {ax | a € A}. Portanto,
J={(a,b)(1,3) | (a,b) € A} ={(a,3Db) | a € Zs,b € Z¢} = {(a,b) | a € Zs,b = 0,3}.
J é primo pois (a, b)(c,d) = (ac,bd) € J & bd € {0,3} © b,d € {0,3} © (a,b),(c,d) € J.
AJJ ={a+J|ae A}. A partida existem 5 x 6 = 30 classes laterais definidas por J em A. Como
y)+J=uy)+Je (x,y)-&,y)eJeoy-y {03}y =youy =y+3.
Assim, para cada y € Zg, € evidente que
0. +/=(Ly)+I=2y)+/=C.y)+J=(4y)+J

e, além disso,
0,0)+J=(0,3)+J, (0,1)+J=(0,4)+J, (0,2) +J =(0,5) +J.

Existem assim 3 classes distintas: 0 = (0,0)+J, 1= (0,1)+J, 2 = (0,2) +J. Escrevendo as tabelas do anel,

conclui-se imediatamente que A/J = (Z3, +3, X3).



Comentarios e solucoes alternativas:

1(a) Em Z4 ou Zg nao ha (porque ai nao ha nenhum « tal que a + 1 e a — 1 sdo divisores de zero) mas em Zg ja temos

32=1e3# 1e3#—1="7(porque, neste caso, quer @ + 1 = 4 quer a — 1 = 2 sdo divisores de zero).
De facto, a prova de (*) mostra que

Se a + 1 ndo é divisor de zero ou a — 1 ndo é divisor de zero, entao () é verdadeira.

1(b) A prova directa que 5Z € maximal é simples: se J é um ideal de Z tal que 5Z C J, entdo existe d € J que ndo é
multiplo de 5 pelo que mdc(5, d) = 1. Logo existem inteiros r, s tais que 1 = 5r + ds e, consequentemente, como
Sr,ds € J,entdo 1 € J,isto é, J = A.

Alternativa: Vimos nas aulas que em Z, um ideal ¢ maximal sse é primo e que nZ € primo sse n € primo.

2(c) Podia-se também observar que neste anel, qualquer elemento que ndo € invertivel, com excepc¢do do (0,0), é
automaticamente divisor de zero e responder a esta questdo depois da alinea seguinte onde sdo calculados os
invertiveis. Em conclusdo, o anel A, com 30 elementos, além do seu zero (o par (0, 0)) tem 8 elementos invertiveis

e 21 divisores de zero.

2(e) Uma maneira rdpida de concluir que, em Zg,
bd € {0,3} © b,d e {0,3}

¢ olhar para a tabela da multiplicacao:

o [0[1]2[3]4]5]
0fo0jO0|0|O|O]|O
1 012|345
2 (0(2(4|0|2|4
3110(3[0|3|0|3
4 0|4 |12|0(4]2
5010151413121
2(f) A/J ={0,1,2}. Fazendo as contas obtem-se
+[0]1]2] x| 0]T]2]
00112 . 010[0]0
1120 1012
21201 210(2]|1




