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Orientacao de uma base em R?

(Intuitivamente, é a orientacdo que distingue entre uma luva direita e uma luva esquerda no espago
usual.)

Seja E = (e1,e2,e3) a base canénica de R3 e seja F' = (f1, f2, f3) uma base ortonormada de R3.
Entao a matriz
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é ortogonal (isto é, F~! = FT) pelo que o seu determinante é 4-1. Portanto, o produto misto [f1, fa, f3]
é igual a
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No caso em que é igual a 1, diz-se que a base F' tem a mesma orientacao que F, isto é, tem orientacao
positiva; caso contrario, diz-se que F tem orientacdo negativa.

Resolucao do Exercicio 2 sobre o produto vetorial

2. Em R? considere uma base ortonormada (3, 7, k) com orientacio positiva. Dados dois vetores & e ¥
defina o produto vetorial £ A ¢/ usando o determinante simbdlico cuja primeira linha é 7 j k sendo a

segunda e terceira formadas, respectivamente, pelas coordenadas de ¥ e .
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O objectivo das alineas seguintes é mostrar que o produto vetorial Z A ¢/ ndo depende da base, nas
condigoes anteriores, que se fixa.
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(a) Prove que | ZAF ("= Z|" | 7" - (Z19)",

Solucao: Uma vez que
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e a base (;, 7, E) é ortonormada, temos
I ZAGIP = (ays — w3y2)” + (wsys — 21y3)” + (w192 — w201)°. (2)
Por outro lado, (Z | ¥) = x1y1 + z2y2 + z3y3 donde
1211 7 11° = (£]5)* = (27 + 23 + 23)(} + v3 + 13) — (2191 + 22y + w3y3)° 3)

Desenvolvendo os quadrados é fcil verificar que (2) e (3) sdo iguais.



(b)

Prove que se Z e ¢ sdo nao nulos entao || ZAY ||=|| Z ||| ¥ || sind, sendo § o angulo formado
por Z e .
Solugao: Pela alinea anterior e pela férmula em 1(g) obtemos
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0 que implica

FZAGI=IZ 7] sin6
uma vez que sinf > 0 (pois 6 € [0, 7]).
Prove que (ZAY|Z)=(ZA7|§)=0,peloque TAG L TeZAYF LY.
Solugao: Usando (1) temos

(ZAG|Z) = (z2y3 — 23y2)z1 + (2351 — 21y3) T2 + (T1y2 — 22y1)z3 = --- = 0.
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A prova de (ZA¥|y) =0 é andloga.

Mostre que, sendo Z A § # 0, entdo (&, 7, Z A§) é uma base ordenada que determina a mesma

orientacao que (7, J, E)

Solugao: Novamente usando (1), podemos calcular o determinante da matriz formada pelos

vetores &, § e £ A i (desenvolvendo o determinante pela terceira coluna):
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O determinante ser # 0 mostra que os vetores T, i e £ A i s@o linearmente independentes,
pelo que formam uma base de R3; como este determinante é positivo, esta base tem a mesma
orientagao que (i, 7, k).

Mostre que £ Ay =0 se e s6 se T e ¢ sao linearmente dependentes.

Solugao: Usando a férmula da alinea (b) temos
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& 2 ey sao linearmente dependentes.
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Considerando (i, j/, k') outra base ortonormada com a orientagao usual de R3, defina ¥ A ¢ de

!
forma andloga a £ A . Mostre que T Ay =2 A y.

Solugao: Fazendo de modo semelhante como em (a), podemos provar que
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pelo que
I ZAg 1=l 27 - (4)
Em particular, ZAy = 0 se e s6 se £ A ¢ = 0, restando estudar o caso ZAY # 0 e £ Ay # 0.

Neste caso, analogamente como em (c) e (d), podemos concluir que também

FAGLE e TAG LY (5)
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e que (Z,y,ZAY) é uma base ordenada, com a mesma orientagdo que (¢/,j', k'), ou seja, a
mesma orientacao que a base canénica. Portanto

(2,9, ZN\y) e (Z,9,ZA¢) tém a mesma orientacao. (6)

Em conclusao, (4), (5) e (6) mostram que FAY é um vetor com a mesma dire¢do, sentido e
comprimento que & A ¥, isto é,

NG = F AT



