Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra

Curvas e Superficies 2025/26 Folha de Exercicios 1

Curvas em R?

1. O espago euclidiano R"

1. Mostre que o produto escalar e a norma euclidiana em R™ satisfazem as seguintes propriedades,

para quaisquer &, v,Z € R" e a, 8 € R:

—
&

| @) > 0se & #£0.

| 9) = (7] 2).

af + By | Z) = a(Z | 2) + B(J | 2).
|Z]| > 0 se & # 0.

z
z

—~
=

[©)
N N NG N N

(
(
(

~—
A a

aZ| = |ef || 7]

7+ gl < 1Z] + [|7]]-

(@[ §) = [I1Z]] [|4]] cos £(Z, 7).
12 = 191 < 12 — I

—

—_

8

g
h

—~ o~

2. Em R? considere uma base ortonormada (7, j, k) com orientagao positiva. Dados dois vectores Z e i
defina o produto vectorial £ A ¢ usando o determinante simbdlico cuja primeira linha é i j k sendo

a segunda e terceira formadas, respectivamente, pelas coordenadas de & e y.

FAG
ik
T A 27: Tr1 T2 X3
Y1 Y2 Y3

O objectivo das alineas seguintes é mostrar que o produto vectorial Z A i ndo depende da base, nas
condigoes anteriores, que se fixa.

— -2 - 12 — 112 1 2\2
(a) Prove que [ ZAG ("= Z " 71" - (Z]¥)".
b) Prove que se & e 4 sdo ndo nulos entdo || ZA Y |[|=|| £ |||| ¥ || sinf, sendo O o dngulo formado
g
por ¥ e .

(c¢) Prove que (ZAY|Z)=(ZAF|Y)=0,peloque TAY LT eZANY LY.

(d) Mostre que, sendo Ay # 0, entdo (&, ¥, Z Ay ) é uma base ordenada que determina a mesma
orientacdo que (Z, 7 E)

(e) Mostre que ZA 5 =0 se e 86 se & e ¢ sdo linearmente dependentes.

(f) Considerando (¢, 7, K ) outra base ortonormada com a orientagdo usual de R?, defina ¥ X ¢

de forma andloga a Z A §. Mostre que ZAY§ =& X ¢.

3. Prove que o produto misto

REXR:xR® — R
(Z,7,2) — [T,7,2] = (TAY] 2),

satisfaz as seguintes propriedades:




Ty T2 T3

(@) [T, 4.2]=| v v2 u3
z1 zZ9 z3

(b) [#,9,2] = (Z | g A 2).

(c) [Z,7,2] =0 seesbsed, §e Zsao linearmente dependentes.
2. Que é uma curva?

1. Determine parametrizacdes v : I — R? das seguintes curvas de nivel:
(a) Pardbola P = {(z,y) € R? | y = 2?}.
(b)
(c) Hipérbole H = {(x,y) € R? | y*> — 22 = 1,y > 0}.
(d) Elipse E = {(z,y) € R? | £ 4 £ — 1},

Circunferéncia C' = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1}.

2. Serd que y(t) = (t2,t*) é uma parametrizacio da parabola y = x2?
3. Determine as equagdes cartesianas dos tragos v(R) das curvas planas definidas pelas seguintes
parametrizacoes:
(a) y(t) = (cos®t,sin’t).
(b) ’Y(t) = <€t,t2). 0.5

(¢) v(t) = (cos® t,sin® ) (astréide, na figura ao lado).

4. Calcule os vectores tangentes das curvas do Exercicio 2.3. Em que pontos é que o vector tangente

ao astréide se anula? Identifique-os na figura.
5. Determine as rectas tangentes as curvas dadas nos pontos indicados:

(a) v:R —R3 ~(t) = (1+ cost,sint, 2sin(t/2)), t = .
(b) v: R = R3 ~(t) = (e !, t3,5+1t), t = 0.

6. Considere a espiral logaritmica v : R — R? definida por v(¢) = (e’ cost, e’ sint).




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Mostre que o dngulo entre v(t) e o vector tangente em () nao depende de t.

Considere a curva vy : R — R? dada por v(t) = (2cost,3sint,t). Prove que o traco de v est4 contido
num cilindro eliptico. Determine a velocidade de v no ponto que esta no plano z = 0.

Calcule o comprimento de arco das seguintes curvas:

(a) Espiral logaritmica, a partir do ponto v(0) = (1,0).
(b) Catendria v(t) = (t,cosht), a partir do ponto (0,1).

(c) Cicléide (Exercicio 2.22) correspondente a uma revolugdo completa da circunferéncia.

Mostre que as seguintes curvas estao parametrizadas por comprimento de arco:

(a) y(t) = (%(1 + )32, 11— )32, %)

(b) v(t) = (% cost,1 —sint, —2 cost).

Mostre que as seguintes funcoes sao mudancgas de parametro:

2

(a) X :(0,+00) — (0,1) definida por A(t) = tz\tﬁ

(b) A:(—=1,1) = (—o0, +00) definida por A(t) = tan(3t).

Prove que qualquer curva pode ser reparametrizada de forma a que o dominio da reparametrizagao

seja um intervalo de extremos 0 e 1.

Seja  : R — R3? definida por a(t) = (¢,sint,e’). Prove que § : Rt — R3 dada por B(t) =
(Int,sin(Int),t) é uma reparametrizagio de a.

A Cisséide de Diocles é a curva cuja equagao em termos de coordenadas polares (r,6) é r = sinf tan 6
(—m/2 <0 <m/2).

L o . 3
Escreva uma parametrizagao da cisséide usando § como parametro e mostre que y(t) = (¢2, \/f,ﬁ)

(=1 <t < 1) é uma sua reparametrizagao.

Consideremos a,b € R e 7,5 : R — R? a curva definida por v, 4(t) = (at,bt?,t*). Determine os
valores de a e b para os quais v, é regular.

Considere as curvas a, 8 : R — R? dadas por a(t) = (¢,t2) e B(t) = (t3,t°), respectivamente. Prove
que « e 8 tém o mesmo traco mas « é regular e 8 nao o é.

Quais das seguintes curvas sao regulares?



(a) ~(t) = (cos®t,sin’t) para t € (—o0, o0).
(b) Curva da alinea anterior, mas com t € (0,7/2).
(¢) ¥(t) = (t,cosht) para t € (—o0, 00).
Determine reparametrizacoes por comprimento de arco das que sao regulares.
17. Seja v : R — R?® dada por v(t) = (e! cost, el sint, et).

(a) Reparametrize v por comprimento de arco.

(b) Calcule o comprimento de arco de y em [0, 7].
18. Seja v : I — R? uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco. Prove que:

(a) O trago de 7 estd contido numa recta sse todas as rectas tangentes a  sdo paralelas.

(b) O trago de 7y estd contido numa recta sse todas as rectas tangentes a  passam por um mesmo

ponto fixo.

19. Seja v : R — R? uma curva regular. Prove que v tem velocidade constante se e s6 se os vectores

v (t) e v"(t) sdo ortogonais, para qualquer t € R.

20. Seja v : R — R3 uma curva regular para a qual existe a € R? tal que, para cada t € R, v(t) — a
e 7/(t) sdo ortogonais. Mostre que v é uma curva esférica (isto é, o seu trago estd contido numa

esfera).

21. Seja P um ponto de uma circunferéncia C' (no plano XOY) de raio a > 0 e centro (0,a) e seja @
o ponto de interseccao da recta y = 2a com a recta que passa pela origem e por P. Seja ainda R o

ponto de interseccao da recta horizontal que passa por P com a recta vertical que passa por Q.

A medida que P se move ao longo de C'; R descreve uma curva chamada curva de Agnesi. Determine

uma parametrizacao desta curva e a respectiva equagao cartesiana.
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22. Considere uma circunferéncia a rolar, sem escorregar, numa superficie plana, ao longo de uma linha

recta. Chama-se cicléide a curva plana descrita por um ponto nessa circunferéncia.




Mostre que, se a linha recta for o eixo OX e a circunferéncia tiver raio a > 0, a cicldide pode ser
parametrizada por y(t) = a(t — sint, 1 — cost).

23. Generalize o exercicio anterior, determinando uma parametrizagao da curva descrita por um ponto
numa circunferéncia de raio b quando uma outra circunferéncia concéntrica de raio a rola, sem
escorregar, sobre uma linha recta.

Casoa <b

NN

Casoa >b

24. Determine uma parametrizacao da epicicléide (resp. hipocicléide),, isto é, da curva plana descrita
por um ponto numa circunferéncia de raio b que rola, sem escorregar, pela parte exterior (resp.
interior) de uma outra circunferéncia de raio a.

Epicicléide com 3 vértices



Hipocicléide com 6 vértices

25. Mostre que y(t) = (cos?t — 1/2,sint cost,sint) é uma parametrizacdo da curva de intersecgao do
cilindro circular, de raio 1/2 e eixo OZ, com a esfera de raio 1 e centro (—1/2,0,0) (chamada curva

de Viviani).



3. Curvatura e torgao; triedro de Frenet-Serret

1. Determine as curvaturas das seguintes curvas:

() v = (30 + 07250 - 02, 5)
(b) ¥(t) = (% cost,1—sint, —2 cost)

(¢) 7(t) = (t,cosht)

(d) y(t) = (cos®t,sin®t).

No caso do astréide em (d), mostre que a curvatura tende para oo & medida que nos aproximamos
dos pontos (£1,0), (0,41). Compare com a figura do Exercicio 2.3.

. Seja v : I — R? uma curva (regular) parametrizada por comprimento de arco, esférica (isto é, cuja

imagem estd contida numa esfera). Prove que a curvatura de v nunca se anula.

. Seja v : R — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco. Prove que

"

Fiy(8) = [71(8)72 (s) = 71 (s)7a(8)],
onde 1 e 2 denotam as fungbes componente de 7.

. Considere a hélice circular 7, , : R — R3, dada por 7, ,(t) = (r cost,rsint, at), r constante positiva e
a constante nao nula. Calcule a curvatura e a tor¢ao de qualquer reparametrizagao por comprimento

de arco de 7, q.

. Sejam « : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco cuja curvatura nunca se anula
e B = a o \ uma sua reparametrizacao. Prove que

Ta(N®) = [8'(t), 8" (1), 8" ()]/ ]| B'() A B" (1) |I”.

. Calcule a curvatura e a tor¢ao da curva v : R — R? definida por (t) = (e’ cost, e’ sint, et).
. Considere a curva v : R — R3 definida por v(t) = (3t — 3, 3t?, 3t + t3). Mostre que k = 7.

. Prove que as seguintes curvas estao parametrizadas por comprimento de arco e calcule o seu triedro
de Frenet-Serret:

(a) v:R—=R3 y(s) = (5 coss, 15 —sins, —12 cos s);
: _ (W)Y 192
(b) v (_L 1) — R37 7(8) - (f7 T3 ﬁ)

. Calcule o triedro de Frenet-Serret das curvas:

(a) y(t) = (¢,t2,t3), t € R.
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(b) ~(t) = (t — cost,sint,t), t € R.

Determine 7,7, N, B para as curvas dos Exercicios 3.1 (a) e (b). Verifique que as férmulas de

Frenet-Serret sao satisfeitas.

Seja v uma curva parametrizada por comprimento de arco e com curvatura constante. Prove que a

curva a definida por a(s) = [ By(u) du é uma curva de torgao constante.

Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que &, 7 > 0. Seja ainda « :
I — R3 uma curva tal que o'(s) = B.,(s). Determine o triedro de Frenet-

-Serret, a curvatura e a torcao de a.

Seja v : R — R? a curva definida por v(t) = (te=!, (t + 1)e~!). Verifique se alguma das rectas
tangentes de v passa pelo ponto (0, 0).

Seja v : R — R3 definida por y(t) = (1+t, —t2,1+t3). Determine a recta tangente e o plano normal
a -y em cada ponto (t).

(a) Seja : I — R?® uma curva parametrizada por comprimento de arco, cuja curvatura é positiva.
Prove que se todo o plano normal de - passa por um ponto fixo entdo y é esférica.

(b) Considere a curva v : R — R3 dada por y(t) = (— cos2t, —2cost,sin2t). Prove que v é uma
curva esférica, mostrando que todos os planos normais de « passam pelo ponto (—1,0,0).

Considere a hélice circular v, , do Exercicio 3.4. Determine:

(a) A recta binormal em cada ponto 7, 4 (t);
(b) O plano rectificante em ;.4 (%).
Sejam «, 8 : I — R3 duas curvas nio necessariamente parametrizadas por comprimento de arco e
com curvaturas positivas. Diz-se que a e 8 sao Curvas de Bertrand se, para cada t € I, as rectas
normal principal de o em «(¢) e normal principal de § em 3(t) coincidem. Prove que:
(a) ||a(t) — B(t)|| ndo depende de t;
(b) O angulo formado pelos vectores T, (t) e Ts(t) ndo depende de ¢.
Considere a curva v,.p. : R — R3, definida por v, p..(t) = (3at, 3bt?, ct®), onde a, b e ¢ sdo constantes
nao nulas. Prove que:
(a) A equagao do plano osculador no ponto v, (1) é £ — % + 2 =1;
(b) A recta tangente a 74 p . N0 ponto Y4p.(t) intersecta o plano da alinea anterior no ponto
(a(2t + 1), bt(t + 2), ct?).
Seja v : R — R3 dada por v(t) = (cost,sint,t).
(a) Prove que o angulo definido pelo vector binormal de v em 7(t) e pelo vector (0,0,a), a # 0, é
constante.
(b) Prove que a recta normal principal de v em ~v(t) é paralela ao plano de equagdo z = 0 e

intersecta o eixo OZ.

Sejam 7, a, b, c constantes reais, com r # 0, e considere a curva v : R — R? definida por v(t) =

(rcost,rsint,asint + bcost + ¢).

(a) Prove que 7 é uma curva plana.

(b) Serd possivel que v(R) seja circular?



4. Curvas planas

1.

2.

7.

8.

Prove que a curva v : R — R3 definida por (t) = (1?2 S+, %7) é plana.

Mostre que o trago da curva do Exercicio 3.1(b) é uma circunferéncia, e determine o seu centro e o

seu raio. Em que plano se encontra essa circunferéncia?

Seja v = (v1,v2) € R2. Mostre que o vector w que se obtem de v por uma rotagio, no sentido

positivo, de um angulo recto, tem coordenadas (—vg, v1).

Seja v : R — R? uma curva plana e denote por y; e 7 as respectivas funcoes componente. Prove
que:
_ 71 () 75(t) )
(a) T() (\/(vi(t))2+(vé(t))2’ NCAEEEAD)EIA
(_ 75 (t) 71 (1) )
VOO +050)27 /(1 0)2+(5(0))2 )7

O (D (0
(c) #s(t) = ety

(b) Ns(t) =

. Seja v : I — R? uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco e com curvatura positiva.

Seja o : I — R? uma curva nio necessariamente parametrizada por comprimento de arco tal que,
para cada t € I, a recta tangente a o em «(t) é a recta normal a v em (¢). Prove que, para cada
tel,

(a) rs(s) = 2;

(b) his(s) =712

(c) ks(s) = Sia (a constante);
(d) rs(s) = ;5 (a constante).

(a) Considere a espiral logaritmica v, : R — R2, definida por 7,(t) = (e cost, e* sint), sendo a
uma constante nao nula. Mostre que existe uma tnica reparametrizagao por comprimento de

arco
Ja:d — R2

s = Fa(s)
tal que
e JC(0,4+00) e
e s — 0 quando t — —oo (caso a > 0) ou t — +oo (caso a < 0).

Determine a correspondente mudancga de parametro, que ao parametro ¢ € R faz corresponder

o parametro s € J, e mostre que a curvatura com sinal de ~, é igual a 1/as.
(b) Descreva toda a curva cuja curvatura com sinal, como func¢éo do pardmetro s por comprimento

de arco, é igual a 1/as para alguma constante ndo nula a.

Uma dada curva plana -y parametrizada por comprimento de arco tem a seguinte propriedade: o
seu vector tangente T'(s) faz um dngulo constante 6 com 7(s), para todo o s. Mostre que:

(a) se 8 =0 entdo o trago de v é parte de uma linha recta;

(b) se 8 = 7/2 entdo o trago de 7 é uma circunferéncia,

(c) se 0 < 0 < 7/2 entdo o trago de v é uma espiral logaritmica (exercicio anterior).



9. Mostre que, aplicando uma reflexao (relativamente a uma recta) a uma curva plana, se altera o sinal

da sua curvatura com sinal.

10. Seja v : I — R? uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco, e seja ¢ uma constante.
A curva paralela v¢ é definida por v¢(t) = y(t) + cNs(t). Prove que, se |cks(t)| < 1 para qualquer

t € I, entdo ¢ é uma curva regular e a sua curvatura com sinal é igual a kg/(1 — ckg).

11. Seja v uma curva plana, parametrizada por comprimento de arco, cuja curvatura nunca se anula.

Define-se o centro de curvatura €(s) de v no ponto y(s) por

1

rs(s)

€(s) =7(s) + Ns(s).

Prove que a circunferéncia de centro €(s) e raio |1/ks(s)| é tangente a v em 7(s) e tem a mesma
curvatura que 7y nesse ponto. Esta circunferéncia chama-se circunferéncia osculadora de v no ponto

v(s). (Esboce a figura.)

12. Com a notagao do exercicio anterior, podemos olhar €(s) como a parametrizagdo de uma nova curva,
chamada evoluta de 7 (se v néo for parametrizada por comprimento de arco, a sua evoluta é definida

como a evoluta de uma sua reparametriza¢do por comprimento de arco).

(a) Suponhamos que k.(s) > 0 para cada s. Mostre que o comprimento de arco de € é igual a

Ug — %(s), onde ug é uma constante, e determine a curvatura com sinal de e.
s

(b) Mostre que a evoluta da parabola 2y = 22 é a Curva de Neil, de equacao 2722 = 8(y — 1) (ou,
parametricamente, dada por y(t) = (—t23, #), teR).

02 04

(¢) Mostre que a evoluta do cicléide 7, (t) = a(t — sint, 1 — cost), 0 < ¢t < 27, onde a > 0 é uma
constante, é a curva definida por €(t) = a(t + sint, —1 + cost) (cf. Exercicio 2.22) e que, apés

uma mudanca de parametro adequada, € pode ser obtida de v por uma translagao no plano.

5. Teorema fundamental das curvas

1. Seja~y : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco e seja M = T oR um movimento
rigido de R3. Prove que T5(s) = R(T(s)) para qualquer s € I, sendo 7 a curva Mo~y : ] — R3.

2. (a) Sejay: I — R3 uma curva esférica (contida numa esfera de raio 7 e centro c) parametrizada

por comprimento de arco. Prove que:

(i) A curvatura s de v nunca se anula;

10



(ii) Se a torgao 7 de v nunca se anula entdo, para cada s € I,

onde p(s) =1/k(s) e o(s) = 1/7(s).

(b) Seja v : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco, com k(s) > 0 e 7(s) # 0
para cada s € I. Definindo p(s) = 1/k(s) e o(s) = 1/7(s), mostre que, se a funcio p? + (p'c)?

é constante e p’ Z 0, entdo v é esférica. Qual é o raio dessa esfera?

(c) Conclua que, sendo 7 uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que k > 0 e

7 # 0, entdo «y é esférica se e s6 se 7/k = (k' /7K?)" (ou Tp = —(p'/7)").

6. Hélices generalizadas

1.

2.

Mostre que qualquer hélice circular é uma hélice generalizada.

Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco cuja curvatura nunca se anula.

Prove que as quatro condigoes seguintes sao equivalentes:

(i) v é uma hélice generalizada;

(iii) os vectores binormais fazem um angulo constante com uma determinada direccao fixa;

(ii) os vectores normais principais sdo paralelos a um determinado plano fixo;
) — é constante.

(iv

R

. Para quais a € R a curva 7, : R = R3, definida por 7, (t) = (3t,t%, at®), é uma hélice generalizada?

Considere a,b € R. Mostre que a curva v, : R — R? definida por 7, 4(¢) = (at, bt?,t3) é uma hélice

generalizada se e s6 se 4b* = 9a® ou a = 0 ou b = 0. Qual é o seu eixo nesse caso?
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