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1. Seja S = f−1(a) uma superf́ıcie, onde f : U ⊆ R3 → R é uma aplicação suave e a ∈ f(U) é um

valor regular de f , e seja p um ponto de S.

(a) Prove que o gradiente ∇f (p) de f em p é ortogonal ao plano tangente a S em p.

(b) Seja S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2y2 + x2z2 + y2z2 = 1}. Determine o plano tangente a S no

ponto p = (1, 1, 0).

2. Quando é que um difeomorfismo f : S1 → S2 entre superf́ıcies se diz uma isometria?

3. Considere a superf́ıcie ciĺındrica C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1, x ̸= −1}, parametrizada por

σ : (−π, π)× R −→ R3

(u, v) 7−→ (cosu, sinu, v),

e a superf́ıcie plana P = {(x, y, z) ∈ R3 | x = 1, y ∈ (−π, π)}.

Seja f : C → P o difeomorfismo definido por σ(u, v) 7→ (1, u, v).

(a) Mostre que f é uma isometria.

(b) Determine a distância, em C, entre os pontos A =
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4. Como se classificam os pontos de uma superf́ıcie relativamente às curvaturas gaussiana e

média?

5. Considere uma superf́ıcie de revolução S parametrizada por

σ : (0, 2π)× I −→ S

(u, v) 7−→ (f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)),

onde a curva geratriz γ : I → R3 definida por v 7→ (f(v), 0, g(v)) está parametrizada por

comprimento de arco (ou seja, f ′(v)2 + g′(v)2 = 1 para qualquer v ∈ I).

(a) Calcule a primeira forma fundamental de σ.

(b) Determine um campo de vectores normais unitários de S.

(c) Determine a segunda forma fundamental de σ.

(d) Tome para geratriz de S a curva γ : (0, 2π) → R3 dada por f(v) = 2+cos v e g(v) = sin v.

(i) Determine neste caso as curvaturas gaussiana e média de qualquer p ∈ S.

(ii) Classifique os pontos de S, indicando os valores de u e v nos quais o ponto p = σ(u, v)

é eĺıptico, hiperbólico, parabólico ou planar.


