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SOLUCOES

1. (a) Para cada mapa o: V — W C S, a composi¢ao f o o é constante, pois f(o(z)) = a para
qualquer x € V. Logo
[ 00 } =J¢(p) - Jo(q)

para cada p = o(q) € W. Consequentemente, como Jy(p) = V¢(p), entao

(Vi(p) 1 92(0)) =0 e (Vi(p) | §2(g)) = 0.
Portanto, como o plano tangente a S em p tem a direcao dos vetores %(q) e g—;’;(q), serd
ortogonal a V(p).

(b) O gradiente de f num ponto genérico (z,y,z) de S é igual a
(2332/2 + 2222, 2yx? + 2y2%, 2222 + 2zy2)

pelo que em p = (1,1,0) é o vetor (2,2,0). Como, pela alinea anterior, o plano tangente a
S em p=(1,1,0) é o plano que passa por p e é ortogonal ao gradiente de f em p, entao

my = {(zy

= A

= {

= {(z,v,

(x,y,2) € R* | ((2,9,2) — (1,1,0) | V(p)) = 0}
(,9,2) eR* | (= 1,y —1,2) | (2,2,0)) = 0}
(z,y,2) €ER® | 2(x — 1)+ 2(y — 1) = 0}

( 2)6R3|x—|—y:2}.

2. Um difeomorfismo f: S; — Sy diz-se uma isometria quando, para cada curva 7: [a,b] — S; em

Sy, a curva f o~y: [a,b] — Sz tem comprimento igual ao de 7.
Como provamos nas aulas, um difeomorfismo f: .S; — So é uma isometria se e sé se, para cada

mapa o1 de um atlas de S7, as primeiras formas fundamentais de o1 e f o o1 sdo idénticas.

3. (a) O mapa o constitui um atlas de C e a sua primeira forma fundamental é a matriz identidade.

De facto:

%(u’ ’U) — (— sin u, cosu, 0)7

g—g(u, v) = (0,0,1),

donde

E(u,v) = ((—sinu, cosu,0) | (—sinwu,cosu,0)) =1,
F(u,v) = ((0,0,1) | (—sinu,cosu,0)) =0,
G(u,v) = ((0,0,1) | (0,0,1)) = 1.

Por outro lado, (f o o)(u,v) = (1,v,u) tem também como primeira forma fundamental a

matriz identidade.

Portanto, pelo teorema estudado nas aulas (acima enunciado), f é uma isometria.



(b)

Sejam

A= f(A) = F(Q, 32, B) = f(o(~T,¥3T)) = (1, -F, ¥3T)

3 1 3 3 3
B'= f(B) = (5, ~5, %) = fo(=§,45%) = (1, =5, %3).
Como f é uma isometria, o comprimento do caminho mais curto em C entre os pontos A e

B é igual & distancia de A’ a B’ na superficie plana P, isto é, a

1B — A" = (1, -5, ¥3m) — (1,- 2, 3m)|| = || (0, &5, Y35)|| =

4. Um ponto p € S diz-se

e cliptico, se K(p) > 0.

e hiperbdlico, se K(p) < 0.
e parabdlico, se K(p) =0e H(p) # 0.
e planar, se K(p) =0e H(p) = 0.

5. (a)

()

Como 3Z(u,v) = (—f(v)sinu, f(v)cosu,0) e g—g(u,v) = (f'(v) cosu, f'(v) sinu, g’(v)) entao

E(u,v) = f(v)*sin®u+ f(v)?cos®u = f(v)?,
F(u,v) = —f(v)f'(v)sinucosu+ f(v)f'(v)sinucosu = 0,
G(u,v) = f'(v)%cos’u+ f'(v)*sin®u+ ¢'(v)? = f'(v)* + ¢ (v)* = 1.

Portanto a primeira forma fundamental de o é dada pela matriz

fw)? 0
0o 1|

22 (u,v) A 2 (u,v) = (f(v)g(v) cosu, F(v)g(v) sinu, — F(v) f/(v) sin® u — F(v) f(v) cos? u)
— (f(v)g(v) cosu, f(v)g/(v) sinu, — f(v) f (1))

Como

entao

155 (u,0) A G (w,0)[| =V (f(0)g'(0)2 + (f(v)g'(v))2 = V/f(v) )?+9'(v)?) = f(v)

(na construgao de superficies de revolugao que fizemos nas aulas, assumimos sempre que a

geratriz v estd no semiplano positivo X > 0 do plano XOZ, pelo que f(v) > 0 sempre).

Portanto
N(uv) = %(u, v)A%(uav) _ (f()g'(v) cosu, f(v)g'(v) sinu, —f(v) f'(v))
155 (u, ) A G5 (w, ) f()
= (9'(v)cosu, g (v)sinu, —f'(v)).
E a matriz



onde
0o
ewv) = —(55Nwv))

= —((=f(v)cosu, —f(v)sinu,0) | (¢'(v) cosu, g'(v) Sinw—f’(v))) = f(v)g'(v),

(

(

fuw) = —(

= ~((=f/(w)sinu, f'(v) cosu,0) | (g'(v) cos u, g'(v) sinu, —f'(v)) ) =0,
( g
(
f

g(u,v) - =

2= (24cosv)?, F(u,v) =0, G(u,v)=1,

E(u,v) = f(v)
e(u,v) = f(v)g'(v) = (2 + cosv) cosv, f(u,v) =0,
g(u,v) = —f"(v)g' (v) + f'(v)g" (v) = cos® v + sin®v = 1.
Portanto e % )
_eg— ~ (2+cosv)cosv  cosw
Kp) = EG—F?  (2+4cosv)?2  2+cosv
e

Hip) = Eg—2fF+Ge (2+cosv)®+ (24 cosv)cosv (24 cosv) +cosv 1+ cosv
pr= 2(EG — F?2) 2(2 4 cosv)? ~ 2(2+4cosv)  2+4cosv

(d) (ii) Em conclusao, usando a resposta & questao 4, obtemos:

cosv>0 w€(0,Z)U(3E,2m),u € (0,27)

eliptico K
hiperbédlico K cosv <0 wve(3, 377'), u € (0,27)

(p) >0

(p) <0
parabdlico K(p)=0,H(p)#0 cosv=0 wvé€ {%, 37”},u € (0,2m)
(p) =0

planar K = H(p) impossivel

Representando graficamente:

Z
Y
Y
__ 3=
v = > X
¥(v) = (2 + cos v, sinv) ~(v) = (2 + cos v, 0,sinv)

(Os pontos elipticos estdo marcados a verde, os pontos hiperbdlicos, a azul, e os pontos

parabdlicos, a vermelho. Existem duas circunferéncias ao longo dos quais os pontos sao

parabélicos; na figura acima sé se vé uma dessas circunferéncias: v = %)



