Estruturas Discretas

2.2. Técnicas avangadas

Permutagoes e combinagoes com repeticao

Podemos complicar um pouco o cédlculo de permutagbes ou combinagoes se admitirmos
repeticao de elementos. Como o cédlculo destas estruturas aparece em muitos problemas praticos
serd importante encontrarmos férmulas que nos déem a solugao em cada um dos casos.

Seja entdo S um conjunto com n elementos. Consideremos as sequéncias (a1, as,...,a;,)
com elementos em S, eventualmente nao todos distintos. Designemos estas sequéncias por
permutacdes com repeticao de elementos de S, r a r. Se admitirmos que cada elemento de S se
pode repetir, como componente das permutagoes com repeticao, tantas vezes quantas quisermos,
temos:

Teorema 1. O nimero destas permutacdes, que denotaremos por P(n,r), € igual a n”.

Prova. Ao construirmos cada permutagdo com repeticdo (ai,as,...,a,) temos n hipdteses de
escolha do primeiro elemento a; e o mesmo numero de hipdteses de escolha dos restantes ele-

mentos. Portanto, no total conseguimos construir

nxXnx---xn=n"
—_——

r VEZes

permutagoes diferentes. O

Exemplos. (1) Se quisermos ter a certeza de obter 13 resultados certos no totobola teremos de
preencher P(3,13) = 3! colunas.

(2) Observdmos anteriormente que o nimero de subconjuntos de um conjunto S = {a1,as,...,an}
¢é igual a 2. Podemos concluir isso de outro modo: se a cada subconjunto S’ de S fizermos

corresponder uma sequéncia (af,aj,...,a),) de comprimento n, definida por

lsea; €8

Osea; €S

concluimos que o niimero de subconjuntos de S é dado por P(2,n) = 2".

Teste. Qual é a probabilidade p(n) de, entre n pessoas, existirem pelo menos duas que fagam

anos no mesmo dia ?

Solugao. Admitiremos s6 como datas possiveis de nascimento os 365 dias de um ano nao
bissexto. Calculemos a probabilidade do acontecimento contrario, isto é, a probabilidade de
todas as pessoas fazerem anos em dias diferentes. O ntimero de casos possiveis é igual a P(365,n),
uma vez que cada caso é uma sequéncia de n elementos, que se podem repetir, escolhidos entre
os 365 dias. O ndmero de casos favordveis é igual a P(365,n) pois cada caso favordvel é uma
sequéncia de n elementos, sem repetigdo, escolhidos entre os 365 dias. A probabilidade p(n) é
entao dada por

B P(365,n) _1_ 365 x 364 x 363 X -+ x (365 —n+1)

P(365,n) 365™
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Alguns valores particulares de p: p(5) = .2713557370, p(10) = .1169481777, p(15) = .2529013198,

p(20) = 4114383836, p(25) = .5686997040 e p(30) = .7063162427.

Qual é o menor valor de n para o qual p(n) > 0.57 e para o qual p(n) > 0.997 O seguinte

procedimento em Maple calcula esses limites inferiores:

> with(combinat) ;

> Aniversarios := proc(percentagem::float)

> local num_pessoas, prob;

> # Inicializa

> prob := 0; num_pessoas := 0;

> # Efectua ciclo ate ao numero suficiente de pessoas
> while prob < percentagem do

> num_pessoas := num_pessoas +1;

> prob := 1-(numbperm(365,num_pessoas) / 365 num_pessoas);
> od;

> RETURN (num_pessoas) ;

> end;

>

> Aniversarios(.5); Aniversarios(.99);

23, 57

Este é o chamado problema dos aniversdrios, muito conhecido pois a resposta parece, a

primeira vista, um pouco surpreendente: nao é preciso um n muito grande para a probabilidade

ser maior que 0.99, basta n > 57.

Problema dos anbersinos
Aniversarios(.11)=10 ¢
Aniversarios(.22)=14
Aniversarios(.33)=18 50
Aniversarios(.44)=21
Aniversarios(.55)=25
Aniversarios(.66)=29
Aniversarios(.77)=33 1 :
Aniversarios(.88)=40
Aniversarios(.99)=57 ©
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Designemos por multi-conjunto uma estrutura similar & de um conjunto mas com a diferenca
de os seus elementos ndo terem for¢osamente que ser distintos. Por exemplo, M = {a, a,b, b, b, c}
é um multi-conjunto com 6 elementos: 2 a’s, 3 b’s, 1 ¢. Costuma indicar-se um multi-conjunto
especificando o nimero de ocorréncias de cada elemento. Portanto o multi-conjunto M também
se denota por {2-a,3-b,c}. Chamaremos combinagdo com repeticio dos elementos de S, r ar,

aos multi-conjuntos de r elementos de S.

Teorema 2. O numero de combinacdes com repeticdo de elementos de S, r a r, que designare-
(n—14r)!

mos por C(n,r), éigual a C(n—1+r1) = Ty

Prova. Podemos demonstrar este resultado utilizando somente argumentos combinatérios. De
facto, cada combinacdo com repeticdo de n elementos r a r pode ser representada por uma
sequéncia de n—1 barras e r asteriscos, do seguinte modo: as barras sao utilizadas para demarcar
em n células os n diferentes elementos de S, com a i-ésima célula contendo um asterisco sempre

que o i-ésimo elemento de S ocorre na combinagdo. Por exemplo, para S = {a1,as,as,as}:

Multi-conjunto Representacao
{ai,a1,az,a4,0a4,a4} ok [ | [ o
{ag, a2, a3,a3,a3,a3} | k] oo x|

Assim o nimero de combinagoes com repeticao de n elementos r a r coincide com o nimero
de sequéncias contendo n — 1 barras e r asteriscos. O numero de tais sequéncias é igual a
C(n — 14 r,r), uma vez que cada sequéncia corresponde a uma escolha de r posigoes (das
n — 1+ posicoes disponiveis) para colocar os r asteriscos (ap6s a escolha das posi¢oes onde vao

ficar os asteriscos, as barras ficam forgosamente nas posigdes restantes). m|

Demonstramos este teorema utilizando somente argumentos combinatérios. Alids, a solugao
de problemas combinatorios requere geralmente o uso de métodos ad hoc; deve-se estudar a
situacao, desenvolver algum raciocinio e usar a propria intuicdo para encontrar a solugao do
problema. Isto nao quer dizer que nao existam principios ou métodos que possam ser aplicados.
Com efeito, ja estuddmos alguns. Mas todos eles requerem inteligéncia para se saber quando e

como aplicd-los e, sobretudo, experiéncia (que naturalmente s6 se adquire resolvendo problemas).

Em resumo:

Tipo ‘ Repeticao permitida? ‘ Férmula ‘
T
Permutagoes P(n,r) | Nao T
(n—m)!
I
Combinacoes C(n,r) | Nao ﬁ
Permutagoes P(n,r) | Sim n"
— -1 !
Combinacoes C'(n,r) | Sim (:'(n——'_lg')

99



Estruturas Discretas 2.2. Técnicas de contagem avancadas

Exemplos. (1) O ndmero de sequéncias crescentes (em sentido lato) com r componentes,
escolhidas no conjunto {1,2,...,n}, é igual a C(n+r — 1,r).

(2) O ntmero de solugdes da equagdo x1 + xo + x5 = 11, (21, 22,23 € Np), é igual a
C(3,11) = C(3+11—1,11) = C(13,11) = 78.

Mais geralmente, C(n,r) é igual ao nimero de solugdes inteiras (ndo negativas) da equagio
x1 + x2 + --- + x, = r. De facto, qualquer combinagao com repeticao de elementos de S =
{a1,as,...,a,}, v a r, contém, para cada i, p; elementos iguais a a;, € > ., p; = 7; por
outro lado, é evidente que a cada conjunto {pi,p2,...,pn} de inteiros positivos ou nulos, com
p1+ p2 + -+ pn = r, podemos fazer corresponder a combinacdo com repeticdo de elementos
de S, rar,

{a1,a1,...,a1,a2,a2,...,G9, ... ,0p,Gpy ..., dp}-

p1 vezes pa2 vezes Dn VEZES
Assim, as equagoes r1 + 22+ -+ +xg=8e 1 + X2+ -+ + xg = 5 tém 0 mesmo nimero de

solugoes inteiras nao negativas pois

_ |
T(6,8) = C(13,8) = % — 1287

C(9,5) = C(13,5) = C(13,8) = 1287.

(3) Qual é o valor de k depois do seguinte algoritmo ter sido executado?

k:=0
for i7:=1 ton
for is:=1 to 4

for i3:=1 to i9

for 4. :=1 to %,

ki=k+1

Observemos que o valor inicial de k£ é 0 e que uma unidade é adicionada a k de cada vez que

o ciclo é atravessado com um conjunto de inteiros i1, 9,..., 4, tais que
1<ip <dpg1 <+ <ig <ip <n.

O ntumero de tais conjuntos de inteiros é igual ao nimero de maneiras de escolher r inteiros
de {1,2,...,n}, ordenados por ordem crescente, com repeti¢io permitida, ou seja, é igual a

C(n,r)=C(n+r—1,r).
Confirmemos isso no Maple, no caso r = 5:

> alg:=proc(n::integer)
> local k,i1,i2,i3,i4,i5;
> k := 0;
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> for i1 from 1 to n do
> for i2 from 1 to il do
> for i3 from 1 to i2 do
> for i4 from 1 to i3 do
> for i5 from 1 to i4 do
> k = k+1;
> od;
> od;
> od;
> od;
> od;
> RETURN (k) ;
> end;
>
> alg(10); alg(s);
2002
126

Portanto, alg(n) representa o valor de k depois de algoritmo ter sido executado, e deverd
coincidir com C(n,5) = C(n+5—1,5) = C(n +4,5).

> binomial (10+4,5); binomial(5+4,5);

2002
126

Podemos impor algumas restrigoes a repeticao dos elementos nas combinagoes e permutacgoes:

Corolario 1. Seja S um conjunto com n elementos. O nimero de combinag¢des com repeticdo
de elementos de S, r a r (r > n), contendo todos os elementos de S (cada um pelo menos uma

vez) € igual a C(r —1,n —1).

Prova. Cada multi-conjunto conterd n elementos distintos de S, podendo os r — n restantes

serem elementos quaisquer de S. Consequentemente, o nimero a contar é igual a

Cn,r—n)=Cn+r—n—-1,r—n)=C(r—-1,r—n)=C(r—-1,r—1—r+n)=C(r—1,n—1).

O
Mais geralmente, tem-se:

Coroldrio 2. Seja S = {ay,as,...,a,}. O nimero de combinagées com repeticio de elementos
de S, r ar, contendo cada elemento a; pelo menos r; vezes (r > 11+ 19+ -+ + 1), € igual a

Cn+r—rm—-—rm—Lr—ri—-—r,).
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Prova. Em cada multi-conjunto haverd r; elementos iguais a a; (i = 1,2,...,n) podendo os
restantes r —r; — - - - — r,, serem elementos quaisquer de S. Portanto, o nimero de combinagoes

requerido é igual a

Cnyr—ri—-—mp)=Cn+r—rm——rp—Lr—ri— - —ry).

E o nidmero das respectivas permutacoes? Aqui aparecem os nimeros

n!
| | 1’
ni-Na2t ... Nk

onde nj,ng,...,n, € No sdo tais que ny + ng + -+ - + np = n. Estes nimeros designam-se por

nimeros (ou coeficientes) multinomiais, e denotam-se habitualmente por

n
C(n;ni,ne,...,nE) ou ( )
-y g

n1,M2, ..

Estes nimeros generalizam os coeficientes binomiais:

< n > n! n! (n) (n)
ni,No nilng!  nyl(n —mng)! ny no

Teorema 3. Seja S = {ay,as,...,a,}. O nimero de permutagdes com repeticio de elementos

de S, r ar, contendo cada elemento a; pelo menos r; vezes (r > 11+ 19+ -+ +1y), € igual a
( ) )
Z 51,852,180/
s1+824 s, =1;5;>1; 1,92, ’on

(O somatério é tomado sobre todos os s; > r; tais que s; + $o+ -+ + 8, = 7.)

Prova. Basta observar que o ntmero dessas permutagoes é, pelo Principio da Multiplicagao,

igual a

Z C(r,s1)xC(r—s1,82)xC(r—s1—8g,83) X xC(r — 81 — 83 — -+ — Sp_1, Sn)-

S1Fs2te 8y =758 27

Sn
Mas este nimero é igual a

7! (r—s1)! (r—s1— s2)! (r—si1—sy—++—8p_1)!
X X X oo X =
sil(r—s1)! " sal(r—s1—s2)! 83l (r—s1— 89— s3)! Spl(r—s1— 89—+ —sp)!

r! ( r
s1lsa!. .. s,! $1,82,...,8n

E claro que podemos também impor condigoes ao nimero maximo de vezes que cada ele-

=0

O

mento pode ser repetido nas combinacbes e permutacdes. Aqui as férmulas sdo um pouco mais

complicadas e nao as apresentaremos.
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Observagao. Tal como os nimeros binomiais aparecem no desenvolvimento do binémio, os

< ’ >
ny,nNo,...,Ng

sao precisamente os coeficientes que aparecem no desenvolvimento de (21 + 23+ - - - + 2%)". Por

numeros multinomiais

exemplo:

> combinat [multinomial] (4,0,0,4); combinat[multinomial] (4,0,1,3);
> combinat[multinomial] (4,0,2,2); combinat[multinomiall (4,1,1,2);

1, 4, 6, 12

> for n from 1 to 4 do
> sort (expand((x + y + z)°n));
> od;

r+y+z

2% 4+ 2xy + 202 4+ y? + 2yz + 22

23 + 322y + 3222 + 3xy? + 6xyz + 312 + Y3 + 3y?z + 3y2? + 23

x* + 4xy + 4232 + 622y% + 1222%y2 + 62222 + 4oy + 120y 2 + 122y22 + 4223 + y* + 432+
63222 + 4yz> + 24

Principio da Inclusao-Exclusao

O Principio da Inclusao-Exclusao que vamos agora apresentar é também conhecido por férmula
do crivo ou férmula de da Silva-Sylvester®® e generaliza o Principio da Adicdo.

Se A e B forem dois subconjuntos de X qual serd o niimero de elementos da unido AU B? Se
somarmos simplesmente o nimero de elementos de A com o niimero de elementos de B estaremos
a contar, uma vez cada um, os elementos de A — B e os de B — A, mas estaremos a contar por
duas vezes os elementos da interseccdo A N B (é o que o nimero 2 indica na regido AN B na

figura):

Al +[BJ: X

26 Principio da Inclusdo-Exclusdo foi publicado pela primeira vez em 1854, num artigo de Daniel da Silva, e
mais tarde, em 1883, por Sylvester. Por isso, a férmula do crivo e suas similares sdo, por vezes, apelidadas de
férmulas de da Silva ou de Sylvester. Realgamos o facto de Daniel da Silva, na opinido de Gomes Teixeira o mais
notdvel mateméatico portugués do séc. XIX, ter sido estudante da Universidade de Coimbra; transcrevemos de [J.
Silva Oliveira, Daniel Augusto da Silva, Boletim da SPM 2 (1979) 3-15]: “Daniel da Silva (1814-1878) foi, além de
matematico eminente do seu tempo, oficial da Armada e professor da Escola Naval. Como estudante frequentou
primeiro a Academia Real de Marinha e prosseguiu depois os seus estudos na Universidade de Coimbra onde,

com altas classificagoes, se licenciou em Matemadtica e acabou por se doutorar”.
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Teremos entao que descontar esses elementos:

|A| +|B| - |AN B|:

Em conclusédo, |[AUB| = |A|+|B|—|ANB| e, consequentemente, o complementar X —(AUB)
tem cardinal igual a |X| — (|A| + |B|) + |4 N Bj.
E se forem 3 subconjuntos A, B e C' em vez de 27 Neste caso poderemos comegar por somar

os elementos em A, B e C.

|A| +|B| + |C]: X

Deste modo estaremos a contar, uma vez cada um, os elementos de A — (B U C), os de
B - (AUC) e os de C — (AU B), mas estaremos a contar por duas vezes os elementos de
(ANB)—C, (ANC)—Be (BNC)— A, e, pior ainda, estaremos a contar por trés vezes os
elementos da interseccao AN B N C. Podemos comegar por descontar os primeiros adicionando
|[ANB|, |[AnC|e|BnNC|.

A+ |B|+|C|— (JANnB|+|ANnC|+ |BnC|):

Mas agora acabamos por descontar os elementos da interseccao AN BN C mais do que deviamos
(o zero na figura acima indica que os elementos dessa regido ainda ndo foram considerados para
a contagem dos elementos de AU B U (), tendo que os contar novamente, para que a contagem

fique certa.
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|[A|+|B|+|C] = (|JANnB|+|AnC|+|BNnC|)+|[AnBNC:
X

Agora, finalmente, todos os elementos de todas as regides de A U B U C foram contados

precisamente uma vez.

Estamos em condigoes de analisar o caso geral de n subconjuntos. No que se segue, assumire-
mos que X é um conjunto finito e Py, Ps,..., P, sao n propriedades que cada elemento de X
poderd ou ndo possuir. Denotaremos por A;, i € {1,2,...,n}, o conjunto dos elementos de X

que possuem a propriedade P;, e por A; o respectivo complementar X — A;.

Principio da Inclusdo-Exclusdo. O nimero |A; U Ay U---U A,| de elementos de X que
possuem, pelo menos, uma das propriedades Py, Ps, ..., P, € igual a
n n n
1
STAT =D AN A+ Y AN A N A =+ (D) A N AN N Ay,
i=1 i =1 i, k=1
i<y i<j<k
onde o primeiro somatorio percorre todos os inteiros 1,2, ..., n, o seqgundo somatdrio percorre
todas as combinagdes {i,j} dos inteiros 1,2,...,n, dois a dois, o terceiro somatério percorre
todas as combinagoes {i, j, k} dos inteiros 1,2,... n, trés a trés, e assim sucessivamente.

Prova. E evidente que o conjunto dos elementos de X que possuem alguma das propriedades
P,P,...,P, éaunido A UA>U---UA,. Podemos verificar a validade da identidade a provar
mostrando que um objecto com alguma das propriedades P;, Ps,..., P, contribui com uma
unidade para a soma do enunciado do principio e que um objecto que nao verifique nenhuma
dessas propriedades contribui com um zero para essa mesma soma.

Designemos esta soma por M. Cada elemento de X que nao possui nenhuma das propriedades

P, P, ..., P, contribui com
0-0+0—-+(-1)""'x0=0

unidades para o valor M, pois ndo pertence a nenhum A; (i € {1,2,...,n}).
Por outro lado, cada elemento de X que possui m (1 < m < n) das n propriedades contribui

com C(m,1) = m unidades para Y ., |A;| (pois pertence a m dos conjuntos Ai, As, ..., A,),
n

i,j=13i<j
escolher um par de propriedades distintas que ele satisfaga) e assim sucessivamente. Entao a

com C(m,2) unidades para > |A; N Aj| (pois existem C(m,2) maneiras diferentes de

sua contribuicao para M é igual a

C(m,1) — C(m,2) + C(m,3) —--- — (=1)""C(m, m)
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que, por sua vez, é igual a C'(m,0) = 1, pois por uma férmula deduzida na secgio anterior 27,

C(m,0) — C(m,1)+C(m,2) — C(m,3) +---+ (=1)"C(m,m) = 0. O
Por vezes, a seguinte formulagao alternativa do Principio da Inclusao-Exclusao é mais tutil:

Corolério. O mimero |[A; N AyN---NA,| de elementos de X que ndo possuem qualquer das
propriedades Py, Ps, ..., P, € dado por

IX] =D A+ D) AN A = > AN A N A+ 4 (1) A1 N Ay NN Ayl
1=1

ij=1 0,4, k=1
1<j i<j<k

Prova. E claro que o numero de elementos de elementos de X que nao verificam nenhuma das
propriedades P;, Ps, ..., P, é o cardinal de A;NA;N---NA, =X — (A UAU---UA,). Pelo

Principio da Inclusdo-Exclusdo esse niimero é igual a

|X\—(Z|Ai|—Z\AiﬂAj|+ 3y |AmAijk|—...+(—1)n+1\A1mAQm...mAnD
= i 2%k

= (X[ =D A+ D AN A= D JANA N Akl + -+ (—1)"[A N AN N A

i=1 ij=1 iy k=1
1<j i<j<k

O

Vejamos alguns exemplos de aplicagao do Principio da Inclusao-Exclusao. Comecemos por
recordar o Problema (B3) do texto introductério do curso“O que é a Matematica Discreta?”:

A saida de um restaurante, de quantas maneiras podem ser devolvidos os chapéus de

n pessoas de modo a que nenhuma pessoa receba o seu chapéu??8

Este problema é um caso particular do seguinte problema geral, designado por problema

dos desencontros:

Estando os elementos de um conjunto finito S dispostos seqgundo uma certa ordem,

quantas permutacoes de S existem nas quais nenhum elemento esteja na sua posi¢cao

primitiva?
Uma permutagio aj,aj,...a;, de S = {ai,as,...,a,} diz-se um desencontro de S caso
Jr # k para qualquer k € {1,2,...,n}. Denotemos por D,, o nimero de desencontros de S.

27Terceira identidade binomial na pagina 88.

28Também costuma aparecer enunciado do seguinte modo, na forma de um jogo de cartas: “No chamado ‘jogo
dos pares’, as 52 cartas de um baralho sdo dispostas em linha, com o seu valor & vista. As cartas de um segundo
baralho sdo dispostas também em linha por cima das outras. A pontuagio é determinada contando o nimero
de vezes em que a carta do segundo baralho coincide com a do primeiro sobre a qual foi colocada. Qual é a

probabilidade de se obterem zero pontos?”
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1 1 1 1
Solucao do problema. Para qualquer n € N, D, = n!(l — 4 ===+ (-1)" )

TR TR T n!

Prova. Seja X o conjunto de todas as permutagoes de S. Claro que | X| = nl. Seja ainda A;
(t =1,2,...,n) o conjunto das permutagdes a;,a;, ...a;, tais que a;;, = a; (portanto aquelas
em que a; estd na posicdo primitiva). Claro que |A;| = (n — 1)!. As permutagoes em A; N A;
tém a; e a; fixos, nas posicoes 7 e j respectivamente, e os restantes n — 2 elementos permutados
nas restantes n — 2 posicoes, pelo que |4, N A;| = (n — 2)! para ¢,j € {1,2,...,n}, i < j.
Analogamente, podemos concluir que |4;, N A4;,, N---NA;, | = (n—k)! para k € {1,2,...,n},
Q1,02 .. 0k € {1,2,...,n}, i1 <iy < --- < ij. Como D, = |A; N AyN---NA,|, decorre pelo
Principio da Inclusao-Exclusao que

n! n! nl n!
— | _ _ 1\
Du = ml=qrtg gt b D
1 1 1 1
— | _ _ _ . _ 1\
- ”0 T +(1)m> m

Calculo de DQ, l)37 e ,D15:

> Des := proc(n::integer)

> local k;

> RETURN (sum((-1)"k * (n!/k!), k=0..n));
> end;

>

> seq(Des(i),i=2..15);

1, 2,9, 44, 265, 1854, 14833, 133496, 1334961, 14684570, 176214841, 2290792932, 32071101049
481066515734

Na sua forma original o problema (B3) foi formulado em termos de probabilidades, questio-
nando a probabilidade de nenhuma pessoa receber de volta o respectivo chapéu. Evidentemente,
a resposta é a probabilidade de uma permutacao de n objectos, escolhida aleatoriamente, ser

um desencontro, ou seja,

Caélculo desta probabilidade para alguns valores particulares de n:%°

Digits := 20;
for i from 2 to 10 do
evalf (Des(i)/i!);

>
>
>
> od;

29Usando factos da Anslise Matemética é possivel provar que

D

m 1
n——+oo n! =0
1 1 1 nl
= 1fﬂ+if§+---+(—1)a+---
= e ' ~0.3679.
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n, probabilidade

2, 0.50000000000000000000

3, 0.33333333333333333333 Probabkiade para n em (2201
4, 0.37500000000000000000 be

5, 0.36666666666666666667

6, 0.36805555555555555556 we

7, 0.36785714285714285714

8, 0.36788194444444444444 o

9, 0.36787918871252204586 ot

10, 0.36787946428571428571

11, 0.36787943923360590027 o

12, 0.36787944132128159906

13, 0.36787944116069116069 b4

14, 0.36787944117216190629

15, 0.36787944117139718992 -

16, 0.36787944117144498469

17, 0.36787944117144217323 23

18, 0.36787944117144232942

19, 0.36787944117144232120 N

20, 0.36787944117144232161 3 1 P & 0 2 " 1% Y 20

Para terminar, vejamos como o Principio da Inclusao-Exclusao também serve para resolver
o Problema (B2) da Introdugéo.

Seja A = {a1,as,...,a;} e denotemos o conjunto dos primeiros n niimeros naturais por [n].
Designando o conjunto {z € [n] | = é divisivel por a;} por A4;, o nimero pedido dos inteiros
positivos inferiores ou iguais a n, nao divisiveis por nenhum dos elementos de A é o cardinal de
AiNnAyN---NA,.

Claramente |A;| é a parte inteira do nimero ai, ou seja, L%J Como

i

A;NA; ={z €[n] |z édivisivel por a; e a;} = {z € [n] |  é divisivel por mmc(a;,a;)}

entdo |A; N A;| = {%J Mais geralmente, [A;; N---NA;,| = {%J, pelo que
*l

mmc(a;i,a; mmc(ai, ...,

|[A; N AN -+ N Ay éigual a

n—Z; {%J +Z;1 {mJ —ot (_1)ﬂmmc(a1,z2,...,at)J'

1= R
i<j

No caso particular em que os elementos de A sdo todos primos entre si, o nimero de inteiros

positivos inferiores ou iguais a n que nao sao divisiveis por nenhum dos elementos de A ¢é igual a

L0 D1 i B D vl Il D vl RS Sl Pl

i=1 i,j=1 R
1<j 1<j

M-

IA

1
k

Por exemplo, para a; = 2,a2 = 3,a3 = 5,a4 =7 e n = 1000, este ntimero € igual a:
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> B2 := proc(a_l,a_2,a_3,a_4,n::integer)

> local A_1, A_2, A_3, A_4, A_1_2, A_1_3, A_1_4, A_2_3, A_2_4, A_3_4,

> A_1.2.3, A_1_2_4, A_1.3_4, A_2_3_4, A_1_2_3_4;

> A_1 := floor(n/a_1);

> A_2 := floor(n/a_2);

> A_3 := floor(n/a_3);

> A_4 := floor(n/a_4);

> A_1_2 := floor(n/(a_1*a_2));

> A_1_3 := floor(n/(a_1% a_3));

> A_1 4 := floor(n/(a_1*a_4));

> A_2_3 := floor(n/(a_2*a_3));

> A_2_4 := floor(n/(a_2*a_4));

> A_3_4 := floor(n/(a_3*a_4));

> A_1_2_3 := floor(n/(a_1*a_2%a_3));

> A_1.2_4 := floor(n/(a_1*a_2%a_4));

> A_1_3_4 := floor(n/(a_1*a_3*a_4));

> A_2_3_4 := floor(n/(a_2*a_3*a_4));

> A 1.2 3_4 := floor(n/(a_1*a_2*a_3*a_4));

> RETURN(n - (A_1 + A2 + A3+ A 4) +A 12+ A1 3+A 14+ A 23+ A 24+ A_34
- (A1.23+A124+A134+A234)+A1234);

> end;

> B2(2,3,5,7,1000);

228

Contemos agora o ndmero ¢(n) de inteiros positivos, inferiores a m, primos com n. Seja
(e37

n=p{'ps? - p;t a factorizacdo de n em ndmeros primos. Como os conjuntos

{k€N|1§k§nede(k,n):l}

{k€N|1§k§nepi )(kparai:l,Q,...,t}

coincidem bastara aplicar a férmula, acima deduzida, ao conjunto A = {p1,pa,...,p:}. Imedi-

atamente se conclui que o nimero ¢(n) é igual a

n_Eé{ J éi{mmJ _E: DQLJ‘“'**‘”ﬂﬁﬁgfﬁf

— i,

Js
iZj<k

Como vimos em 1.3, a fungao

¢: N — N
n — ¢n)={keN|1<k<nemde(k,n)=1}

é a chamada func¢do de Fuler, muito importante em Teoria dos Numeros.
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Para terminar, vejamos um processo simples de contar os niimeros primos entre 2 e n > 2. O

crivo de Eratéstenes®® é um processo que permite enumerar todos os primos entre 1 e qualquer

inteiro positivo k:
e Calcula-se ¢ = {\/EJ,

e Apagam-se, na sucessio 2, 3,4, ..., k, todos os miltiplos de 2, 3,4, ..., ¢ (com excep¢ao dos

préprios nimeros 2, 3,4, ..., c);
e Os nimeros que restam sao os primos entre 1 e k.
Entao, para determinar o nimero de primos entre 1 e k, bastara:

e determinar os primos pi,ps,...,p; entre 1 e {\/HJ, usando o crivo de Eratoéstenes;

e em seguida, determinar, com a ajuda da férmula acima deduzida, quantos inteiros positivos
inferiores ou iguais a n nao sao divisiveis por nenhum dos elementos de A = {p1,p2,..., Pt}
Como os primos entre |/n + 1| e n sdo exactamente os inteiros positivos inferiores ou
iguais a n (com excep¢ao do 1) que néo séo divisiveis por nenhum dos elementos de A, o

seu ndmero € igual a

t t

M(”):"_l_ZFJJFZ{plp]J i{plpjpkj mjL(_UtLﬁJ'

i=1 i, i,j,k=1
i< i<j<k

Concluindo, o nimero de primos entre 1 e n serd igual a t + M (n).

Relacoes de recorréncia

Recordemos o Problema (A6) do capitulo “Que é a Matemadtica Discreta?”:

Consideremos um tabuleiro de zadrez e algumas pecas (idénticas) de domind tais
que cada uma cobre precisamente 2 quadrados adjacentes do tabuleiro. Serd possivel
dispor 32 dessas pecas no tabuleiro de modo a cobri-lo, sem sobreposicao de pecas?

(Tal arranjo diz-se uma cobertura perfeita do tabuleiro por dominds.)

Nao é dificil concluir que, em geral, um tabuleiro m X n possui uma cobertura perfeita se e s6
se pelo menos um dos nimeros m ou n é par:

Se o tabuleiro possui uma cobertura perfeita entao o dobro do nimero de pegas na con-
figuragdo deverd ser igual a mn. Portanto 2|mn pelo que 2|m ou 2|n. Reciprocamente suponha-
mos, sem perda de generalidade, que m é par. Nesse caso é evidente que cada coluna pode ser

perfeitamente coberta (basta alinhar sucessivamente m/2 pegas)

30Cf. crivo.mws.
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S O W N

m—1

m

pelo que qualquer nimero n de colunas pode também ser coberto de modo perfeito.

Mais dificil é contar o nimero de coberturas perfeitas. Fagamo-lo no caso mais simples de
um tabuleiro 2 x n. Para cadan € N, seja f(n) o nimero de coberturas perfeitas de um tabuleiro
2 x n. Comecemos por calcular f(1), f(2), f(3), f(4) e f(5):

f)=1 —
f2)=2
fB)=3

f(4)=5=f(3)+ f(2):

f(3) f(2)
Analogamente, f(5) =8 = f(4) + f(3). Isto levarnos a conjecturar que
fn)=fln=1)+f(n-2) (n=3).

Esta conjectura pode ser provada, por exemplo, do seguinte modo:
Para construir uma cobertura perfeita de um tabuleiro 2 X n podemos colocar uma peca na

vertical, a ocupar a coluna 1, e teremos depois f(n — 1) maneiras diferentes de cobrir o resto
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do tabuleiro, ou podemos colocar duas pecas na horizontal, a ocupar as colunas 1 e 2, e cobrir

depois o resto do tabuleiro, o que pode ser feito de f(n — 2) modos distintos:

fln—1) fln—=2)

Esta relagdo, conjuntamente com os valores iniciais f(1) = 1 e f(2) = 2, determina univo-
camente a sequéncia dos nimeros de coberturas perfeitas f(1), f(2), f(3),. ...
Por exemplo, f(12) é igual a

f1) + f(10) = 2f(10) + f(9) = 3f(9) + f(8) = --- = 21f(5) + 13f(4) = 233.

E claro que para valores muito grandes de n este método de cdlculo de f(n) nao serd praticdvel
sem a ajuda de um computador®!, porque nao temos aqui uma férmula fechada para o valor de
f(n) mas sim uma relagdo de recorréncia que estabelece o valor de f em n a partir de valores
de f em inteiros anteriores a n.

Como podemos resolver relacoes de recorréncia destas, isto é, como podemos obter, a partir
da relacao de recorréncia, a respectiva férmula fechada? Eo que veremos agora.

Consideremos uma sucessao (infinita) de elementos de um conjunto S,

u: Ny — S

O valor u(n) costuma representar-se simplesmente por u,, e é frequente apresentar uma sucessao

dispondo sucessivamente as imagens da aplicacao u:
Uy, U1, U2y .« ..

Muitas vezes uma sucessao é dada mediante a indicacao do que se chama o seu termo geral,
ou termo de ordem n (por exemplo, u, = n?, u, = sin2"/(n + 1), etc.). E uma situagio
comoda pois, além de nesse caso ser possivel calcular sem grandes problemas qualquer termo
da sucessao, o estudo de vérias propriedades (como a monotonia, convergéncia, etc.) fica muito
facilitado. Usaremos a notagdo (u,) para nos referirmos & sucessao ug, u1, ug, - - - -

Como vimos nos exemplos acima, nem sempre uma sucessao € definida por indicacao do
seu termo geral, mas sim por uma relacao de recorréncia: sao dados uns tantos termos iniciais
da sucessao, ug,u1,...,u;x—1, € cada um dos seguintes determina-se a partir dos k anteriores
por intermédio de uma relacdo que permanece invaridvel, ur = f(ug,u1,...,Up—-1), Upt1 =
flug,ug, ..., u), etc. Estas sdo as chamadas relagbes de recorréncia para a sucessio (un). Ao
numero k chama-se ordem da relagao de recorréncia.

31Cf. recorrencia.mus.
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Uma sucessao diz-se uma solu¢do de uma relacao de recorréncia se os seus termos satisfizerem
a relacao. De entre todas as relagoes de recorréncia destacam-se, nao sé pela sua simplicidade
mas também pela frequéncia com que ocorrem, as chamadas relacdes de recorréncia lineares

homogéneas com coeficientes constantes. Sao as do tipo

Up = Q1 Up—1 + Q2Up—2 + -+ + QplUp_ (N > k) ‘

com ai,as,...,a, constantes.

O adjectivo “linear” refere-se ao facto de todos os valores de u ocorrerem como poténcias
de expoente 1, enquanto que o adjectivo “homogéneo” refere-se ao facto de nao existir termo
independente (constante).

Por exemplo, u,, = u?%l + 2u,—2 (n=2,3,...) nao é linear, enquanto que u, = 3u,_1 + 2
(n = 1,2,...) ndo é homogénea. Por outro lado, a relagdo u, = (n + 2)up—1 + 2up—2 (n =
2,3,...) é linear e homogénea mas nao tem coeficientes constantes (o primeiro coeficiente n + 2

varia com n).

Exemplos. (1) As progressoes geométricas satisfazem uma relagido de recorréncia homogénea
linear de primeira ordem:

Up = QUp—1 (0 >1).

(2) As progressoes aritméticas podem ser vistas como sucessoes satisfazendo relagoes de recorréncia
homogéneas lineares de segunda ordem: de uy,_1 = Uy_2+7 € U, = Up_1+7 Obtém-se, subtraindo

a primeira identidade da segunda,
Up = 2un—1 — Up—2.

(3) A sucessao do nimero de coberturas perfeitas satisfaz uma relacdo de recorréncia homogénea

linear de segunda ordem.

Como em muitos problemas combinatoriais a solucao aparece formulada em termos de uma
relacao de recorréncia, torna-se imperativo saber manipulé-las e conhecer métodos que permitam
obter uma férmula explicita para o termo geral da respectiva sucessao.

Convird desde ja avisar que nao existem métodos gerais que nos permitam resolver todas as
relagdes de recorréncia. Uma estratégia possivel (“ingénua”) serd calcular um nimero razodvel
de termos e tentar intuir a lei de formagdao do termo geral, que pode depois ser confirmada
pelo método de indugao matematica. Com esta estratégia, algumas tentativas, mesmo em casos
simples, mostrarao que nao se trata de tarefa facil.

Por exemplo, no caso das relacoes de recorréncia lineares de primeira ordem, temos u; = auy,
us = au; = a’ug, etc., sendo facil ver que, para qualquer n > 1, u, = a"ug. Estd assim
encontrado o termo geral neste caso. No entanto, para as de segunda ordem, dados u; e uy e

duas constantes a e b, temos:

uy = aug + bug
uz = aus +bu = (a2 + b)uy + abug
ug = auz+bug = (a® + 2ab)u; + (a®b + b*)ug
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N3o é fécil descortinar aqui uma lei de formacao que permita conjecturar o que devera ser u,, em
funcao de n,a, b, ug e uy. E claro que para as sucessoes recorrentes lineares de ordem superior a
situagao serd ainda pior.

Curiosamente, como veremos, o caso das relagdes de recorréncia lineares homogéneas com
coeficientes constantes é tratavel de uma forma sistemdtica, embora as técnicas existentes se
possam revelar muito trabalhosas na pratica. Apesar de ser um método indirecto e pouco
natural, é elegante e engenhoso.

Restringemo-nos entao a classe das relagoes de recorréncia lineares homogéneas com coefi-

cientes constantes, isto é, das relagoes de recorréncia da forma

Up = QlUp—1 + QoUp—2 + -+ + agtn_p (Nn=Fkk+ 1,...)‘ (%)

onde ai,as,...,a sdo constantes. Podemos sempre supor que ap # 0 pois, caso contrario, a
relacao reduz-se a uma de ordem inferior.

Associemos a relagdo de recorréncia (x), a equagao

zF — alxk_l — agxk_Q — - —ag =0,

chamada equacdo caracteristica de (x). Esta equacdo tem k raizes ai,as,...,ak, chamadas
raizes caracteristicas de (x). Claro que poderdo ser niimeros complexos, ndo todos distintos.

Como ay # 0, sdo todas nao nulas.
Teorema 1. Seja o um nimero complexo ndo nulo. A sucessdo
2 3 n
lLa,a”,a”,...,a", ...

€ solugdo da relagdo de recorréncia (x) se e s6 se o é uma raiz caracteristica.

Prova. A sucessao (uy), onde u, = o™, é uma solucdo de () se e s6 se, para n > k,

a" =a0" a2 4 apaF
ou, equivalentemente,
a"*k(ak —aadfF Tt — a2 - = ar) =0.
Como « # 0, esta equacdo é ainda equivalente a
ak — alak_l — azak_z — - —ag =0.
Portanto (™) é uma solugao de () se e s6 se a é uma raiz caracteristica. O
Coroldrio. Sejam ai,qs,...,ar as raizes caracteristicas de (x). Para quaisquer constantes

€1,C2,...,Ck @ sucessdo de termo geral
Up = 107 + coaf + -+ - + crpap,

é uma solugdo de ().

114



Estruturas Discretas 2.2. Técnicas de contagem avancadas

Prova. E um exercicio simples verificar que sempre que (ul), (u2),..., (ul) sdo solucdes de ()

e c1,Co,...,Ct SA0 constantes entao a sucessao de termo geral

1 2 t
Up = C1U, + CoU,, + -+ + Cru,,

7

ainda é solugdo de (x). Combinando este facto com o Teorema 1 obtemos imediatamente o

Corolério. O

No caso das raizes caracteristicas serem todas distintas podemos obter todas as solugoes de

(%):

Teorema 2. Suponhamos que as raizes caracteristicas a1, s, ..., ax da relagdo de recorréncia
(x) sao distintas duas a duas. Neste caso, se uma sucessao de termo geral u,, € solugcdo de (*),

existem constantes ci,ca,...,Cr tais que

Up = 107 + 20 + -+ - + cpap.

Prova. Seja (u,) uma solugdo da relagao de recorréncia (x). Uma vez que (*), conjuntamente com
os k valores iniciais ug, u1, . . ., ug—1, determinam completamente a sucessdo (uy,), bastard provar
que existem constantes ci, ca,. ..,y tais que a sucessao de termo geral ciaf + caay - - - + ¢}
satisfaz (*) e tem como primeiros k elementos os valores ug, u1, ..., u;—1. Pelo Coroldrio, bastara

provar que existem constantes ci, ca, ..., ck tais que

c1+c+--+cp=1up
101 + 22 + -+ -+ cpa = U

k—1 k—1

k—1
cray T+ Ccatry =

+ o Fopay T = Ug—1.

Trata-se de um sistema de k equacgOes lineares com k incégnitas. A matriz

1 1 1

oq [e % . .

k—1 k—1 k—1
(e %} Qo . Oék

deste sistema é uma matriz muito especial, chamada matriz de Vandermonde. O seu determi-

nante é dado por

(a prova deste facto encontra-se em muitos livros de Algebra Linear). Como as raizes oy, aa, . . ., g
sdo todas distintas, este determinante é diferente de zero. Isto quer dizer que o sistema possui

exactamente uma solucao. U

Exemplos. A sucessdo de Fibonacci F(1), F(2),F(3),... do problema (B4) da Introdugao
também ¢ definida pela relacdo F(n) = F(n — 1)+ F(n —2) (n = 3,4,5,...), mas desta vez

sujeita as condigbes iniciais F/(1) = F(2) = 1.
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Procedimento Maple que calcula, por recursao, os termos da sucessao de Fibonacci:

> Fibonacci := proc(n::posint) option remember;
> if n=1 or n=2 then RETURN( 1 ); fi;

> Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2);

> end:

>

> seq(Fibonacci(i), i=1..20);

1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765

As raizes da equacdo caracteristica 22 — z — 1 = 0 desta relacio de recorréncia sio o nimero

1+v5 5
2

de ouro e o seu conjugado 1_7\[ Entao, pelo Teorema 2, os numeros de Fibonacci sao

dados por

Py = e (5 4 e (A58

para algum par de constantes ¢; e co. As condigdes iniciais F'(0) = 0 e F(1) = 1 permitem-nos

determinar tais constantes. Com efeito,

Cl+02:F(O):O

a(8) +e(158) = Fu) =1

cuja solugao é ¢y = % ecy = fg.

> sol := solve({ cl * evals[1] + c2 * evals[2] = 1,
> cl *x evals[1]°2 + c2 * evals[2]"2 = 1

> 1,

> {c1,c2});

— — VB =B
sol i={c2 = —%> cl = %>}

Concluindo, os nimeros de Fibonacci satisfazem a férmula

Fo— 40+ - ()]

> cl := sqrt(5)/5; c2 := -sqrt(5)/5;
> evals := solve(x"2-x-1,x);
> seq(simplify(cl * evals[1]"i + c2 * evals[2]7i), i=1..20);

1,1,2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765

Fica assim resolvido o Problema (B4) da Introdugéo: o nimero de pares de coelhos existentes

na ilha ao fim de n meses serd igual a

A -5
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Consequentemente, o nimero f(n) de coberturas perfeitas de um tabuleiro 2 x n é igual a

NN — /By n+l
AT -5
pois f(n) = F(n+1).

Teste. Pretendemos transmitir mensagens codificadas através de um determinado canal de co-
munica¢do. Essas mensagens sdo formadas por palavras de comprimento n, construidas com
os simbolos ‘0°, “’1 e ‘2’ e sujeitas a condi¢ao “nao podem aparecer palavras com dois simbolos
27 consecutivos”. Seja T(n) o tamanho deste cddigo, isto é, o nimero de palavras que pode-
mos transmitir com ele. Determine uma relagdo de recorréncia que T'(n) satisfaca e determine

explicitamente esse numero, resolvendo a relagao de recorréncia.

Solugao. De acordo com a definigdo do cédigo, T'(1) = 3 (as tnicas palavras de comprimento 1
sdo: ‘0, "1e‘2)eT(2)=8:
00,01, 02,10, 11,12, 20, 21.

Para n > 3 tem-se T'(n) = 2T (n — 1) + 2T (n — 2). De facto, as palavras de comprimento n

que terminam em 0, bem como as que terminam em 1, sdo em nimero igual a T'(n — 1):

L [ Jo] Ll [ ]

T(n—1) T(n—1)

No entanto, nas palavras de comprimento n que terminam em 2, a peniltima posi¢ao n —1 ja s6

pode conter os numeros 0 ou 1, pelo que as palavras sdo, no total, em ndmero igual a 27 (n —2):

L[] -~ Jof2] L[ Jrf2]

(S S — —_—
T(n—2) T(n—2)

A equacdo caracteristica desta relacio de recorréncia é igual a 22 —2x —2 = 0, que tem raizes
Tr = Qiig/ﬁ =14++3. Portanto,

T(n) =c1(1+V3)" 14 eo(1 —V3)" L.

Das condigoes iniciais tiramos

c1(1+V3)" +e(1-v3)° =3 c1tc=3 0125;%5
4 P
01(1+\/§)+62(1—\/§):8 61(14-\@)4-02(1—\/5):8 62:%\/35\/5.
Finalmente,
T(n) = 2363 (1 4 V/3)n—1 4 =B85 (1 — /B)n1,
Se as raizes caracteristicas oy, aq, ..., o) ndo forem todas distintas entao
Up = c1af + coady + - - + craf (1)
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nao é uma solucao geral da relacao de recorréncia. Por exemplo, a relagao de recorréncia u, =
4,1 — 4u,_o tem como equagdo caracteristica #? — 4x +4 = (z — 2)? = 0. Neste caso (1) é
igual a

Up = 12" + 22" = (c1 + ¢2)2" = 2"

onde ¢ = ¢1 + ¢2 é uma constante. Temos entao uma sé constante c e nao serd sempre possivel
escolhé-la de modo a que os dois valores iniciais u; e us sejam satisfeitos. Por exemplo, se ug =1
e u; = 3 teria que ser ¢ = 1 e 2¢ = 3 o0 que é manifestamente impossivel. Portanto u,, = ¢2™ nao
é uma solugao geral daquela relagao (isto é, nem toda a solugdo da relagdo de recorréncia pode
ser expressa na forma ¢2" para alguma constante c).

O teorema seguinte, que nao demonstraremos, diz-nos como determinar uma solucao geral
nestes casos. A ideia da demonstragao é a mesma da do Teorema 2, mas naturalmente mais

trabalhosa e técnica.

Teorema 3. Sejam ai,qq,...,qx as raizes distintas da equagdo caracteristica da relagdo de
recorréncia (), com multiplicidades, respectivamente, e1,ea,...,ex. Uma sucessao de termo

geral u, € solugdo de () se e sG se existem constantes
6117012)'"7016170217022)"'762627"'7ckljck27"'7ckek
tais que

Up = (Cn +cint -+ C1e1n€1_1)0/f + (021 +con+ -+ 0262ne2—1)ag +o Tt

+(ck1 + Cron + -+ - + ckekne’“A)aZ.

Exemplo. Determinemos a solucao da relacao de recorréncia
Up = —Up—1 + 3Up_o + Bup_3+2u,—gs (n=4,5,...)

sujeita as condicdes iniciais ug = 1,u; = 0,uy = 1,u3 = 2. A equacdo caracteristica z* + 3 —
322 — 5z — 2 = 0 tem raizes —1 e 2, sendo —1 raiz de multiplicidade 3. Portanto, a parte da

solugao geral correspondente a raiz —1 é
Cll(—l)n + 612’)1(—1)” + Clgn2(—1)n7

enquanto que a parte correspondente a raiz 2 é ¢122™. As constantes estao sujeitas as condigoes

iniciais

c11 + €21 1

—c11 — C12 — €13 + 2¢21 =0

c11 +2c12 +4ci3 +4e1 = 1

—c11 — 3c12 — 913+ 8co1 = 2,
pelo que, resolvendo o sistema, ¢11 = 7/9, ¢12 = —1/3, ¢13 = 0 e ¢21 = 2/9. Em conclusio, a
solugao é

Up = Z(fl)” - ln(—l)” + }2’”r1 (n € Np).
9 3 9
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O sucesso deste método depende da nossa capacidade em determinar as raizes da equagao
caracteristica, o que poderd por vezes nao ser possivel. No caso de tal ser possivel, serda ainda
necessario resolver um sistema de equagoes lineares. Se a ordem da relagao de recorréncia for k,
este sistema tem k equagoes com k incégnitas. Portanto a aplicagao deste método, na pratica,
podera ser muito problematica.

Se a relagao de recorréncia ndo for homogénea ou linear, com coeficientes constantes, nao se
conhecem métodos para a resolver de uma forma sistemdtica (a nao ser para alguns tipos de
relacGes nao homogéneas nas quais o termo independente tem uma forma muito especial — é um
polinémio ou uma exponencial). Cada caso terd que ser analisado individualmente. Por exemplo,
para resolver a relacao de recorréncia ndo homogénea u,, = u,_1 +n>, paran = 1,2,..., sujeita

a condicao ug = 0, podemos, por sucessivas iteracoes, obter

3
Up = Up—1+N

= Up—2+ (n - 1)3 + n?

= w+22+ -+ n-1734n3
= 134224+ .40
Assim, u,, é a soma dos primeiros n cubos. Podemos determinar uma expressao simples para

esta soma? Usando a relacao de recorréncia podemos determinar os primeiros valores de u,, e

tentar encontrar um padrao:

u; = 1
up = 1+22=9=3%=(1+2)?
u3 = 9+3*=36=62=(1+2+3)2
ug = 36+4°=100=10> = (1+2+3 +4)*
us = 100452 =225 =152 = (1+2+3+4+5)%
Como (n+1)
1+2+3+'--+n:%,
podemos conjecturar que
n?(n + 1)2
Up = —— >
4
o que pode ser confirmado pelo método de indugao matemaética ou pelos métodos que vimos na
Secgao 1.2.
Apéndice

Para terminar, vejamos que no caso nao homogéneo, é possivel em alguns casos uma abordagem
sistematica que nos conduza a solugao. Uma recorréncia linear, nao necessariamente homogénea,

de coeficientes constantes é dada por uma equacao do tipo

Up = A1Up—1 + A2Up_2 + - - + ApUp_j + g(n), (1)
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onde o termo independente g(n) é uma funcdo de n que toma valores reais. A uma recorréncia

deste tipo podemos, esquecendo a fungao g, associar a recorréncia homogénea
Up = A1Up—1 + Q2Up—2 + *** + A Un—k- (2)

Serd de esperar que as solugdes de (1) estejam relacionadas com as solugdes de (2). De facto, é

facil provar que:
Teorema 4. Seja
Up = A Up—1 + QoUp—2 + -+ + aptn—k + g(n)

uma relagdo de recorréncia linear com coeficientes constantes e seja (ay,) uma solugdo desta
relagdo de recorréncia. Se (B,) € também uma solu¢do dessa relagao de recorréncia, entdo a

sucessao (Vn) = (Bn — o) € uma solugdo da relagdo de recorréncia homogénea
Up = A1Up—1 + A2UR—2 + -+ + ApUp—k-

Reciprocamente, se (v,) € uma solugdo desta relagao de recorréncia homogénea, entdo a sucessao

(Brn) = (@ + vn) € uma solugao da relagao de recorréncia inicial.
Assim, para determinar a expressao geral das solugoes de uma dada relagao de recorréncia
linear com coeficientes constantes, bastara:
(1) Obter a expressao geral das solugdes (v, ) da relagido de recorréncia homogénea associada;
(2) Identificar uma solugéo particular (3,) da relagdo de recorréncia dada;

(3) A expressao geral das solugbes (ay,) da relagdo de recorréncia é dada pela soma (o) =
(Bn + n)-

O passo (1) pode realizar-se pelo método apresentado no caso homogéneo, mas a realizagao
de (2) depende da fungdo g envolvida. Em geral, ndo hd nenhuma garantia que (2) se possa
efectuar de modo fécil; os casos mais simples sao aqueles em que g é polinomial ou exponencial.
A tabela seguinte fornece-nos solugbes particulares para esses casos:

Solugoes particulares para a relacao de recorréncia linear com coeficientes constantes
Up = A1Up—1 + G2Up—2 + - + apUnp—k + g(n)
onde z¥ —a1zF "t — . — a1z — ap ()
é a equagao caracteristica da relagao de recorréncia homogénea associada
H Funcao f Condicgoes ‘ Solugao particular

fln) =bA" A ndo é raiz de (x) (BA™)
(b,A e R—{0}) A é rafz de (%), com multiplicidade m (Bn™A™)
f(n)=byg+bin+---+bn" | 1ndo éraiz de (x) (Bo+ Bin+---+ Bn")
(reNbg,...,b. € Rjb. #0) | 16éraiz de (), com multiplicidade m (n™(Bo + Pin+ -+ Bn"))
f(n) =bn" A" A ndo é raiz de (x) ((Bo+ Bin+ -+ Brn™)A™)
(reN,b, A e R—-{0}) A é raiz de (*), com multiplicidade m | (n™ (8o + Bin + -+ + Grn")A™)
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