Estruturas Discretas

3.2. Arvores

Todos nods estamos familiarizados com a ideia de arvore genealdgica:

Tal diagrama é um grafo no qual os vértices representam membros da familia e as arestas

representam relagoes de parentesco (descendéncia). Por exemplo,

Nikolaus
(1623-1708)

/ \

Jacob | Nikolaus Johann |
(1654-1705) (1662-1716) (1667-1748)
Nikolaus | Nikolaus Il Daniel Johann Il
(1687-1759) (1695-1726) (1700-1782)  (1710-1790)
Johann II Jackob 11
(1746-1807) (1759-1789)

representa a famosa familia de matematicos suicos Bernoulli.
Os grafos que representam arvores genealdgicas sao exemplos de um tipo especial de grafo,

que abordaremos nesta seccao, chamado drvore.
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Outros exemplos de arvores sao dados por algumas moléculas organicas — os vértices repre-
sentando os atomos e as arestas as ligagoes entre eles:

o H
|
| C
He----¢----H
He----¢----0H
C
He----¢----eH
He----®----0H
|
|
oH

A. Cayley foi o primeiro a estudar drvores de modo sistematico®*. Mais tarde3®, aplicou esse
estudo a quimica orgéanica, mostrando a sua utilidade na enumeracao de compostos quimicos.
Esta enumeracao conduziu-o a descoberta de compostos desconhecidos.

Por drvore entende-se um grafo simples, conexo, sem ciclos. ‘

A figura seguinte contém todas as drvores estruturalmente diferentes (ou seja, nao isomorfas)
com 1, 2, 3, 4, 5 e 6 vértices.

| et

(1) (2) (3) (4) ()

34Nos artigos [A. Cayley, On the theory of the analytical forms called trees, Philosophical Magazine 13 (1857)
172-176] e [A. Cayley, On the theory of the analytical forms called trees, part II, Philosophical Magazine 18
(1859) 374-378].

35Nos artigos [A. Cayley, On the mathematical theory of isomers, Philosophical Magazine 47 (1874) 444-446) e
[A. Cayley, On the analytical forms called trees, with applications to the theory of chemical combinations, Rep.
Brit. Advance Sci. 45 (1875) 257-305].
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BN

(6)

Como veremos, as arvores tém “boas” propriedades. Muitas vezes, na tentativa de provar
um resultado geral para grafos, comeca-se por tentar provéa-lo para arvores. De facto, existem
muitas conjecturas que ainda nao foram provadas para grafos arbitrarios mas que ja se sabe
serem verdadeiras para as arvores.

Em qualquer grafo conexo, dados dois vértices arbitrarios distintos, existe sempre um ca-
minho sem repeticao de vértices ligando-os. O resultado seguinte diz-nos que as arvores sao
precisamente os grafos conexos nos quais cada par de vértices distintos estd ligado por exacta-

mente um caminho sem repeticao de vértices:

Teorema 1. Um grafo simples G é uma drvore se e so se quaisquer dois vértices de G estao

ligados por um unico caminho sem repeticdo de vértices.

Prova. Seja G uma arvore e sejam x e y dois vértices de G. Como G é conexo, existe um caminho
sem repeticao de vértices que os liga. Resta provar que este caminho é tnico. Se existisse outro
caminho, o caminho formado pela combinacao do primeiro, de x para y, com o caminho de y
para z obtido seguindo o segundo caminho na direccao de y para x, formaria um ciclo, o que
seria uma contradigao.

Reciprocamente, suponhamos que existe um tnico caminho sem repeticao de vértices unindo
quaisquer dois vértices de G. Entao G é claramente conexo. Além disso, ndo podera ter ciclos:
se contivesse um ciclo, contendo os vértices x e y, existiriam evidentemente dois caminhos sem
repetigéo de vértices unindo z a y (pois qualquer ciclo que passe por z e y é constituido por dois

caminhos sem repetigao de vértices, um unindo z a y, o outro unindo y a x). O

Fixando um vértice qualquer r de uma arvore é possivel, usando o teorema anterior, dar uma
direccao a todas as arestas do seguinte modo: como existe um tinico caminho de r para cada um
dos restantes vértices do grafo, direccionamos cada aresta usando esses caminhos. Por exemplo,

na arvore
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fixando o vértice r indicado, obtemos

Este grafo dirigido diz-se uma drvore com raiz r. Outra escolha de raiz produzird uma outra

4rvore com raiz:

Teorema 2. Uma drvore com n vértices possui n — 1 arestas.

Prova. Fixando um vértice qualquer r, e construindo a respectiva arvore com raiz r, é evidente
que existe uma correspondéncia bijectiva entre as arestas da arvore e os vértices diferentes de r
(a cada seta corresponde o respectivo vértice terminal). Como hd n — 1 vértices diferentes de 7,

a arvore tem n — 1 arestas. O

A terminologia para as drvores inspira-se na botanica e na genealogia. Seja G uma arvore
com raiz r. Se v é um vértice diferente de r, o pai (ou ascendente de v é o tnico vértice u para
0 qual existe uma aresta dirigida de u para v. Nesse caso, v diz-se um descendente ou filho de
u. Um vértice de G é uma folha se nao tiver descendentes. Os vértices que tém descendentes
dizem-se vértices internos.

G diz-se uma drvore m-dria se todo o vértice interno nao tiver mais de m descendentes. No
caso m = 2, a arvore chama-se uma drvore bindria. A drvore diz-se uma drvore m-dria plena se

todo o vértice interno tiver exactamente m descendentes.
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Qualquer folha tem grau 1. Sabemos pelo Lema dos apertos de méo (Proposigao 1 da Secgao
3.1) que a soma dos graus dos vértices de um grafo é o dobro do nimero das arestas. Se G for

uma arvore com vértices vy, vs, ..., U, € m arestas, entao m = n — 1 pelo Teorema 2. Logo

n

E g(v;)) =2m =2(n—1).
i=1
Consequentemente, no caso de G nao ser K1, como nao existem vértices isolados, existem pelo

menos duas folhas. Podemos assim afirmar que toda a arvore diferente de K possui pelo menos

duas folhas.
Teorema 3. Uma drvore m-dria plena com i vértices internos possui n = mi + 1 vértices.

Prova. Todo o vértice, com excepcao da raiz, é descendente de um vértice interno. Como cada
um dos ¢ vértices internos tem m descendentes, existem m+t vértices na arvore além da raiz.
Assim, no total existem m ¢ + 1 vértices. O

Sejam n o nimero de vértices, ¢ o nimero de vértices internos e [ o nimero de folhas de uma
arvore com raiz. Se a arvore for m-aria plena é possivel, a partir de qualquer um dos ntimeros

n, 1 ou | determinar os outros dois:

Teorema 4. Uma drvore m-dria plena com

n—1 (m—-1)n+1
m

vértices internos e l = folhas,

(a) n vértices tem i =

(b) @ vértices internos tem n = mi + 1 vértices e l = (m — 1)i + 1 folhas,

ml—1 =1
(c) I folhas tem n = ——— wvértices e i = —— vértices internos.
m—1 m—1

Prova. Evidentemente n = ¢ + [. Esta igualdade, em conjunto com a do Teorema 3, permite
provar facilmente as trés afirmacoes. Provaremos somente a primeira, uma vez que as outras

duas se podem provar de modo anélogo:

n
Pelo Teorema 3, n = mi + 1, ou seja : = ——. Entao
m

) n—1 (m—-1)n+1
l=n—i=n-— = .
m m
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