Ano lectivo 2008/09

Exame de Estruturas Discretas

Lic.®® Eng. Informética, Comunicacado e Multimédia 5/02/09

3.

SOLUCOES

(a) Basta mostrar que a férmula —p — (¢ — r) <> ¢ — (p V r) é uma tautologia:

ﬂp—>(q—>r)<—>q—>(p\/’r')
F V. V V V V V V V V
F V V F F V.V V V F
F V F V V F V V V V
F V F V F F V. V V F
V V. V V V V.V F V V
V. F V F F V F F F F
V. V. F V V F V F V V
V.V F V F F V F F F
(b) Por exemplo:
-p—(qg—r) = ——pV(g—r) (equivaléncia a — b = —a V b)
= pV(g—r) (lei da dupla negacao)
= pV(-qVr) (equivaléncia a — b = —a V b)
= —qV(pVr) (leis associativa e comutativa)
= qg—(pVr). (equivaléncia a — b = —a V b)
SIMULAGAQ:
(a) ¢ INPUT: n:= 3.
soma := 0
1=1
j=1| soma:=0—-2= -2
t=2
j=1| soma:=-2-2=—-4
j=2| soma:=—-4—-2=—-6
1=3
j=1| soma:=—-6—-2=-8
j=2| soma:=—-8—-2=-10
j=3| soma:=—-10—-2 = —12.
OUTPUT: soma(3) = —12.




Solugao alternativa: Como o valor inicial da varidvel soma é 0 e em cada passo dos

dois ciclos do algoritmo este valor decresce duas unidades, entao

soma(3 ZZ 2_—2221_—2Zz_ 2(1+2+3) = —12.

=1 j=1 i=1 j=1

(b) De modo andlogo, usando a férmula para a soma dos primeiros n naturais obtida nas
aulas,

soma(n ZZ 2——222—— Ll) —n(n+1).

=1 j=1

n
. Seja P(n) a proposicao 2(22 +1) = (n+1)% P(1) é claramente verdadeira: 14 3 =4 = 22,
i=0
Assumindo que P(n) é verdadeira, provemos que P(n + 1) é verdadeira, ou seja,

n+1

> @i+1)=(n+2)>

=0

Comegando pelo membro esquerdo de P(n + 1) obtemos

n+1 n
d@i+1) = > (2i+1)+2n+3
i=0 =0
= (n+1)2+2n+3 (pela hipétese de indugao)
= (n+1)*+2(n+1)+1
= ((n+1)+1)>?
= (n+2)?

que é o membro direito de P(n + 1). Portanto, P(n + 1) é verdadeira e, pelo Principio de

Indugao Matematica, segue que P(n) é verdadeira para qualquer n € N.

(a) Nesta situagao teremos 5! maneiras de permutar entre si os cinco rapazes nos cinco lugares
mais a esquerda e 5! maneiras de permutar entre si as cinco raparigas nos cinco lugares
restantes. Logo, pelo principio da multiplicagdo, ha 5! x 5! = 120 x 120 = 14400 maneiras

de sentar os rapazes e as raparigas.

(b) Neste caso devemos notar que hé 6 possibilidades de os rapazes (R) se disporem na fila

M R MRMUBRMUZBR MR
R M R MURMIBRMIZ R M
R M MRMU®BRMUZBR M R
R MR MMUIBRMUBR M R
R MR MU BRMMUZBR MR
R M R MMRMUBRMM R

e, para cada uma delas, podemos permutar os rapazes e as raparigas entre si de 5! x 5!
maneiras diferentes. Assim, no total, existem 6 x 5! x 5! = 86400 maneiras diferentes de

sentar os rapazes € as raparigas.

(c) Podemos comegar por sentar o Francisco (Fo) e a Francisca (Fa) lado a lado:



Fo Fa — — — — — — — —

Fo o — — — — — — — —
— o Fa — — — — — — —
— Fa Fo — — — — — — —
— — Fo Fa — — — — — —
— — Fa Fo — — — — — —
- = — — — — — Fo Fa
- - — — — — — Fa Fo

Temos 2 x 9 maneiras de fazer isso. Para cada uma delas os restantes 8 alunos podem ser
permutados entre si de qualquer maneira pelo que, pelo principio da multiplicagao, no
total existem 2 x 9 x 8! = 725 760 maneiras diferentes de sentar os rapazes e as raparigas

na fila.

6. (a) Tantas quantos os subconjuntos de 2 cartas: C(52,2) = 1326.

(b) Existem C'(4,2) maneiras diferentes de escolher, entre os 4 naipes disponiveis, os dois
naipes das duas cartas na mao. Finalmente, como cada naipe tem 13 cartas distintas,

existem 13 x C(4,2) = 78 méaos de duas cartas com o mesmo valor.

(c) Existem 4 possibilidades (naipes) para as 3 cartas do mesmo naipe. Estas podem ser
escolhidas de entre as 13 cartas desse naipe. Existem assim 4 x C'(13,3) modos diferentes
de escolher as 3 cartas do mesmo naipe. A restante carta pode ser uma das 3 x 13 = 39
cartas dos outros trés naipes. Em conclusao, existem 4 x C'(13,3) x 39 = 44616 maos de

quatro cartas em que exactamente trés sao do mesmo naipe.

7. Hipétese D, porque paran+1 =1, entao n —1 = —1 < 0 donde a hipétese de indugao nao se

aplica a 3"! e ndo podemos concluir que 3"~ = 1 (de facto, nesse caso, 3"~ ! =371 = %)

8. Consideremos o conjunto X dos 1000 inteiros entre 1 e 1000 e sejam As o subconjunto de X
dos numeros divisiveis por 2, As o subconjunto dos divisiveis por 5 e A1 o subconjunto dos

divisiveis por 11.
(a) Aqui queremos calcular |As| que é, evidentemente, igual a
|X \ Aa| = | X| — |A2| = 1000 — 500 = 500.

(b) Como |A5| = [£(1000)] = 200 e |Az N As| = |{5(1000)] = 100 (sdo exactamente os
multiplos de 10), entao

| A N As| = | X| — |Aa| — |As| + |A2 N As| = 1000 — 500 — 200 + 100 = 400.

(c¢) Finalmente, como
1
Apr = | 5(1000) | = [90,9] = 90,

1
|[A2 N An| = Lﬁ(looo)j = |45,5] = 45,

1
‘A5 N AH’ = L%(lOOO)J = L18,2J =18

1

‘AgﬂA5ﬂA11|: LllO

(1000)| = |9,1] =9,



entao

|A720A75ﬂ14711’ = ’X‘—’A2|—‘A5’—|A11|+|A2ﬂA5|+|A2ﬂA11‘—|—’A5ﬂA11|—‘A2ﬂA5ﬂA11|
= 1000 — 500 — 200 — 90 + 100 4+ 45 4+ 18 — 9 = 364.

9. Trata-se de uma relagao de recorréncia de segunda ordem com equagao caracteristica

1 1
x2:—§x+§<:>2x2+x—1:0.
Resolvendo-a obtemos
—1++V1+8 —-1+3 1 -1-3
xzi—i_@x: + =— V x= = —1.
4 4 2 4

Portanto, a solucao geral da relacao de recorréncia é da forma
1\n
an:a(§> +6(-1)".

Os valores de « e § podem ser facilmente calculados usando as condigoes iniciais:

{0:a+ﬂ @{azg
1=a(})+8(-) G2
(O O

10. (a) Como g(P1) =2,9(P2) =4,9(Ps) =4 e g(Ps1) = 4 entao, pelo Teorema de Euler, o grafo

é euleriano pelo que existe um tal percurso. Por exemplo:

Em conclusao,

Ph-—P-P—-—P—-P;—-PFP—P;— P

(b) A matriz de adjacéncias é

0110
1 01 2
110 2
0 2 20
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