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Lic.* Eng. Informaética SOLUCOES 16/1/2013
1. (a)
lalb]a A = (@rp)|n] 0]
vivl F F Vv [F|F
V|F VvV V F V|V
FIv| F Vv F [F|F
FIF FV F |F|V

(b) Trata-se de uma contingéncia, pois toma valores légicos verdadeiros e falsos.

(c) Sim, porque tém a mesma tabela de verdade:

[alb]anb]

viv] F
VIF|| Vv
FIv] F
FIF] F

Solucao alternativa: Sim, pois

aN=(aANb)A=b=aA=bA(-aV-b)=(aAN-bA—-a)V(aA—-bA=b) =FV(aA-b) =aA—b.

2.

‘ Sentencas H Mundo A ‘ Mundo B ‘
SameShape(a,b) V Large(a) \Y% \Y
Cube(b) — RightOf(b,a) \Y% F
Va((Cube(x) A LeftO f(z,b)) — Small(zx)) F \Y
JxIy(x # y A Small(x) A Small(y)) \% F
JxVy(x # y — RightOf(y,x)) \Y F
Jz(Cube(z) A Vy(Dodec(y) — 3z(LeftOf(x,z) A LeftOf(z,y)))) F \Y

3. (a) ) _(2+37).

i=0
1
4241
(b) Z; TR
10 - 5 1
) (D lucao al iva: 2i — 1 — .
(c) ;(zx) Solucao alternativa ZZ; [( i— 1)z + 5im
4. (a)

> Bi-2)=> () -y 2=3>i-2n
=1 i=1 i=1 i—1
_n(ntl) o 3n(nt1)—dn _ n(3n—1)

2 2 - 2




(b)

n(3n —1)

5 . Teremos que mostrar que

n
Seja P(n) a proposigao 2(31 —-2)=
i=1
e P(1)éV,e
e A implicacdo P(n) — P(n+ 1) é V para qualquer n € N.

(38-1)
2

Seja entao n um natural arbitrério e suponhamos que P(n) é V (hipdtese de indugdao HI).

Quanto a P(1) é evidente: 3 —2 = é claramente uma proposigao verdadeira.

Teremos que mostrar que nessas condi¢oes também P(n + 1) é V, ou seja,
n+1

. (n+1DBn+1)—-1]
D Bi-2)= 5 .

i=1
De facto,

n+1 n ,

sn—1 3n—1)+6n+2 3n2+5n+2
D (Bi-2) = (3i-2)+[3(n+1)—2] HI %ﬁm“ _n(3n )2+ n+2 _ 3n —|—2n +
i=1 i=1

e, por outro lado,

(n+DBr+1) -1 _ (n+1)(Bn+2) _ 3n2—|—5n+2.

2 2 2

Cada vértice estd ligado a todos os restantes n — 1 vértices (o que dd n — 1 arestas). Sendo
n vértices no total, existirao

-1
n(n ) arestas

(porque deste modo cada aresta é contada 2 vezes).

Solugao alternativa: Cada aresta de K, corresponde a um subconjunto de 2 elementos do

conjunto dos n vértices. Portanto, o niimero de arestas é igual ao nimero de subconjuntos

binérios do conjunto {1,2,...,n}, ou seja,

n! n(n—1
Con2) =S = — : 2 )

Pela alinea anterior, o grau de cada vértice é igual a n — 1. Logo, pelo Teorema de Euler,

K,, é euleriano se e sé se n — 1 é par, isto é, n é impar.
Como 6 X934 = 1, entao
4r =931 < 6 X934 X93T =936 Xo31
& x =03 6.

Portanto, as solugoes para = s@o os inteiros da forma 6 + 23k (k € Z).

Célculo da fungao de desencriptagao (usando a questao anterior):
q=f(p)=4p+1)mod 23 & q=934p+ 1 6¢ =23 6(4dp+ 1) =p+ 6 < p =33 6q — 6.

Portanto, f~1(q) = 6(¢ — 1) mod 23. Logo:

fYF)=f"45) =24 mod 23 =1 = B, Y H) = f~17) = 36 mod 23 = 13 = O,
fYB)=f11)=0mod 23 =0= A, fHA) = f71(0) = =6 mod 23 = 17 = S,
71 U) = f~419) = 108 mod 23 = 16 = R, fYE)=f"1%4) =18 mod 23 =18 =T,

f7YS) = f~417) = 96 mod 23 =4 = E.



Mensagem origina: BO A SORT E!

O algarismo dos milhares pode ser escolhido de 9 maneiras distintas, pois nao pode ser
igual a 0. O algarismo das centenas pode ser escolhido de 9 maneiras, pois nao pode
ser igual ao primeiro algarismo. O terceiro algarismo, das dezenas, pode ser escolhido de
8 maneiras, pois nao pode ser igual ao primeiro e segundo algarismos, e, finalmente, o
algarismo das unidades pode ser escolhido de 7 maneiras distintas. Assim, pelo principio

da multiplicagao, a resposta é
9x 9 x8x7=4536.

Quanto aos nimeros que sao pares:

H4 5 maneiras de escolher o algarismo das unidades. Note que agora comegamos por este
algarismo, que é o mais restrito: s6 pode ser 0,2,4,6 ou 8. Em seguida, vamos ao primeiro
algarismo, dos milhares. De quantas maneiras se pode escolher este algarismo? A resposta
¢é “depende”: se nao tivermos usado o 0 nas unidades, havera 8 maneiras de escolher o
primeiro algarismo, pois nao poderemos usar nem o 0 nem o algarismo ja usado na ltima
posicao; se ja tivermos usado o 0, haverda 9 maneiras de escolher o primeiro algarismo,
pois apenas o 0 nao podera ser usado na primeira posi¢ao. Para ultrapassar este impasse,

separemos os numeros em dois conjuntos:

Os da esquerda sao em ntumero de 9 x 8 X 7 enquanto os da direita sdao em nimero de
4 x 8 x 8 X 7 (raciocinando a partir da ultima posicao, passando depois para a primeira e

em seguida para as segunda e terceira). Portanto, existem
IXB8XTH+4x8X8XxT=41 x8x7=229

nimeros pares.

Cuidado: Poderia haver a tentacao de dizer que metade dos ntimeros sdo pares e a outra
metade sdo impares mas a resolu¢do acima mostra que isso nao é verdade (pois 41 nao é

a metade de 9 x 9): dos 4536, 2296 sao pares, pelo que 2240 sao impares.

Porque sera que hé menos 56 impares que pares?...

Solucao alternativa: Seria muito mais facil calcular primeiro o nimero de impares e depois,

por complementacao, o nimero de pares:

= W ot g ©

Comegando pela ultima posicao, depois pela primeira e em seguida pelas segunda e terceira,
concluimos que existem 5x 8 x 8 x 7 = 40 x 8 x 7 impares. Logo, existem (81 —40) x8x 7 =

41 x 8 x 7 pares.



(b) Se um nimero natural n, na sua representagao decimal

tiver k algarismos nulos a direita do ltimo algarismo nao nulo a, é porque é da forma
(a; - - - aga) x 10",

Portanto, o nimero k de zeros é igual ao nimero de vezes que 10 = 5 x 2 divide n. Basta

entao ver quantos pares ‘5 x 2’ existem na factorizacao prima de
n=>50=50x49 x---x3x2.

Como existem claramente mais ‘2’ que ‘5’ na factorizagao, basta calcular o nimero de
cincos. Mas estes s6 aparecem dentro dos factores 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45,50 (mas,
cuidado: em 25 e 50 aparecem em duplicado). Portanto, existem 10 4+ 2 = 12 cincos na
factorizagao prima de 50!.

Em conclusao, k = 12 (pelo que 50! é um natural da forma ?7---?7 000000 000 000).

(¢) Pensemos numa distribuigao qualquer das 7 bolas pelas 4 caixas, como, por exemplo,

O O Q0000 (%)

v~

A B C D

Podemos simplesmente representar esta distribuicdo na forma de uma sequéncia de com-

primento 10, formada por 7 bolas e 3 barras (utilizadas para demarcar as 4 caixas):

OlO1OOOOO.

Portanto, é evidente que o niimero pedido é igual ao ntimero de sequéncias de comprimento
10 que podemos formar com 7 bolas e 3 barras. Quantas sao? Formar uma sequéncia
destas equivale a escolher o conjunto das 3 posigoes (entre as 10 disponiveis) para colocar
as barras (as bolas ficam automaticamente nas 7 posigoes restantes), ou seja, a escolher
uma combinagao de 10 elementos 3 a 3. Portanto, o nimero total é igual a
10! 10x9x8
C(10,3) = - 3x2 120.

Solucao alternativa: Alternativamente, podemos representar a distribuigao () pelo multi-

conjunto {A, B, D, D, D, D, D} (a ordem das letras é irrelevante), ou seja, por uma com-
binagao com repeticdo de 4 elementos (as caixas) 7 a 7 (as bolas). Assim, o nimero pedido
é igual a C'(4,7) = C(10,7) = C(10,3) = 120.

8. Observemos que o valor inicial de var é 0 e que uma unidade é adicionada a var de cada vez

que o ciclo é atravessado com um conjunto de inteiros i1, 9,3, 14, 15 tais que
1<i5<iy<izg<ig<1i <n.

O numero de tais conjuntos de inteiros é igual ao nimero de maneiras de escolher 5 inteiros
de {1,2,...,n}, ordenados por ordem crescente, com repeticao permitida, ou seja, é igual ao

numero de combinagbes com repetigao C(n,5). Portanto,

var(n) = C(n,5) = C(n+5—1,5) = C(n+4,5) = (in_—i—l‘)l!);! _(n+ 4)(n + 31(278 +2)(n+1)n

9Xx8XTxX6
e, em particular, var(5) = C(9,5) = ﬁ =9 x7x2=126.




