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SOLUCOES

1. (a) Duas férmulas dizem-se logicamente equivalentes quando tém a mesma tabela de

verdade.

(b)
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(c) Sim, pois p V —p também é uma tautologia.
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(b) Usando o algoritmo de Euclides:

28=6x4+4
6:1><4+
4=2x2+0.

Portanto, mdc(28,6) = 2



(¢) Como o grau de cada vértice de K,, é igual a n — 1, o grafo é euleriano se e s6 se
n — 1 é par, isto é, n é impar.
Para ser semi-euleriano, tem que ter dois vértices de grau {mpar (portanto, n é
necessariamente par) e os restantes de grau par. Como o grafo é regular, isto s6
é possivel se tiver dois vértices de grau impar e nenhum de grau par. Portanto,
n=2.

(d) Pretende-se contar de quantas maneiras diferentes podemos preencher

com duas vogais (entre quatro possiveis) e quatro consoantes (entre onze possiveis).
Comecemos a construir essas sequéncias, escolhendo as duas posigdes onde vamos
colocar as duas vogais (o que pode ser feito de C'(6,2) = 15 maneiras distintas).
Em seguida escolhemos as duas vogais a colocar nessas duas posi¢oes. Como nao é
imposta nenhuma restricao, podemos repetir as vogais. Temos assim F(4, 2) = 42 =
16 maneiras de fazer isso. Finalmente, escolhemos quatro consoantes para colocar
nas quatro posicdes restantes, o que pode ser feito de P(11,4) = 11* maneiras

distintas. Em conclusao, pelo principio da multiplicacao, existem

15 x 16 x 11*
sequéncias.
5.
01 111
1 0 010
1 0011
1 11 10
1 01 00

6. Calculo da fungao de desencriptagao:
q=f(p)=(@p+3) mod 23 & g=233p+3 <& ¢-3=33p & 8(¢—3)=xup

Portanto, f~1(q) = 8(¢ — 3) mod 23. Logo:

UG =f16)=24mod 23=1=B
YU = £71(19) =128 mod 23 =13 =0
f40)=f1(13) =80 mod 23 =11 =M
A =f18)=40mod 23 =17=S
F7HQ) = f*(15) =96 mod 23 =4 =E
fAM)=f1(11) =64 mod 23 =18 =T
f~YF) = f~(5) = 16 mod 23 = 16 = R.



7.

Mensagem original: BOM SEMESTRE!

(a) s(n) = s(n— 1)+ 1500.
(b) E evidente que
95000 = s(50) = s(49) + 1500 = s(48) + 2 x 1500 =
= 5(47) + 3 x 1500 = - - - = 5(0) + 50 x 1500.
Portanto, s(0) = 95000 — 50 x 1500 = 95000 — 75000 = 20 000.

(a) f(3)=2f(2)+ f(1)=2(2f(1) + f(0)) +1=4+1=5.
Alternativa: Como f(0) =0 e f(1) = 1 entdo
F2)=2x1+40=2,
F(3)=2x2+1=5,
fA)=2x5+2=12,
f(5) =2x 1245 =29,
F(6) =2 x 29412 = 70.

fBn)=2fBn—-1)+ f(3n—2) =
=212fB3n—2)+ f(3n —3)] + f(B3n —2) =5f(3n — 2) + 2f(3n — 3).

(c) Seja P(n) a afirmacao
f(3n) é maltiplo de 5.

Queremos mostrar que P(n) é V para qualquer natural n. Pelo método de indugao

matematica teremos que mostrar duas coisas:
(1) P(1) é V:
Como vimos em (a), f(3) = 5.

(2) A implicacao P(k) — P(k + 1) é V para qualquer k > 1:

Suponhamos que P(k) é V, isto é,
f(3k) é multiplo de 5.
Entao, usando a alinea (b), teremos

fBk+1)=5fBk+1)—2)+2f3(k+1)—3)= 5f(3k+1) +2 f(3k)
—— ——
multiplo de 5 muiltiplo de 5

o que mostra precisamente que f(3(k+1)) também é multiplo de 5, isto é, P(k+1)

também é V.



9.

(a)

Simulando o algoritmo com input n = 12345 e b = 8 obtemos:

q = 12345
k:=0
q70

ap := 12345 mod 8 = 1 (pois 12345 = 8 x 1543 + 1)
¢ = |12345/8) = 1543
ki=k+1=1
q#0
aj := 1543 mod 8 = 7 (pois 1543 =8 x 192 + 7)
g = |1543/8] = 192
ki=k+1=2
q#0
as := 192 mod 8 = 0 (pois 192 = 8 x 24)
q:=[192/8] = 24

k=k+1=3
q#0
a3 := 24 mod 8 =0 (pois 24 =8 x 3)
q:=[24/8] = 3
k=k+1=4
q#0
as :=3mod 8 =3 (pois 3=8x 0+ 3)
q:=13/8/=0
k=k+1=5
¢ = 0 STOP

{a expansao de n na base b é o nimero ajagasaiay = 30071 }

Portanto (12345)g = 30071.

Como se observou na alinea anterior, em cada passo do ciclo while o algoritmo
realiza uma divisao inteira (registadas entre paréntesis) que permite calcular si-
multaneamente os valores de ag e q. Portanto, o niimero de divisoes efectuadas é
igual ao numero de passos do ciclo, que depende evidentemente do nimero n. Mais
exactamente, esse niimero é o inteiro d que satisfaz b%! < n < b? (no exemplo
da alinea anterior, 4096 = 8* < 12345 < 85 = 32768 pelo que d = 5). Logo,
d—1 <logy,n < d. Assim, d < logyn + 1 o que mostra que o algoritmo tem
complexidade O(log, n).




