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Nas questoes 2(a) e 3 de escolha multipla, cada resposta certa tem a cotagao total
atribuida e cada resposta errada perde metade desse valor. Nas questoes restantes,

justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais cédlculos.

SOLUCOES
(a) g—r
(b) p—r
(c) g —p
(d) g —=p
() gq—=(p—r)
2. (a)
Mundo A | Mundo B
1. F F
2. F V
3. V F
4. F V
5. F F

(b) A férmula 3 no Mundo B falha para x = b (este é o tinico contra-exemplo pois é o tnico

3. (a)
(b)
()
(d)
4. (a)

objecto que nao se encontra acompanhado na sua linha).

A férmula 5 no Mundo B falha para {z,y} = {d,e}. No mundo A falha para varios pares de

objectos x,y; por exemplo, x =d e y = e.
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=11x12) (1) =11x12x (1-1+1-1+1-1)=0.

Solucao alternativa:

5 11 ‘ 5 1 11 11 11 11 11 11
SOD D 2= L (=0 Y 25 =D 2 -) 24> 2- > 2+ 2-) 2j=0.
i=0 j=0 =0 =0 j=0 j=0 j=0 =0 5=0 j=0
99 50 99 50

(b) ZZ( cos(im) — cos((i — 1)71'))) = Z((cos(iw) —cos((i — 1) Zj)
i=1 j=1 i=1 j=1
99 99
= Z(cos(i?r) —cos((i — 1)m)) 70 ;( ol x 51 Z (cos(im) — cos((i — 1)m)) =
=1 =1

=25 x 51 (cos(997) — cos 0) = 25 x 51 x (—2) = —50 x 51 = —2550.

6. Seja P(n) a identidade
(1+ 1)” >14 0
3/ = 3
Queremos mostrar que P(n) é V para qualquer natural n. Pelo método de indugdo matematica

teremos que mostrar duas coisas:
(1) P(1) é V:

oo . 1 1
E evidente, pois 1 + 3 >1+4 3"

(2) A implicagao P(k) — P(k+ 1) é V para qualquer k > 1:

Suponhamos que P(k) é V, isto é,

1\ k
1 7> >14 0
<+3 =1t3
Entao,
1\ k+1 N 1 k 1 1k k 1k k+1
T D (e b b
(+3 *3 t3)=Utg) g tgtgtg-itgtg=it—3

0 que mostra precisamente que P(k + 1) também é V.

7. Fagamos o célculo para os primeiros valores de n:

112_13 113_17 114_115
[0 2]_[0 4]’ [0 2]_[0 8] [0 2]_[0 16]'
Isto leva-nos a conjectura
O R IS L
[0 2] _[o o ]

que pode ser confirmada pelo método de inducao.



Seja P(n) esta identidade. Queremos mostrar que P(n) é V para qualquer natural n. J4 sabemos
que P(1) é V (bem como P(2), P(3) e P(4)).

Resta-nos verificar que

a implicagao P(k) — P(k + 1) é V para qualquer k > 1:

Suponhamos que P(k) é V, isto é,

k
11 |1 21
02| |0 2

Entao,

k

k+1 k
1 |11 11| |1 2k-1 11| |1 2kl_241
2 o 2 02| |0 2 02| |0 2k+1

o que mostra precisamente que P(k + 1) também é V.

(a)

(b)

S = = = O
_ NN O O
= o O O
S O O N
_ O = = O

Se G for um grafo simples, nao havendo lacetes, entao necessariamente a = 1.

A matriz de incidéncia de qualquer grafo é uma matriz bindria. Uma vez que num grafo sim-
ples nao ha lacetes, a soma dos elementos em cada coluna da sua matriz de incidéncia é igual a
2. Entao b+c+d+e = 2, sendo portanto dois destes nimeros iguais a um e os restantes nulos.
H4 entao 6 possibilidades para os valores de b, ¢, d, e: (1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),
(0,1,0,1),(0,0,1,1). Mas também nao existem arestas multiplas, pelo que as hipéteses corres-
pondentes as trés dltimas colunas (arestas) da matriz de incidéncia terdao que ser excluidas.

Restam assim 3 hip6teses diferentes para (b, c,d, e):
(1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1).

Sao estes os valores possiveis para b, ¢, d, e no caso de GG ser um grafo simples.

Finalmente, como o grau de cada vértice é igual a soma dos elementos na linha da matriz de
incidéncia correspondente a esse vértice e o primeiro vértice de G tem grau 4, é evidente que

s6 no caso (b,¢,d,e) = (0,1,1,0) é que G tem 4 vértices de grau 3.

B 1 2k+1 -1
- 0 2k+1
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