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’ Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais cédlculos. ‘

SOLUCOES

1. Nao, pelo principio da inclusao-exclusao o nimero 115 de estudantes deveria coincidir com a soma
|A|+|E|+|L|— |ANE|—|ANL|—|ENL|+|ANENL| =52+65+53—25—16—31+ 12 = 110.
2. Iterando o algoritmo de Dijkstra obtemos:

Vértices ‘ Etiquetas temporérias ‘ Etiq. definitivas

A |0 0 (A)

B |3 (AB) 3 (AB)

C | 64A€] 5 (ABC) 5 (ABC)

D |1(AD) 1 (AD)

E | 8(APF] 7(ABCE) 7 (ABCE)

F 3 (ADF) 3 (ADF)

G 10 (ABCEG) 10 (ABCEG)

H | 10(APFH] 9 (ABCEH) 9 (ABCEH)

| 14 (ABEFHT) 13 (ABCEGI) | |13 (ABCEGI)|
J 13 (ABCEHJ) 13 (ABCEHJ)
K |12 (ABCEHK) 12 (ABCEHK)
L 15 (ABCEHKL) 15 (ABCEHKL)|

3. (a) Usando o algoritmo de Euclides:
1112 =7 x 144 4+ 104

144 =1 x 104 + 40
104 = 2 x 40 4+ 24
40=1x24+416
24 =2 x 16 +[8]

16 =2 x 8 4 0.

Portanto, mdc(1112,144) = 23 = 8.

(b) Da definigao da relagao de congruéncia decorre que

n=¢3<nec{bk+3|kecZ} e n=sbenec{8k+5|kelZ}

Basta entao encontrar um niimero natural que esteja em ambos os conjuntos. Por exemplo,
o 21:



+6 +6

+6 +6 +6

+8 +8

+8 +8

(¢) E igual ao nimero de sequéncias bindrias de comprimento n, ou seja, P(2,n) = 2".

(d) E igual ao numero de maneiras diferentes de escolhermos o conjunto das n entradas onde
vamos colocar os zeros (os uns ficam automaticamente colocados nas restantes n posigoes),

ou seja,
|
C@nn) = 2

n!n!
() Como (1+1)" = X0 (1), entdo
2013
—\r 0 2014 '
4. Calculo da fungao de desencriptagao:
q=f(p)=Bp+4)mod 23 & g=33p+4 & q—4=33p <& 8(¢—4) =up
Portanto, f~1(q) = 8(¢ — 4) mod 23. Logo:
Y(E '(4)=0mod 23=0=A
1(10) =48 mod 23 =2=C
1(16) =96 mod 23 =4 =E
1(6) =16 mod 23 =16 =R
(
( (

(B
L)
~(R)
~H(G)
(N)
)

1(12) =64 mod 23 =18 =T
1(5) =8 mod 23 =8 =1I.
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Mensagem original: ACERTE]I !

5. O uso do principio da multiplicagdo nao estd correcto pois as segundas escolhas sao feitas num
conjunto que contém elementos que pertencem também ao conjunto onde sao feitas as primei-
ras escolhas, o que significa que este processo de contagem conta varias comissoes mais do que
uma vez. Por exemplo, se a combinacdo de homens escolhida inicialmente for {H;, Hy, H3} e
de seguida escolhermos { Hy, H5} obtemos a comissao { H1, Ha, H3, Hy, H5}; mas a escolha inicial
{H1, Hy, Hs} e depois {Ha, H3} resulta na mesma comissdo pelo que nao deveria ser contada

novamente.

6. Em qualquer arvore com n vértices, > . ; g(v;) = 2(n — 1), onde cada g(v;) > 1. Logo, em G,

8

> g(vi) = 14.

i=1



(a) (i) Falsa, pois Y7 2 =2x 8 = 16.

(ii) Falsa, pois nesse caso E§:1 g(vi) > 54546 = 16.
(ili) Falsa, pois nesse caso S5, g(v;) > 8 + 7 = 15.
)

(iv) Verdadeira, pois existe uma &rvore com oito vértices, dois de grau 4 e seis de grau 1:

(b) Seja x o ntimero de vértices de grau 3 e y o nimero de vértices de grau 1. Entao

Jz+y=14
T+y=28.

Resolvendo o sistema obtemos x = 3 e y = 5 que corresponde a arvore

)
)

. V2R

7. Uma possibilidade para o escrutinio final é 7 votos no candidato A, 3 votos em branco (B), 0 votos

8.

no candidato C, 10 votos no candidato D, 5 votos no candidato E e 10 votos no candidato F, que
esquematicamente podemos representar por (7, 3, 0, 10, 5, 10) . Assim, o que se pretende contar é
o nimero de maneiras diferentes de distribuir 35 elementos indistintos (os votantes) por 6 “caixas”
distintas (os 5 candidatos e o voto em branco). Trata-se entdo da contagem de multiconjuntos.

Por exemplo, o escrutinio referido corresponde ao multiconjunto
{7-A,3-B,0-C,10-D,5- E,10- F}.

Assim, o numero total de escrutinios é igual ao nimero de combinagbes com repeticao de 6

elementos, 35 a 35:

_ 40!
C(6,35) = C(40,35) = o=

= 658008.

(a) Vejamos primeiro um exemplo concreto do tipo de permutagoes (passwords) que queremos
contar: quantas passwords de comprimento 4, formadas com as letras A,B, C, tém um A,
dois B'se um C 7
Escrever uma password destas significa escolher o lugar onde colocar o A (temos C(4,1)

maneiras distintas de fazer isto) e escolher depois, entre os trés lugares restantes, os dois



onde colocar os B’s (temos C/(3,2) maneiras distintas de o fazer). Claro que depois ji nao
temos mais nenhuma escolha: colocamos o C no lugar sobrante. Em conclusao, o niimero
total é igual a

4!

C(4,1) x C(3,2) = 5 = 12.

E agora evidente que no caso geral de permutagoes de comprimento n, formadas com as

letras A,B,C, com r A’s, s B’s e t C’s, o nimero é dado por

n! (n—r)! n!
Cln,r) x Cln—r,8) = (n—r)lr! . (n—r—s)!s! TSl

Temos entao que resolver a inequacao

n!

rlslt! —

para o menor valor de n = r + s + t. Por tentativa e erro: n = 4 nao é claramente solucao,

mas n = 5 é, basta fazer dois dos trés nimeros 7, s,t iguais a 2 e o outro igual a 1:

5! 5 x4 x x3
= =30 > 27.
21211! 2 -
|
Neste caso, o nimero de passwords € igual a ™ comn = 3r. Portanto, n é multiplo de 3

(rh)3

> 27 tem entao como menor solucao n = 6 (donde r = 2).

!

e a inequacgao




