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’ Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos. ‘

SOLUCOES

1. (a) Sim, pois é conexo e nao tem ciclos.

(b) Sim, pois como provamos nas aulas, toda a arvore é um grafo bipartido. Neste caso, a arvore

corresponde ao seguinte grafo bipartido:

Q@ © 3

® @ ®@ © ©

(c) Nao. De facto, pela relagao entre os graus dos vértices e o nimero a de arestas num grafo, e

sabendo que, numa arvore, a + 1 é igual ao ntimero de vértices, tem-se:

9

3 g(vi) =20 =2(9 — 1) = 16.

i=1

Se dois desses graus forem iguais a 5, esta identidade é impossivel:
7 7
16 = 10—1—29(%) &6 = Zg(vi) >7 M
i=1 i=1

2. Pela féormula do binémio de Newton,

7 7 7 7 7
(x+y)" =2 +7 2% + <2>x5y2+ <3>x4y3—|— <4)x3y4+ <5>x2y5—|— <6)xy6+y7'

Basta calcular . . - .
= " — 21 = — = 35
(2) 51 2! ¢ (3) A1 3]

pois, por simetria, (D = (;), (g) = (;) e (g) = (I) = 7. Assim,

(x+y)" =27+ 7 28y + 21 2%y + 35 2ty® + 35 23yt + 21 2% + 7 2® + 4"
3. Calculo da funcao de desencriptacao:

g=f(p)=8p+2)mod 23 & g=238p+2
& qg—2=938p
= 3((]—2)523])

pois 3 é o inverso de 8 em Zgg: 3 x23 8 = 1. Portanto, f~!(¢q) = 3(¢ — 2) mod 23.



4.

Entdo, f~1(L) = f~1(10) = 3 x 8 mod 23. Logo,

f~Y(L)=1=8B.

Quanto as outras letras:

fFHP) = f71(14) = (12 4+ 12 + 12) mod 23 = 13 = O.
FHX) = f7121) = (19 +19 + 19) mod 23 = 11 = M.
) =f12)=3x0mod 23 =0= A.
fYG) = f16)=3x4mod 23=12=N.

Mensagem original: BOM ANO!

(a) Cada aresta é definida por um conjunto de dois vértices {v;,v;} (i,5 € {1,2,...,47}, i # j).

Assim, o nimero de arestas é igual ao nimero de subconjuntos de cardinal 2 do conjunto

{1,2,...,47}, ou seja, o numero de combinagoes sem repetigao
C(47,2) = an 47 x 23 = 1081
45120 B '

(b) Pela férmula do binémio de Newton,

2019

Z <20‘19> — (1 41)2019 — 92019,
i

=0

(¢) Uma vez que 30 = 2 x 3 x 5, entdo mdc(k,30) = 1 se e s6 se k nao é divisivel por 2, nem por

3, nem por 5. Assim
{keN:1<k<10*mde(k,30) =1} = {1 <k <100: 21k, 31k, 51 k}.

Denotemos o conjunto dos primeiros 100 nimeros naturais por [100]. Designando o conjunto
{k € [100] | k é divisivel por i} por A;, para i = 2,3,5, o numero pedido dos inteiros positivos

inferiores ou iguais a 100, nao divisiveis por 2, 3 e 5, é o cardinal de
([100] ~ A2) N ([100] ~ A3) N ([100] \ A5) = [100] \ (A2 U A3 U As5).

Bastara entao calcular |[AoUA3UAj5|, o que pode ser feito pela formula do Principio da Inclusao-

Exclusao:
|A2 U Ajg UA5| = (|A2| + |A3| + |A5|) — (|A2 ﬂAg’ + |A2 ﬂAg,’ + |A3 OA5‘) + |A2 N As ﬂAg)‘.

Claro que

100 100 100
|Ag| = LTJ =50, [A3| = LTJ =33, |45| = LTJ = 20.

Uma vez que, como 2, 3 e 5 sdo primos, sao primos entre si dois a dois, o cdlculo das parcelas

restantes também é simples. Por exemplo,

Ay N As = {k € [100]: 2 | k,3 | k} = {k € [100]: mmc(2,3) | k} = {k € [100]: 6 | k},



donde
100

|A2 N As| = | 5

| =16.
Continuando:

100 100 100
Ay NAs| =|—=] =10, [AzNAs|=|—-——=] =6, |[AeNA3NAs|=|-=]=3.

Em conclusao,
|A2 U A3 U As] = (50 +33+20) — (16 +104+6) +3 =74

pelo que o resultado final sera 100 — 74 = 26.

S&o os numeros do tipo
2Xx3x5H, 2x3IxT7, 2x3x11,...

que se podem formar com todas as combinagoes sem repeticao dos cinco primos 2, 3, 5, 7, 11,

trés a trés. Portanto, o seu ntimero ¢é igual a

5!

C5.3) =53 =

10.

No caso em que os trés factores nao sao necessariamente distintos é evidente que as possibili-

dades de configuracao serao dadas pelas combinagoes com repeticao:

— 7! 7xX6 X5
0(5,3)20(7,3):4!3!: 359 = 35.

Teremos primeiro que colocar uma bola em cada caixa para nenhuma fique vazia. Como as

bolas sao todas iguais, s6 temos uma maneira de fazer isso:

C3 C4q Cs

C1 C2

Portanto, o problema equivale a distribuir as 3 bolas restantes pelas 5 caixas, com total liber-
dade. Cada uma dessas distribui¢goes é uma combinagdo com repeticdo, de comprimento 3,
formada pelas 5 etiquetas das caixas, pois colocar as 3 bolas corresponde a escolher o multi-

conjunto das etiquetas das 3 caixas onde sao colocadas. Por exemplo, a distribuicao

C1 C2 C3 Cq

Cs

corresponde ao multiconjunto {cg, c3, c3}. Portanto, o nimero total é igual a

— 7! 77X 6 x5
0(5,3)20(7,3):4! Ty = 35.




