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7. O Teorema Egregium de Gauss

Estamos agora em condicdes de provar uwm dos teoremas mais importantes do século
XIX. Os matemdticos no final do século XVIII, como Euler e Monge, jd usavam a cur-
vatura Gaussiana, mas somente como produto das curvaturas principais da superficie.
Como cada uma delas depende da sequnda forma fundamental, ou seja, do modo par-
ticular como a superficie S estd mergulhada em R3, ndo existe nenhuma razio aparente
para supor que o produto das curvaturas principais € intrinseco a S. A descoberta de
Gauss, publicada em 1827, de que o produto das curvaturas principais sé depende da

geometria intrinseca da superficie revolucionou a geometria diferencial.

Ao longo desta seccao, para tornar menos pesada a escrita das féormulas, dada uma

aplicacdo o : U — R? suave, usaremos as notacoes

Jo Oo 0% 0?0

— Oy = —,Opp = ——, Ogy = ———, etc.
oz’ Y oyt 022" Oxdy

Op =
Exemplo 7.1. Sejam
S = {($7yvz) ERS | $2+y2 < 1,,2:0},

Sp={(z,y,2) R’ |2® + ¢ < L,z = 2® + ¢}

e f: 8 — Sy definida por f(x,y,0) = (z,y, 2> + y?).

Denotando o aberto {(z,y) € R? | 22 + 4?> < 1} de R? por U, o1 : U — S, definida
por o1(z,y) = (z,y,0), é uma parametrizagao global de S, enquanto o9 = f ooy é uma

parametrizagao global de S3. Como

091 (1 4) = 991 1 ) =

%( ) ) (LOaO)v ay (:L‘, ) - (07170)7
Ooo 0oy

—_— 1,0,22z), — 1,2
5 (020) = (1,0,22), 58w, y) = (0,1, 2),
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entao
El(:l:?y) = 1,F1(x,y) = 07 Gl(xvy) = ]-7

Eo(z,y) = 1+ 422, Fy(z,y) = day, Go(z,y) = 1 + 432,
pelo que f nao é uma isometria.
Exemplo 7.2. Sejam agora
Ty ={(z,y,2) €R® |y =0, |z| < m/2},
Ty = {(z,y,2) € R3 | 2? + > =1,y > 0}

e g: Ty — T definida por ¢(z,0,2) = (sinz, cosz, z).

Tomando o aberto U = {(z,2) € R? | |z| < 7/2}, a parametrizacio global de T,
o1 : U — R3, dada por o1(z,2) = (z,0,2), e a correspondente parametrizacio global

o9 = go o] de Ty, temos

oleat . Ooy _

%(1"’2) - (Oa 1a0)7 Oz (337 Z) - (070’ 1)7
80’2 - . 802 -
%(x,z) = (cosx, —sinz, 0), E(m,z) =(0,0,1),

El(ajv Z) = 17F1(337 Z) = O,Gl(IL‘,Z) =1,
Es(z,z) =1, Fy(z,2) = 0,Ga(x, 2) = 1.

Assim, neste caso, g é uma isometria.

Por outro lado,

0o ool 0o
a2 (7) = 55 (#.2) = 55 (2,2) =0,

0?0 . 0?0 9?0
W;(w,z) = (—sinz, — cos z,0), 8968221(‘%,,2) = g;(x, z) =0,
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Ny, (z,y,2) = (—sinz, — cos z, 0),

donde
el(xVZ) = fl(xaz) = gl([E,Z) =0

20'
62(1‘,2) = —(Noy (7,9, Z)’aal‘;((ﬂ,z)) =—-1#0.

Portanto, g nao preserva a segunda forma fundamental apesar de ser uma isometria.

No Exemplo 7.2, temos uma folha de papel plana 77 que é transformada em metade
de um cilindro T5. A folha foi simplesmente arqueada, tendo-se somente modificado a
sua relacdo com o espaco ambiente R3. Este facto é descrito pelo seguinte: a primeira
forma fundamental nao foi alterada; a segunda forma foi alterada.

Dizemos que a primeira forma fundamental de uma superficie S descreve a geometria
intrinseca de S e que a segunda forma fundamental descreve a geometria extrinseca de
S.

A aplicacdo dg : S x S — R, tomando para ds(p1,p2) o infimo dos comprimentos
das curvas v : [0,1] — S tais que ¥(0) = p1 e ¥(1) = pa, chama-se distancia intrinseca
da superficie S. Trata-se, de facto, de uma métrica em S (cf. [8], Prop. 413).

E evidente que uma isometria preserva sempre a distancia intrinseca. Contudo
podera nao preservar a distancia “extrinseca”, como acontece no exemplo acima: sendo
d a distancia euclidiana de R*, dados p1,ps € T1, ndo é verdade que d(g(p1), g(p2)) =
d(p1,p2). Por outro lado, a transformagao f do Exemplo 7.1 (na qual a superficie Sy
foi transformada em metade de uma esfera) altera a geometria intrinseca da superficie,
ou seja, a sua primeira forma fundamental, como vimos. Note que neste caso existem
pontos p1,pe € S1 tais que dg,(f(p1), f(p2)) > ds,(p1,p2). O facto de g preservar a
curvatura de Gauss nao é acidental. O Teorema de Gauss, que provaremos em seguida,
mostra que a curvatura de Gauss é invariante por isometria.

Para demonstrar este resultado classico fundamental necessitamos de introduzir os
chamados simbolos de Christoffel. Seja ¢ : U — S uma parametrizacao de uma superficie

regular S. Consideremos ainda o referencial
do do
—(q), —(q9), N
(5o 5 @ N}

definido em cada ponto p = o(q) da superficie S. Existem fungoes F;k, i,5,k = 1,2,
Ll,LQ,ZQ,Lg,(Ii]’, 1< Zvj < 2 tais que

Ope = Dhoe+ F%lay + LN

0wy = Tipop+T5o, + LaN

oy = D30, +T30,+ LoN (7.2.1)
Oyy = D904 +T350,+ L3N

Ny = a0, + a0y

Ny = a120x+a220y.
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As fungoes F;'-k dizem-se os simbolos de Christoffel de S relativamente a parametri-

zagao o. Note que

L = (0|N) =,

Ly = (o4|N)=f, (7.2.2)
Ly = Ly=/,

Ly = (oyw/N)=g.

Como 04y = 0y € 05,0y, N sao linearmente independentes,
i 1 s
12="Lg, 1=12

Lema 7.3. Os simbolos de Christoffel de uma superficie S relativamente a uma pa-
rametrizacao o estao relacionados com a primeira forma fundamental pelas sequintes

igualdades:

I'yE+THLF = E,,
' F+T%HG =F, — 3B,

IL,E+T3,F = F, — 1G,,
I, F +T3,G = 1G,,

{ [LE +THF = 3By,

I'ly + T3, = (log VEG — F?),,.

Demonstracao: As primeiras seis sao imediatas de (7.2.1):

e '\ E +THF = I'y(0s]ox) + T (0yloe) = (T}ow + TFi0ylow) = (0welow) =
10 2_1p
59z l0z[|” = 3 B

hd F%lF + F%lG = Fh(UHUy) + F%l(ayby) = (Um|f7y) = a%(am‘ay) - (Ux,ary) =
F,—1E,.

b F%zE + F%ZF = F%Q(Um‘ax) + F%Q(Uy‘afc) = (UJCy‘Ux) = %aQHUxHQ = %Ey'
b F%QF + F%2G = F%Q(Uﬂay) + F%2(0y’0y) = (ny|0y) = %@HayHQ = %Gx-

o TpE +T5,F = Ty(os]os) + I3h(oylow) = (oyylow) = a%(”y‘am) — (oyloye) =
Fy — 3G,.

o ThF +T5,G = F%z("ﬂay) + F%z(aylay) = (oyyloy) = %ayHUyHQ = 5Gy.



142 SUPERFICIES EM R3

As duas 1dltimas sao consequéncia das anteriores; provemos a primeira delas (a outra

pode provar-se de forma anédloga):

(EG - F*, = EG,+ E,G—2FF,
= 2B(T},F 4+T1%,G)+2G(I'E +T% F) - 2F(T{,F +T%,G +T},E +T%,F)
= 2EGT%, +2EGTY, — 2F*(T1, +T%,)
= 2(EG — F?)(T{, +T%,).

Entao

EG — F?)
I, +T%, = (BG=F)s _ (log vV EG — F2), .

2(EG — F?)

Resolvendo cada um dos trés primeiros sistemas do Lema 7.3, relativamente aos

simbolos de Christoffel, obtemos:

[l _ GB:2FFuiFBEy pp _ 2BF,—EE,~FE,

1 = 2(EG—F?) ’ 11 2(EG—F?) ’
rl _ GBy—FG, 12 _ BG.—FB,

12 = 2(EG-F2)° 12 = 2(EG—F?)’

(7.3.1)

[l _ 26F,-GG,—FG, g _ EGy—2FF1FG,

22 2(EG—F?) ’ 22 2(EG—F?) )

1 _ 7l 2 _ 12
FQl - F127 F21 - F12'

Isto mostra que os simbolos de Christoffel s6 dependem de E, F, G e das suas derivadas,

pelo que sao invariantes por isometria, pelo Teorema 5.2.

Teorema 7.4. [Teorema Egregium de Gauss] A curvatura de Gauss € invariante por

isometria.

Demonstracao: Decorre de (7.2.1) e da defini¢do da matriz de Weingarten na pagina

123 (nomeadamente da igualdade N, = ai20, + azoy) que

Opzy = (I’haw + F%lay +eN)y
= thax + F%lyay +eyN + Fhaxy + F%layy +eN,
= T'i,00+TT,00+e,N +
I (Tlg0s + D0y + fN) +
31 (Fa00z + T5h0y + gN) +
e(ai20, + azoy)
= (T 11y T [Ty + 50y + earz)oq +
(F%ly + r11r22 + T3 T3, + ean)oy +
(ey +T1if +T519)N,
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Ooye = (Fla0s +Thhoy + fN).
= T19,05 + 39,0y + foN + Ti9000 + T5y0ye + fN,
= Tipu0u + T390, + fuN +
Iiy(T10, + %0, +eN) +
I35(F3100 + T510y + fN) +
flanog + azldy)
(Pigg + T1olty + TTol's; + fai1)o,
(TTay + T1ol5) + T5ol'3; + fazi)oy,
(fo +Tiae + THf)N

+
_|_

Como 04y = Ozyz € 05,0y, N sao linearmente independentes, podemos concluir que
(TTh)y + Tl + T1T5 + eazs = (T75)z + TioTTy + Tisl3y + faa,

ou seja,
(T)e — (TF1)y + TiplTy + I3 — T T, — THT3, = asse — fan.

Consequentemente, da definicdo da matriz de Weingarten na pagina 123,

fF —gE el — fE
(Tla)e — (Ti1)y + Tl + THl'% — I — TS, = “Ea_p2¢Tt fEG .
p 91
EG — F?
= FK.

De modo andlogo, das igualdades oyys = 0yzy € Nyy = Ny, € possivel formular FK e
GK em fungao dos simbolos de Christoffel e das suas derivadas, logo, por (7.3.1), em
funcao de F, F, G e das suas derivadas. Como as fungoes F, F, G nao se podem anular
simultaneamente, podemos concluir que a curvatura de Gauss K de uma superficie
regular s6 depende das funcées E, F, G e das suas derivadas sendo, assim, invariante por

isometria. ]

Como as defini¢oes de ponto eliptico e de ponto hiperbdlico sé dependem da cur-
vatura de Gauss, uma isometria transforma pontos elipticos em pontos elipticos e pontos
hiperbdlicos em pontos hiperbdlicos.

O mesmo nao acontece com os pontos planares e parabdlicos. Com efeito, as nocoes
de ponto planar e ponto parabdlico nao sao invariantes por isometria: dependem nao
86 da primeira forma fundamental da superficie, mas também da segunda forma fun-
damental. Por exemplo, a isometria ¢ do Exemplo 7.2 transforma pontos planares em

pontos parabdlicos (Exercicio 7.2).
Exemplos. (1) A parametrizacio o : R? — R? do cilindro, definida por

o(u,v) = (cos(u/a),sin(u/a), av),
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pode ser vista como um difeomorfismo entre o plano e o cilindro. Como vimos na Seccao
5, em ambas as superficies E = G =1 e F = 0 pelo que ¢ é uma isometria. Por outro

lado, o nao preserva nem a segunda forma fundamental nem a curvatura média.

(2) Temos agora outra justificacao para o facto observado na Secgao 5 de que néo existe
nenhuma isometria entre uma esfera e um plano: a curvatura de Gauss de uma esfera é
diferente de zero, enquanto a de um plano é nula. Aqui reside a razao fundamental pela

qual qualquer mapa plano de qualquer regiao da Terra distorce sempre as distancias.

(3) O helicéide (Exercicio 3.9), parametrizado por
helicoideg (z,y) = (ay cosz, aysinz, bx),
é isométrico ao catendide (Exercicio 4.2), parametrizado por
catenoidesc(x,y) = (ccosx cosh(y/c), esinz cosh(y/c),y),

pois estas duas superficies sao o estado inicial e o estado final de uma deformacao entre

superficies (minimais) isométricas. Com efeito, para cada t € [0, 7/2], seja
helparacat,(x,y) = cost(sinhysinx, — sinh y cos x, z) + sin t(cosh y cos x, cosh y sin x, y).
E ébvio que
helparacaty(z,y) = helicoide 1 (x — m/2,sinhy),
helparacat, jo(w,y) = catenoidey (x,y).

E ainda facil verificar que a primeira forma fundamental de helparacat; é dada por
Et(':va y) = Gt(l', y) = COSh2 Y, Ft(x7 y) = 0’

sendo pois uma fungao (de t) constante. Isto mostra que a sequéncia de superficies
helparacat;, 0 < t < /2, é uma deformacao do helicéide para o catendide tal que
helparacaty é uma reparametrizagdo de um helicéide, helparacaty , é um catendide e
cada helparacat; é uma superficie isométrica a helparacaty. Assim, em particular, o

helicéide é isométrico ao catendide.

Por outro lado, como a segunda forma fundamental, que é dada por

et(x,y) = _gt(fE,y) = Sint7 ft(x7y) = COStv

nao é funcio constante de t, a imersao de helparacat; em R? depende de t.

As figuras seguintes mostram sucessivos passos da deformagao t — helparacat;.
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Gauss. Existem, contudo, difeomorfismos que preservam a curvatura de Gauss mas nao

(4) O Teorema de Gauss estabelece que cada isometria preserva sempre a curvatura de
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sao isometrias. Um exemplo classico de um tal morfismo é a aplicacao ®, definida por

®(aycosz,aysinz,blogy) = (ay cos z, ay sinx, bx), da superficie de um funil

parametrizada por (x,y) — (ay cosz,aysinz,blogy), para o helicéide

e
S
l“\s‘\\\\\\\\:%}t}}\\\
g

N
T
Yl

parametrizado por (z,y) — (aycosz,aysinx, bx).
Calculando a curvatura de Gauss de ambas as superficies chegamos ao mesmo resul-

tado
b2

b2 + a?y?’
Portanto, ® é um difeomorfismo que preserva a curvatura de Gauss. Contudo, ® nao é

K(.Z',y) -

uma isometria, porque, no caso do funil,

b2
E= (x,y) = a2y2?F($7y) = O,G(l’,y) = CL2 =+ ?

e, no caso do helicéide,

E(z,y) = b+ a*y? F(z,y) = 0,G(z,y) = a*.
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Isto mostra que o reciproco do Teorema de Gauss nao é valido.

(5) Como observamos no Exemplo 6.4(6), qualquer rotagao em torno do eixo OZ da sela
de macaco preserva a curvatura de Gauss. Pode ser verificado que somente as rotagoes
de um angulo multiplo de 27/3 sao isometrias. Este exemplo também mostra que o

reciproco do Teorema de Gauss é falso.

Exercicios

7.1 Seja v(t) = (p(t),0,%(t)), t € I, uma curva regular. Suponhamos que ¢(t) > 0 para
qualquer t € I. Determine os simbolos de Christoffel da superficie de revolugao gerada

pela curva ~.

7.2 Mostre que a isometria g do Exemplo 7.2 transforma pontos planares em pontos parabo-

licos.

7.3 Mostre, usando o Teorema Egregium de Gauss, que as seguintes superficies regulares nao
sao localmente isométricas duas a duas:
(a) O plano.
(b) A esfera.
(c) A superficie {(z,y,2) € R? | 2 = 2% — y?}.






