Ano lectivo 2006/07 Exame de Geometria Diferencial

5/7/07

Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos ‘

Duragao: 2h30m

1. Determine:

2 2
x
(a) Uma parametrizagdo da curva de nivel definida pela equagao cartesiana T + % =1

(b) Para a espiral logaritmica v(t) = (el cost, e’ sint), o angulo em cada t entre o vector

~(t) e o vector tangente a v no ponto 7(t).

(c) Uma reparametrizagao por comprimento de arco da hélice y(t) = (e cost, e’ sint, e?),
teR

(d) O comprimento de arco da cicléide y(t) = 2(t — sint, 1 — cost) correspondente a uma

revolucao completa da circunferéncia que a gera.
yolucao

2. Sejam 7, a, b, ¢ constantes reais, com r # 0, e considere a curva v : R — R3 definida por
v(t) = (rcost,rsint,asint + bcost + c).
(a) Prove que 7 é uma curva plana.

(b) Sera possivel que y(R) seja circular?
[Solucao]
3. Considere o conjunto S = {(z,y,2) € R? | y3 +y — 42 = 0}.

(a) Mostre que S é uma superficie.

(b) Determine os pontos de S onde o plano tangente é paralelo & recta definida pelas

equacoes ¢ =0, y = 2.
[Solugaol
4. Seja
o: Rx(-mnm) — R3
(u,v) — (cosw,sinv,u)
uma parametrizacio do cilindro C' = {(z,y,2) € R® | 22 + y? = 1} e seja P a superficie

plana {(z,y,2) € R® | x = 1,—7 < y < 7}. Considere o difeomorfismo f : C — P que a

cada ponto o(u,v) do cilindro faz corresponder o ponto (1,v,u) de P.

(a) Mostre que f é uma isometria.
(b) Qual é a distancia, em C, entre os pontos <§, —@, —2) e (—%, @, 3)? Determine
uma parametrizacao de uma curva em C, com esse comprimento, que os una.

[Solugad|



5. Seja v : (0,1) — R3 uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco, cuja
curvatura nunca se anula, e considere a superficie S, parametrizada por
o: (0,1) x(0,1) — S,
(s, u) — (s) +uTy(s).

(a) Prove que, para cada sp € (0,1), todos os pontos o(sg,u), com u€ (0,1), admitem o

mesmo plano tangente.

(b) Seja p = o(s,u) um ponto arbitrario de S,. Mostre que K(p) =0e H(p) = 2;—7{(8()5)
gl
Classifique os pontos de §,.
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Ano lectivo 2006/07 Exame de Geometria Diferencial

5/7/07

Sugestao de resolugao ‘

22
1. (a) Numa parametrizacao y(t) = (y1(t),72(t)) da elipse {(CE y) € R? | % = 1} as

componentes 71 € 2 terdo que satisfazer

(para todos os valores de ¢ no intervalo onde a curva esta definida). Como

(2cost)? n (3sint)?
4 9 ’

1 =cos’t +sin’t =

uma solugao ébvia serd 71 (t) = 2cost e y2(t) = 3sint.
(b) Sendo 6(t) esse angulo, temos
_ @ 1T®) _ (@) [V (@)
/0 = Thel T ool

((etcost,elsint) | (ef(cost — sint),el(cost + sint)))

et(et\/2)

o2 V2

NN
Portanto, 0(t) = 7.

(c) Como +'(t) = (e cost — et sint, el sint + el cost, e'), entdo
|7/ ()||* = e*(cost — sint)? + e*(cost + sint)? + e = e + *' + * = 3e?.

Portanto, a fungao comprimento de arco a partir de v(0) = (1,0,1) é dada por

0= [ IV @ldu= [ Vet du=vBIelizh = Vi (e - ).

Trata-se de uma fungao estritamente crescente. Como limy_,; s(t) = 400 e limy—, o s(t) =

3, entdo s(R) = (—v/3,4+00) e s : R — (—+/3, 4+00) é uma bijecgdo. Determinemos

a sua funcao inversa. Como
V3(e —1 :u@et:u+1@tzln<u+1>,
( ) 7 7

entdo s !(u) =1In (% + 1).

Finalmente, a composicao v o s~

: (—V/3,+00) — R é a reparametrizacio por com-

+1).

primento de arco pedida:

1+ 1)), (-2 + 1) sin(ln(—=

\/g \/§+1))7

SIE

(yos H(u) = <(\/§ +1) cos(ln(%



(d) O parametro t na parametrizacao y(t) = 2(t—sint, 1 —cost) da cicléide corresponde ao
angulo de rotacao da circunferéncia geratriz desde o inicio do seu movimento. Assim,
uma revolugao completa corresponde a t € [0,27]. Como +/(t) = 2(1 — cost,sint),
entdo ||7/(t)||?> = 4(2 — 2cost) = 8(1 — cost). Mas

t t t t t t t
cost = cos <2—|—2> —c052§—sm2§ —cos2§— (1—(:032 2) :2(:0525 — 1,

pelo que [|[7/(t)[2 =8 (2 —2cos® L) =16 (1 — cos® §) = 16 sin® £.

Entao o comprimento de arco é igual a

21 t t t=2m
/ 4sin —dt = [8 Cos ] = 16.
0 2 2]

(a) Calculemos a torsao de :

() = '(®).2"(1). "] _ (&) AY"(#) [ (1))
17/ (8) Ay ()2 17/ (8) A" ()12
Como
7' (t) = (—rsint,rcost,acost — bsint),
v'(t) = (—rcost,—rsint,—asint — bcost)
7"(t) = (rsint,—rcost,—acost + bsint),

entdao 7/(t) A" (t) = (=br, —ar,r?). Portanto,

((=br,—ar,r?) | (rsint, —rcost, —acost + bsint))

T’Y(t) = ”( = 07

“br,—ar, )P

0 que garante que 7 é plana.

(b) Sendo v uma curva plana, a sua imagem serd uma circunferéncia se e s6 se a sua

curvatura for uma fungao constante, ndo nula. Determinemos entdo - (t):

() Ay O] _ VP a
&P @P

(r2 + a2 cos2 t + b2sin®¢t — 2abcostsint)s

Ky(t) =

E entdo evidente que, por exemplo, sempre que a = b =0e r # 0, ky(t) = ( 223 = %
re)2
é

e, consequentemente a imagem de v é uma circunferéncia de raio r. Em conclusao,

possivel que v(R) seja circular.
(Nota: se quisermos determinar exactamente todos os valores de r, a, b, ¢ para os quais
a imagem de vy é uma circunferéncia, bastard determinar quando é que a derivada de

k~ € a funcdo nula e simultaneamente £, nao se anula.)

(a) S ={(z,y,2) €R® | y> +y—42 =0} = f~1({0}), onde f : R® — R é a funcio suave
dada por f(z,y,z) = y* +y — 42. O gradiente V(z,y, 2) de f no ponto (z,y,2) é o
vector (0,3y% + 1, —4), que nunca se anula, pelo que 0 é um valor regular de f. Isto

mostra que S é uma superficie.



(b)

Como o espaco vectorial tangente em cada ponto p € S é dado por < V¢(p) >~ entdo
o plano tangente em p = (p1, pe2, p3) serd paralelo & recta x = 0, y = z precisamente
quando o vector V¢(p) for ortogonal & recta = 0, y = z, ou seja, quando o vector

V¢#(p) for ortogonal ao vector (0,1,1). Isso acontece quando
((0,3p3+1,-4) [ (0,1,1)) =0« 3p; —3 =0« ps = 1.

Portanto, o plano tangente é paralelo a recta definida pelas equagoes x = 0, y = z nos

pontos (p1,+1,p3) de S, ou seja, nos pontos (p1, 1, %) e (p1,—1, —%), p1 € R.

Os mapas

3 — R?

— (cosw,sinv,u)

w\a
vl

o: Rx(-mmn) — R3 X (—
u,

(u,v) — (cosw,sinv,u) (

~—

v

constituem um atlas de C' e a sua primeira forma fundamental é a matriz identidade.

De facto:
Oo oo

%(u,v) = %(u,v) =(0,0,1),
oo 06 )
%(u,v) = %(u,v) = (—sinwv,cosv,0),
donde
E(u,v) = E(u,v) = ((0,0,1) | (0,0,1)) = 1,
F(u,v) = F(u,v) = ((0,0,1) | (= sinv,cosv,0)) =0

G(u,v) = G(u,v) = ((—sinwv, cosv,0) | (—sinv,cosv,0)) = 1.

Por outro lado, (f o 0)(u,v) = (f 0 5)(u,v) = (1,v,u) tém também como primeira
forma fundamental a matriz identidade. Logo, f é uma isometria.

Se.]a‘m A= f(i’_i 2) = f(O'(—27—£)) = (17_%7_2) e B = f( 27 {73) =
f(o(3,%)) = (1,%,3). Como f é uma isometria, o comprimento do caminho mais

) 3 b
curto em C' entre os pontos (i,—i —2) e (—%, @,3

na superficie plana P, isto é, a | B — A|| = ||(0, 2X,5)|| = y/(}F)% + 25. O caminho

) é igual & distancia de A a B

’ 12
mais curto em P ligando A a B é o segmento de recta

M) =A+tB - A) = <1 —f+ t —2+5t> teo,1],

pelo que o caminho mais curto em C' ligando (g, _2 —2) a (—3,%,3) é a curva

parametrizada por

_ _ m 117
/72(t) = f 1(71(t)) = f ! la —— + ta -2+ 5t
1712
= 2451, -1 4 12T,
-7 T4 T 12

T 11w T 1lxw
= —— 4+ —1t),sin(—— + —1t),—2 + 5t t 0, 1.
(cos( YREET ), sin( YT ), =2+ > € [0,1]



5.

(a)

Calculemos os dois vectores directores do plano tangente a S, num ponto genérico

o(s,u):
07 (su) = Ty(s) +uTlls) = Ty(s) + s () Vs (s)
D) = Tfs)

Portanto, fazendo s = s, para cada u em (0,1) o plano tangente passa pelo ponto
o(s0,u) = v(s0) + uTy(s0) e tem a direcgao dos vectores T (so) + ur(s0) Ny(s0) €
T,(so). Como g—g(so,u) A ‘g—Z(so,u) = —uk(S0) B(s0), entdo esse plano é o plano
que passa pelo ponto o(sg, u) e é ortogonal a By (sg) (que nao depende de u). Apesar
dos pontos o(sg, u) dependerem de u € (0, 1), estes pontos percorrem o vector T’,(so)
de uma extremidade a outra, que é um dos vectores directores do plano, ou seja,
percorrem um segmento de recta paralelo a uma das direcgoes do plano. Portanto,
para qualquer u € (0,1), o plano tangente em o(sp,u) é sempre o mesmo: é o plano
que passa pelo ponto y(sg) e é ortogonal a B,(sg), ou seja, é precisamente o plano

osculador a curva v em ~y(sg).

Dos célculos ja realizados na alinea anterior obtemos imediatamente a primeira forma

fundamental de o:

E(s,u) = <(;Z(s,u) | ZZ(S,U))

(T(5) | T5(5)) + ki (5)* (N4 (5) | Na(5)) = 1+ uhiy (s)?,

Fsa) = (G| 560 = (16 | Ty =1
G = (Gt | 5o50)) = (T,(6) | T,(5) = 1.
Por outro lado,
do do
(s ) A o (s) = (T () AT (5)) + whs (5) (N () A T5(9))
= —uny(s) By (s)
Entao aa( A GU( )
s ) — s S, U Ju S, U _ s
Ns ) 192 (s,u) A 92 (s,u)|| By(s)
Como
0?0
@(s,u) = T0(s) +url(s) Ny(s) +ury(s) Ni(s)
= —uky(5)"Ty(s) + (ky(s) + um’v(s)) Ny (s) + ukqy(s) 7y(s) By(s),
2O'
DT (s = w9V (o)
20'
S o = 0
entao



Fom) = (i) | M) ) =0,

Finalmente,
_e(s,u)g(s,u) — f(s,u)? _
K(s,u) = B(s,u)Gs,u) = F(s,u) >
H(s,u) — E(s,u)g(s,u) —2f(s,u)F(s,u) + G(s,u)e(s,u)
) 2(E(s,u)G(s,u) — F(s,u)?)
QL0
o 2tk (s)?
_Tl8)
2u iy (s)

Portanto, S, nao possui pontos elipticos nem pontos hiperbdlicos. Para qualquer
ue (0,1),
e se 7,(s) = 0, o ponto o(s,u) é planar;

e se 7,(s) # 0, o ponto o(s,u) é parabdlico.
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