Ano lectivo 2006/07 Exame de Geometria Diferencial

20/7/07
Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais cédlculos ‘
Duracao: 2h30m

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmagoes (V: verdadeira;

F: falsa), apresentando uma justificagao breve:

(a) Rodando 90°, no sentido negativo, o vector v = (vi,vs) de R?, obtem-se o vector
(—v2,v1).

(b) Para quaisquer z,y € R3\ {0}, (z|y) = 0se e s6 se z e y sdo linearmente independentes.

(c) A curva 7, : R — R3, ¢t — (1,at?,t3), é regular para qualquer a € R\ {0}.

(d) Para quaisquer r € R e a € R, as rectas normais a curva hg, : R — R3 definida por
ha,r = (rcost,rsent,at) sdo ortogonais ao eixo OZ.

(e) 0 é um valor regular da funcdo f : R?® — R definida por f(z,y,z2) = 22 + 1% — 2%

2. Considere a curva v : R — R? parametrizada por (t) = (2t, V32, 13).
(a) Sendo t > 0, designe por s(t) o comprimento de v no intervalo [0,¢]. Calcule s(t).

(b) « é plana?

(¢) Quando é que uma curva se diz uma hélice generalizada? Nesse caso, o que é o seu

eixo ?
(d) Mostre que v é uma hélice generalizada. Qual é o seu eixo ?

3. Seja vy : (0,1) — R3 uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco, cuja

curvatura nunca se anula, e considere a superficie S, parametrizada por
o: (0,1)x(0,1) — S,
(s, u) — (s) +uTy(s).
Mostre que:

(a) Sy nao possui pontos elipticos e pontos hiperbélicos.
(b
(c

(d) Se v é uma hélice generalizada nao plana entao todos os pontos de S, sao parabdlicos.

Se 7y ¢ plana entao todos os pontos de S, sao planares.

Se < nao ¢ plana entao existe uma infinidade de pontos parabdlicos em S, .

)
)
)
)



4. Um mapa global ¢ : U C R? — S de uma superficie S diz-se conformal se a projeccao

f: S — P
(z,9,2) — (07 '(2,9,2),0)

na superficie plana P = {(z,y,2) € R® | (z,y) € U,z = 0} é conformal.
(a) Denote por E,F,G os termos da primeira forma fundamental de o. Mostre que o

mapa o é conformal se e sé se E =G e F =0.

(b) Seja o(s,u) = v(s) + ud(s), onde u € R, v : I — R3 é uma curva parametrizada por
comprimento de arco e §(s) é um vector unitario para cada s € I, uma parametrizacao
de uma superficie regrada. Mostre que o é conformal se e s6 se § é constante e o trago

de v estd contido num plano perpendicular a §. Que tipo de superficie regrada é esta?
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(¢)

(d)

' ) A" ()" (1)]

A curva « é plana se e sé se a sua torsao 7(t) = FAOIREOIE

pontos. Mas

Y (@#),7"(t),y" ()] = ((2,2\/§t,3t2) A (0,23, 6t) | ((),0,6))

_ ((6\/§ t2,—12t,4v/3) | (0,0, 6)>
= 24340

pelo que v nao é plana.

20/7/07
Sugestao de resolucao
V F
(a) O vector que se obtem é o vector (v, —v1) e nao (—wve,v1) (este
é o resultado de uma rotagao de 90°, mas no sentido positivo). -
(b) Sendo z,y # 0, entao (z | y) =0 < cos £L(x,y) = 0 < xLly. Portanto,
todos os pares de vectores x,y nao ortogonais e nao paralelos sao
exemplos de vectores linearmente independentes para os quais
(x| y) # 0. Por exemplo, z = (0,1,0) e (0,1,1) sao linearmente
independentes mas (x | y) = 1 # 0. -
() 74(t) = (0,2at, 3%) pelo que ~,(0) = (0,0,0). 2
(d) A recta normal tem a direcgao do vector normal logo tem a
mesma direc¢ao que o vector 7”(t). Como este vector é
paralelo a 7" (t) basta entdo verificar que v”(t) é ortogonal
a (0,0,1), o que é ébvio pois v”’(t) = (—rcost, —rsent,0). -
(e) E falso, uma vez que o gradiente V¢(z,y,2) de f no ponto (z,y, 2)
é o vector (2z,2y,2z), que s6 se anula em (0,0,0), mas este ponto
pertence a f~1({0}). -
2. (a) s(t) = Jo |V (u)]| du = [;(2+ 3t2) du = [2u + u?Jl = 2t + 3.

for nula em todos os

Uma curva v : I — R? diz-se uma hélice generalizada quando existe um vector unitério

u tal que a funcao definida por (T'(¢) | u), t € I, é constante. O eizo da hélice é o

vector u.

Como T'(t) = (2’22\f73i’§’t2), entao (T'(t) | u) é constante se e s6 se



1

T ((2, 2V3t,3t%) | u)

é constante, ou seja, se e s6 se ((2, 2v/3t,3t2) | u> = ¢(2 + 3t?) para alguma constante
c. Mas ((2, 2v/3t,3t%) | (1,0, 1)) = 2+ 3t2, logo basta tomar

V2 V2

2772)'

w= )

Alternativa: Pela caracterizacao das hélices generalizadas estudada, basta verificar

que o quociente

B )" ()" (1))

) _ om0 0" O] YO
w(t) el 17/ (&) Ay (@)
v

é constante, o que é simples:

(1), A"OLIY O 24v3(2+312)2

17 (&) A" ()11 (2v3)3(2 +3t2)°

Quanto ao cédlculo do eixo: sendo 1 = % = d entdao u = ¢T'(t) + V1 — ¢2B(t) onde
d 1 V2

CcC = T.‘rdz = ﬁ = 7 Portanto
2 (2,2v/31,3t?) N V2 (6v/31%, —12t,4/3) (\@ 0 \/§>
oy — == (X2 0,X2).
2 2432 2 2V3(2+312) 2 2

. Calculemos os dois vectores directores do plano tangente a S, num ponto genérico o (s, u):
s,u) = Ty(s) +uTi(s) = Ty(s) + uriy(s) Ny(s)

S(su) = Ty(s)
Portanto:

E(s,u) = <ZZ(S,U) ] Z(s,u))
= (Ty(s) | T(5)) + u?hy ()2 (No (5) | No(s)) = 1+ u’hy (s)?,

Fisu) = (G20 | 52s0) ) = (T,(6) | Ty(6) = 1.
G = (Gots.) | 5250)) = (T,(6) | Ty(s) = 1.
Por outro lado,
do Oo

g(s, u) A %(s,u) = (Ty(s) NTy(s)) + uk~(s)(Ny(s) NTy(s))
= () By(s)



Entao

99 (s u) A 92 (s, u)
Ns,u: Os ou :—B,YS.
S TP DY T R
Como
bate)
@(s,u) = T (s) +url(s) Ny(s) +ury(s) Ni(s)
= —uhy(5)° Ty (s) + (k4(s) + url(s)) Noy(s) + wrin(s) 7(s) By(s),
20
(o) = (V)
20
%(Sau) = 0,
entao
2
(s, = = (G550 | M) ) = w97, 0)
20
foa) = = () | M) o
2
g(s,u) = — <8u2(s,u) | N(s,u)> =0.
Finalmente,
_ e(svu)g(sv u) — f(87u)2 _
K(s,u) = E(s,u)G(s,u) — F(s,u)?
H(s,u) — E(s,u)g(s,u) —2f(s,u)F(s,u) + G(s,u)e(s,u)
’ 2(E(s,u)G(s,u) — F(s,u)?)
_ Uk ()74 (8)
2u?k(s)?
_ 7 (s)
2uky(s)
Assim:

(a)

(b)

()

S, nao possui pontos elipticos nem pontos hiperbdlicos, uma vez que a curvatura

gaussiana K (s,u) é sempre nula.

Se vy é plana entao 7,(s) = 0 em qualquer s € (0,1), donde H(s,u) = 0 e todos os

pontos de S, sao planares.

Se v nao ¢ plana, existe pelo menos um s € (0,1) tal que 7,(5) # 0. Para esse 5,
H(5,u) # 0 para qualquer u € (0,1), pelo que todos os pontos o(5,u) de S, com
u € (0,1), que sdo em numero infinito, serdo parabdlicos.

’ 7 . ~ . T~ (S s .
Por um lado, se v é uma hélice generalizada entao o quociente /»@A/((s)) é igual a uma
Y

constante c. Por outro lado, como 7 nao é plana existe pelo menos um s € (0,1)
tal que 7,(5) # 0, o que implica ¢ # 0. Consequentemente, 7.,(s) # 0 para qualquer

s € (0,1) e todos os pontos de Sy serdo parabdlicos.



(a)

O mapa o constitui um atlas de S e 0o mapa ¢ := f oo constitui um atlas de P. Como
5(u,v) = (6 to(u,v),0) = (u,v,0) entdo

06 06

5%%@=%L&® e 5%%@=%&L®

pelo que a primeira forma fundamental de & é igual a:

E(u,v) = ((1,0,0) [ (1,0,0)) =1,
F(u,v) = ((1,0,0) | (0,1,0)) =0,
G(u,v) = ((0,1,0) | (0,1,0)) = 1.

Como f é conformal se e sé se para alguma funcao suave A : U — R™T
E(u,v) = Mu, v)E(u,v) = Xu,v),

F(u,v) = Au, v)F(u,v) =0

G(u,v) = Mu,v)G(u,v) = Au,v)
entao o é conformal se e s6 se E(u,v) = ANu,v) = G(u,v) e F(u,v) = 0.

Como
do y do B
s —(s,u) =T,(s) +ud'(s) e %(s,u) = 4(s)

entao

E(s,u) = (Ty(s) | Ty(s)) + 2u(Ty(s) | 8'(s)) + u?(&'(s) | 8'(s))
= 1+ 2u(Ty(s) [ '(s)) +u®(5'(s) | (5))

F(s,u) = (Ty(s) | 6(s)) +u(d'(s) [ 6(s)) = (T(s) | 6(s))

G(s,u) = (3(s) | 6(s)) = lla(s)II* = 1.

Portanto, pela alinea anterior, o é conformal se e s6 se para quaisquer s € I e u € R

E(s,u) = G(s,u) o 2u(Ty(s) | 8'(s)) +u(d'(s) | §'(s)) =0
= (T (s) | 6(s)) =
{ (2T (s) + ud'(s) | &'(s)) =0, u 0
(T (s) | 6(s)) =

Entao 0’(s) = 0. De facto, se §’'(s) fosse ndo nulo entdo, da primeira condi¢ao, terfamos
¢’ (s) ortogonal a 27, (s)+ud’(s) para qualquer u # 0, o que é impossivel (sendo verdade
para um determinado u, é evidente que nao pode mais ser verdade para os restantes
valores de u). Portanto, 4 é uma fungao constante, como desejavamos provar.

Sendo ¢ unitdrio, a segunda condicao diz-nos entao que 7T (s) é ortogonal a §. Além
disso também implica, por derivagao, (N(s) | 6) = 0. Em conclusao, a binormal
B, (s) coincide, a menos de sinal, com o vector ¢, o que mostra que «y é plana e o seu
traco, estando no plano osculador, definido por 7 (s) e N,(s), estara assim num plano

perpendicular a §. A superficie é entao um cilindro generalizado.
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