A ALGEBRA DAS TRANGCAS
DOMINGOS LOPES E JORGE PICADO*

REsSUMO. Neste artigo apresentamos de forma elementar e auto-contida a demonstracao, devida
a Jay Goldman e Louis Kauffman [5], da elegante relacdo, descoberta por John H. Conway, entre
as trangas racionais e as fracgdes continuadas ( Teorema de Conway das trancas racionais). Pelo
caminho aproveitamos para introduzir o leitor nos conceitos basicos da teoria dos nds e, em

particular, das trancas. Por fim, ilustramos o Teorema de Conway com a ajuda de um jogo.

1. INTRODUGAO

<Um nd!> disse Alice, sempre pronta a ajudar, e
olhando ansiosamente.
<Oh, deixem-me ajudar a desaté-lo!>
— em As Aventuras de Alice no Pais das
Maravilhas, de LEwis CARROLL

Reza a lendd] que Alexandre Magno, um homem mais de acgao do que paciéncia, desfez o
célebre “né gérdio”a golpes de espada. Hoje em dia, os matemadticos preocupam-se também
com o problema de desatar nds, embora as suas motivacgoes e técnicas sejam bastante diferentes
das de Alexandre.

Convira comecarmos por referir que, para os matemaéticos, um nd, nao é bem o mesmo que
um né usual. Considere um pedaco de fio (idealmente sem espessura, sendo a sua sec¢do um
ponto). Dé um né nele — ou vérios, se quiser. Agora, cole as duas pontas do fio, de modo
a formar um lago com um né, sem extremidades. E isto um nd, no sentido matematico: uma
curva fechada simples em R3 (ou seja, sem pontos miiltiplos, isto é, a curva ndo pode tornar a
passar segunda vez por nenhum ponto). A curva pode ter cruzamentos: passa por baixo ou por
cima dela propria.

O né mais simples de todos é o nd trivial (Figura (1)), consistindo num simples circulo de fio,
sem nenhum né nele. Corresponde, na linguagem corrente, a ter um fio desatado, sem qualquer
né. O né seguinte mais simples é o chamado né trifdlio ou trevo (Figura [1f), no qual se d4 um
no cego no fio antes de coladas as pontas. Com nds cada vez mais complicados, podemos gerar
uma infinidade de diferentes nos.

Um outro exemplo: o né de cadeira (Figura , muito utilizado pelos velejadores, para fazer
um lago ou olho de qualquer tamanho que nao escorregue, corresponde, coladas as pontas, ao
né que os matematicos designam por nd 63 (Figuras 3| e @ O né de oito (Figura [1f), obtido
fazendo um oito no fio, é também muito utilizado pelos velejadores, como né de travagem.

*Trabalho realizado no ambito do programa Nowvos Talentos em Matemdtica da Fundagao Calouste Gulbenkian.
LA Lenda do N6 Gérdio: Quem conseguisse desatar o né (um pedago comprido de corda forte, apertadamente
amarrada em volta de um eixo de um carro de bois) estava destinado a reinar a Asia (naquele tempo, o império

Persa).



2 DOMINGOS LOPES E JORGE PICADO

O & &

FicUura 1. Os nés mais simples: né trivial, trifélio e né de oito.

&an

FIGURA 2. O n6 de cadeira (Bowline), muito facil de fixar: “o coelho sai da sua

toca (1), dda uma volta a drvore (2) e volta para a toca (3).

D &

Ficura 3. O ndé 63.

E 1til modelar os nés com corda ou fio e, como ¢é muito dificil desenhar figuras a 3 dimensoes,
representa-los por diagramas mostrando as suas projecgoes num plano, como exemplifica a
Figura [3| Tal diagrama pode ser tragado marcando o caminho da corda que se deixou cair no
chao; os pontos onde a curva estd partida chamam-se cruzamentos. E claro que as projecgoes
de um mesmo né em planos diferentes podem parecer muito diferentes. Portanto, o niimero de
cruzamentos depende do modo como se deixa cair a corda e pode ser um nimero muito grande
— mas cada né tem um diagrama com um ntmero minimo de cruzamentos, chamado numero
de cruzamento do n6. Os matematicos construiram tabelas de nés dispostos de acordo com este
ndmero, como a da Figura @ (Nenhum né pode ter menos de trés cruzamentos com excepgao
do trivial, que nao tem nenhum.)

A primeira vez que os nés foram compilados numa tabela deste géner(ﬂ foi no final do século
XIX, pelo fisico Peter Guthrie Taitﬁ, como parte de um esforgo sistematico para classificar os
nés. Até hoje sé se conseguiu tabelar todos os nds até 16 cruzamentos: em 1998 duas equipas
de matemadticos conseguiram determinar todos os nés com 16 ou menos cruzamentos [10]; sao

2Na pégina do Projecto Atractor (www.atractor.pt/mnos)) pode ver uma tabela dos nés até 9 cruzamentos,
construidos como objectos tridimensionais.
3p. Tait, On knots I, II, 111, Scientific Papers, Vol. I, Cambridge University Press, 1898, pp. 273-437.


http://www.atractor.pt/nos/
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F1cURA 4. Lista de nds com nimero de cruzamento inferior a 10. A notagao n,

de Tait indica o m-ésimo né com numero de cruzamento n.

exactamente 1701936 nds, o que dd uma ideia da complexidade da questdao. O grande problema
subjacente a elaboracao destas tabelas é garantir que os nés apresentados sao todos distintos.
Por exemplo, durante muitos anos pensou-se que os nds tabelados como 10161 e 10162 (Figura
5) eram distintos, o que s6 veio a ser refutado por Perko, em 1974ﬁ

FicurA 5. O par de Perko.

2. NOs

(...) uma confusa histéria de nds que se ddo no céu

e que por mais voltas que se lhes dé ndo ha maneira,
nenhuma maneira, de os desatar aqui na terra.

— em Aqueles tempos com Gabo,

de PLINIO APULEYO MENDOZA

4K. Perko, On the classification of knots, Proc. Amer. Math. Soc. 45 (1974) 262-266.
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Manipulando um né sem batota (ao contrario de Alexandre Magno), isto é, sem cortar o fio,
mas sim usando deformagoes continuas (em rigor, transformagoes continuas da curva fechada
associada ao né), é claro que a sua projec¢ao num plano pode tomar diversas formas; diremos
que sao todas formas (isotopicamente) equivalentes do mesmo né. Por exemplo, o né de cadeira
63 pode tomar as formas equivalentes da Figura [6
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Figura 6. O né de cadeira com varios “disfarces”, cada vez mais simples:
comeca com 8 cruzamentos e termina com 6.

Evidentemente, se for possivel manipular um né de modo a que a sua projeccao no plano nao
tenha pontos de interseccao, o né serad equivalente ao né trivial. Isso corresponde, na linguagem
corrente, a dizer que o nd se desata. Portanto, saber se um noé se desata ou nao, equivale a
saber se 0 né é equivalente ao né trivial ou nao. Por exemplo, o monstro de Kauffman [13], na
Figura |7} é um né que se desata (v. Figura .

Ficura 7. O “monstro”’de Kauffman.

Como j& observdmos, se dermos um né cego numa corda, como mostra a Figura [01, e
juntarmos as pontas, obtemos um trifélio (Figura . Imagine agora que passamos a ponta
A pelo laco, por baixo (Figura @2) E claro que o né se dissolve. Suponha agora que a ponta
passa pelo lago duas vezes como mostra a Figura [9]3. Serd que o né se dissolve se puxarmos

agora as pontas? Muitos dirao que se formara um novo né, mas nao é verdade: o né dissolve-se.
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FicuraA 8. Simplificacao do monstro de Kauffman.

A ponta terd que passar trés vezes pelo lago para que nao se dissolva. Se tentar fazer isso,
verd que obtém um trifélio (Figura @4) diferente do original: é a sua imagem no espelho (este
chama-se trifélio direito enquanto o primeiro se chama trifdlio esquerdo). O trifélio é o né mais
simples que nao é equivalente a sua imagem no espelho (a um né equivalente a sua imagem no
espelho chama-se reflexivel ou anfiquiral [14]).

Ficura 9. O trifélio e a sua imagem ao espelho.

O né anfiquiral mais simples, diferente do trivial, é o né de oito (Figura : movendo, na
Figuml7 o arco que estd a direita completamente para a esquerda (Figura 2), basta depois
rearranjar os arcos, para obtermos a imagem no espelho do né de oito (Figura 3).

FiGurA 10. O né de oito é auto-dual.

Note que na tabela da Figura [l ndo aparece a imagem no espelho dos nds que nao sao
anfiquirais. Portanto, nessa lista, quando um né nao ¢é anfiquiral, representa dois nés distintos:
ele préprio e a sua imagem. Isto quer dizer que o niimero de nods distintos até 16 cruzamentos
¢é na realidade maior do que 1701936, sendo precisamente igual a 1701936 mais o ntimero dos
que nao sao anfiquirais (este nimero também esté calculado em [10]).
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O estudo dos nés (a chamada teoria dos nds) é hoje um dos ramos mais excitantes e activos
da topologia (cf. por exemplo, [1], [2] e [6]), que lida com &lgebra, geometria, teoria dos grupos
e teoria dos numeros entre outras areas da matemdtica. Um dos problemas mais importantes
da teoria dos nés é o de decidir quando um né é equivalente a outro — em particular, quando
¢ que um dado né é equivalente ao trivial. Parece um problema, a primeira vista, simples. No
entanto, ndo o é: existem infinitas maneiras de deformar um nd, e aparentemente terao todas
que ser verificadas antes de decidirmos se dois nds sao de facto diferentes ou nao. Isto torna
a teoria dos nds complicada. Por exemplo, mégicos e ilusionistas mostram-nos muitas vezes
0 que parece ser uma corda com um nd, mas depois puxam pelas suas extremidades e o né
simplesmente desfaz-se! A corda nao estava realmente atada, mas simplesmente entrancada.

Um dos primeiros resultados fundamentais da teoria dos nés deve-se ao matematico alemao
Kurt Reidemeister que, em 1926, provou que todas as diferentes deformacoes de um né podem
ser atingidas simplesmente com uma sequéncia de trés movimentos bésicos (Figura . Com
estes movimentos podemos remover, inserir ou mudar cruzamentos de trés modos diferentes:

(1) Remover (ou inserir) uma pequena volta (loop).
(2) Remover (ou inserir) cruzamentos gémeos.
(3) Passar um terceiro pedago por cima de um cruzamento.

-} Q‘*X KA

Ficura 11. Os trés tipos de movimentos de Reidemeister.

Portanto, qualquer deformacao de um né pode ser alcancada por uma sequéncia finita destes
trés tipos de movimento. Reduzimos assim um processo complicado a uma sequéncia de passos
simples. Isto torna o problema topoldgico de classificagao dos nés num problema de indole
combinatéria. No entanto, nao resolve automaticamente o problema de saber se um determinado
no se deforma noutro, uma vez que nao existem regras que especifiquem a ordem segundo a qual
os movimentos se deverao aplicar.

Por exemplo, poder-se-ia pensar que se um no se pode deformar até ao no trivial, a deformagao
pode ser feita sem nunca aumentar o nimero de cruzamentos, o que nao é verdade: para alguns
nos, como o da Figura o numero de cruzamentos terd que subir antes de chegar a zero.

S
G\’D

FiGgurA 12. Um nd trivial que sé pode ser desatado comegando por aumentar o

seu numero de cruzamentos.
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FiGURA 13. Alguns nés.

Convidamos agora o leitor a desatar os nés (a)-(g) da Figura

Esperamos que tenha tido sucesso com os nés (a)-(f), o que provard que todos eles sao
equivalentes ao né trivial. No entanto, a sua incapacidade para desatar o né (g), deverd ser
meramente um indicador de que provavelmente este né nao pode ser desatado, nao chegando
para provar que o né nao pode ser desatado. Como poderemos provar que um dado né nao pode
ser desatado? Ou, mais geralmente, que dois determinados nds nao sao equivalentes?

Para provar que um determinado processo ou construgao é impossivel de ser concretizado, os
matematicos usam frequentemente a ideia de invariante. A cada estado do objecto em consid-
eracao (neste caso, a cada diagrama de um nd) associam um nimero (ou expressao algébrica,

como o polinémio z*

— 2+ 1, ou mesmo algum bicho mais esquisito da fauna matemadtica) que
se mantém inalterdvel ao longo do processo (neste caso, por equivaléncia de diagramas). Tal
ntimero chama-se invariante. E claro que convird conhecerem um método simples de extrair
este invariante de cada né. Entao o invariante é calculado para o estado inicial e para o estado
desejado do objecto. Se derem resultados diferentes, significa que nao sera possivel passar de
um estado para o outro, e teremos a certeza que os dois nds nao sado 0 mesmo.

Contudo, se esses ntimeros forem iguais o problema continuard por resolver: se dois nds
tiverem o mesmo invariante isso nao significa que sejam equivalentes. Isso sé acontecerad se
tivermos a certeza que o invariante é aquilo que os mateméticos designam por invariante com-
pleto. No entanto, o problema de encontrar tal invariante é muito dificil. Com efeito, até hoje,
infelizmente, ninguém conseguiu descobrir nenhum invariante completo para os nés. Conhecem-
se simplesmente alguns tipos de invariantes: o nimero de cruzamento, acima referido, o ndmero
de desenlace, o nimero de colorag¢ao e o nimero de ponte (veja as defini¢oes em [1] ou [15]), todos
eles muito simples de definir mas computacionalmente incalculaveis, pelo que pouco tteis na
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préticaﬂ os polindmios de Alexander, Conway, Jones ou HOMFLYﬁ [1] e, mais recentemente,
a familia de invariantes de Vassiliev [14]. Para todos eles, com excepcao do tltimo, existem
(infinitos) pares de nés equivalentes que o invariante nao distingue. Quanto ao ultimo, trata-se
de uma sequéncia Vo C Vi C Vo C -+ C V,, C - -+ de conjuntos V,, (n € N) de invariantes, pelo
menos tao forte quanto os invariantes polinomiais (e de onde todos eles podem ser deduzidos),
que alguns acreditam que possa mesmo classificar todos os nés [14] (veja também [11]):

CONJECTURA [1990]: Para cada par de nds ndao equivalentes Ki e Ko existe um
natural n e um invariante v € V;, tal que v(Ky) # v(K2).

No entanto, até ao momento, ninguém foi capaz de provar ou refutar esta conjectura!

3. TRANCAS RACIONAIS

Muitos matematicos tém tentado contribuir para a resolucao do problema da classificagao dos
nos. Um deles, John Conway, propos que se isolasse, com uma bola, parte do né a estudar, de
modo a que o né intersectasse a superficie da bola em exactamente quatro pontos e que dentro
da bola nao ficasse nenhuma volta completa (loop). Se fixarmos a posi¢ao desses quatro pontos,
a parte do né que fica dentro da bola é aquilo que se chama uma tranca. Pensa-se sempre nesses
quatro pontos fixos como ocorrendo nos quatro pontos cardeais NO (Noroeste), NE (Nordeste),
SO (Sudoeste) e SE (Sudeste).

Assim, para os matemadticos, tal como para o senso comum, uma tranca é formada por
um conjunto finito de fios entrelagados (com uma origem e uma extremidade). Um né, na
vizinhanca de um cruzamento, é localmente equivalente a uma tranca e podemos considerar as
trancas como os blocos béasicos de construcao dos nés. Portanto, compreender as trancas serd
muito 1til no estudo dos nés ([6], [7], [8]). Duas trangas dizem-se equivalentes se conseguirmos
passar de uma até outra por uma sequéncia finita de movimentos de Reidemeister enquanto
as quatro extremidades da tranca se mantém fixas e os fios da tranca nunca passam para fora
da bola que define a tranca. E evidente que se formarmos um né a partir de uma tranca
colando as extremidades aos pares, entao dois nés desses sao equivalentes quando as trancas
correspondentes sao equivalentes.

As trangas sao muito faceis de desenhar. A tranca inicial horizontal (ou tranca zero, porque
o declive é nulo) tem dois fios horizontais paralelos e a tranca inicial vertical (ou tranga infinita)
tem dois fios verticais paralelos (Figura . Denotaremos a primeira por ¢y e a segunda por t,.

As trangas inteiras horizontais (resp. verticais) sdo formadas a partir da tranga inicial hori-
zontal (resp. vertical) através de um numero finito de trocas iguais de duas pontas adjacentes.
A tranca t; serd um fio de declive 1, com um de declive -1 passando por trés, e a tranca t_1
serd o contrario (Figura [15).

Mais geralmente, para cada n € N, a tranca t, é a tranca horizontal constituida por n

cruzamentos nos quais o fio que passa por cima tem declive 1 (o primeiro exemplo na Figura

5Sob o ponto de vista tedrico sdo computiveis, uma vez que o problema de classificacdo dos nés é algorit-
micamente decidivel de acordo com S. Matveev [Algorithmic Topology of 3-manifolds, Springer-Verlag, 2004].
Contudo, ndo se conhecem algoritmos eficientes.

6Um acrénimo dos apelidos dos seis matematicos que o descobriram simultaneamente, em 1985: Jim
Hoste, Adrian Ocneanu, Kenneth Millet, Peter Freyd, Raymond Lickorish e David Yetter [4] (cf.
pzacad.pitzer.edu/~jhoste/homfly.html)).
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FIGURA 14. Tranga inicial horizontal ¢, e tranca inicial vertical t.

t1 t_q

Ficgura 15. Trancas t; e t_;.

mostra a tranga t3), enquanto a tran¢a t_, serd a tranca horizontal formada por n cruzamentos
opostos aos acima mencionados (em cada cruzamento, o fio que passa por cima tem declive
-1). A tranga t], serd a tranca vertical formada por n cruzamentos do tipo t1, nos quais o fio
que passa por cima tem declive 1 enquanto a tranca t'_,, serd a tranca vertical formada por n
cruzamentos do tipo ¢_1, nos quais o fio que passa por cima tem declive —1. A Figura[I6] mostra
a tranca t’ 5.

t3 W
t_a W t’_3

FIGURA 16. Trangas t3, t_4 e t'_.

Denotando por T' ~ S a relacao de equivaléncia entre duas trancas 1" e .S, é evidente que, por
exemplo, t1 ~t) ety ~ 1t .

Definicao 3.1. [SOMA HORIZONTAL E SOMA VERTICAL] Denotaremos por + (soma horizontal)
e @ (soma vertical) as operagoes nas trangas definidas do modo que as Figuras|17|e 18| indicam.

ofofoso!

F1GURrA 17. Soma horizontal T'+ S de duas trancas T e S.
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FiGuraA 18. Soma vertical T' @ S de duas trangas T e S.
Observagdes 3.2. (a) E 6bvio que, para quaisquer inteiros a e b, tq +ty ~ tayp € th ® ty ~ oy
(através do 2° movimento de Reidemeister, caso a e b tenham sinais diferentes).
(b) Note que to®t), ~ to ~ t,, Sto, aplicando o 1° movimento de Reidemeister n vezes. Acontece

0 mesmo para a soma horizontal de t{, com uma tranca inteira horizontal arbitraria.

As trancas formadas, com estas duas operagoes, a partir das trangas inteiras, chamam-se

trancas racionais:

Definigao 3.3. [TRANGAS RACIONAIS]

(1) Seja a € Z. Qualquer tranga inteira t, ou t, é uma tranca racional.

(2) Se T é uma tranca racional entao, para qualquer inteiro a € Z, T + t, e t, + T sdo
trancas racionais.

(3) Se T é uma tranga racional entdo, para qualquer inteiro a € Z, T ® ), e t, ® T séo

trangas racionais.

Uma tranga é racional se puder ser construida a partir da regra (1), aplicando as outras duas
regras um numero finito de vezes. Se este nimero for igual a n — 1, diremos que é uma tranca

racional com n trangas inteiras.

Observagoes 3.4. (a) Note que o nimero de trancas inteiras que formam uma tranga racional
nao é unico porque, por exemplo, t5 ~ to + t3, sendo que a primeira é formada por uma tranga
inteira e a segunda é formada por duas.

(b) Diz-se que uma tranga pode ser desentrela¢ada se puder ser deformada em dois segmentos
de recta, restringindo o movimento das quatro extremidades da tranca a superficie da sua bola
e o resto da tranca ao interior da bola. As trancas racionais sao precisamente as trancgas que
podem ser desentrelacadas. De facto:

(1) E evidente que as trancas que podem ser desentrelacadas sao precisamente as trancas
que se podem construir a partir de ¢y ou de t{, escolhendo sucessivamente duas das suas
extremidades e entrelacando-as entre si.

(2) Uma vez que o entrelacamento de duas extremidades diagonalmente opostas pode ser
realizado por entrelacamento de extremidades adjacentes, como mostra a Figura
podemos restringir-nos em (1) a pares de extremidades adjacentes.

(3) E ébvio que as trangas que se podem construir a partir de ¢y ou de t{, escolhendo
sucessivamente duas das suas extremidades adjacentes e entrelagando-as entre si, sao
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a b b b

Ficura 19. Entrelagamento de extremidades diagonalmente opostas.

precisamente as trancas racionais: entrelacar numa tranga 7' as duas extremidades Sul
(resp. Norte) equivale a fazer T @ t/, (resp. t, & T'); entrelagar numa tranca T' as duas
extremidades Este (resp. Oeste) equivale a fazer T + ¢, (resp. t, + T').

Definimos agora um tipo especial de trangas racionais, chamadas trancas bdsicas.

Defini¢ao 3.5. [TRANGAS BAsicas] (1) Uma tranca racional diz-se bdsica horizontal se for
construida do seguinte modo: comecando com uma tranca horizontal ¢,,, adiciona-se em baixo
(soma vertical) uma tranga vertical t; , depois adiciona-se & direita (soma horizontal) uma
tranca horizontal t4,, depois uma tranca vertical t,, em baixo, e assim sucessivamente, num

namero finito de passos. Portanto, uma tranca racional é basica horizontal se for da forma
(- ((((tay D ta,) +taz) ©t5,) +tas) D) +tag,_,) Dty (3.5.1)

(C- - ((((tay D tay) +tag) S tay) Ftag) @) Stay ) +taz, iy (3.5.2)

para alguma familia de inteiros aq, a9, as, . ..

(2) Uma trancga racional diz-se bdsica vertical se for construida do seguinte modo: comegando

com uma tranga vertical ¢, , adiciona-se & esquerda (soma horizontal) uma tranga horizontal

/

tay, depois adiciona-se em baixo (soma vertical) uma tranca vertical #_,

depois uma tranca

horizontal ¢,, & esquerda, e assim sucessivamente, num numero finito de passos. Portanto, sera

da forma

tagy + (- + ((tay + ((tay +15,) @ tp,)) Dl ) @2 ) Dy, ) (3.5.3)
ou

(tagy + (- 4 ((tas + ((tay +1,) B te,)) @ty ) S ---)) D tag,, (3.5.4)

para alguma familia de inteiros a1, as, as, . . .

Por exemplo, a construgao t_y — t_g & th — (t_2 & ts) + t2 d4 origem a uma tranga bésica
horizontal e a construcao t' 5 — to +t' 3 — (ta + 1’ 3) &t , define uma tranga bésica vertical.
O lema seguinte vai permitir-nos mostrar que toda a tranga racional se pode reduzir, por

equivaléncia, a uma trancga basica:

Lema 3.6. [ROTAGAO DE 180° EM TORNO DO EIXO VERTICAL OU HORIZONTAL| Se rodarmos
uma tranga racional 180° em torno do eizo vertical (v. Fz'gum ou horizontal obtemos uma
tranca equivalente a original.
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FiGurAa 20. Tranca bésica horizontal (t_o @ t5) + t2 e tranca bdsica vertical
(b2 +t g) Bt ,.

1
1
1

Ficura 21. Rotagao de 180° em torno do eixo vertical.

Demonstragcdo: Faremos a demonstracao por inducao sobre o niimero de trancas inteiras que
constituem a tranca racional.

Para o caso n = 1, quer tenhamos uma tranca inteira vertical ou horizontal, qualquer rotagao
horizontal ou vertical deixa a tranca igual, como é evidente.

Assumamos entao, por hipétese de indugao, que o resultado é verdadeiro para qualquer tranga
racional com k (k < n) trangas inteiras e seja 7' uma tranga racional formada por n+ 1 trangas
inteiras. Pela defini¢ao de tranca racional, T' é igual a uma das trangas t, + S, S +t4, t, &S ou
S @t para algum inteiro a e alguma tranca racional S com n trangas inteiras.

No caso T = t,+ S, aplicando uma rotacao em torno do eixo horizontal, ¢, continua inalterada
e S transforma-se numa, tranca S, equivalente a S por hipétese de inducdo, logo tq +S ~ tq + S
(como a equivaléncia de trangas mantém as extremidades das trangas fixas, a equivaléncia de
S para S induz uma equivaléncia de t, + S para t, + S), dai que a rotacdao horizontal de T
seja equivalente a T'. No mesmo caso, aplicando uma rotagao vertical a T' = t, + S, obtemos
S’ +t,, onde S’ é a rotacao vertical de S. Pela hipétese de inducao, S’ é equivalente a S, donde
S' +t, ~ S +t,. Teremos assim que provar que S +t, ~ t, + S, o que pode ser feito aplicando
a rotagoes horizontais (no mesmo sentido) a S de forma a desfazer ¢, do lado direito de S; a
medida que vamos rodando S, ird aparecendo t, do lado esquerdo de S, obtendo-se no final
t, + S', caso a seja par, ou t, + S, caso a seja impar. Em qualquer dos casos, pela hipétese de
inducao, trata-se de uma tranca equivalente a t, + .S.

Os restantes casos podem ser provados de forma andloga, aplicando rotagoes horizontais ou

verticals conforme as necessidades. O

Em particular, a parte final da demonstracao do Lema [3.6] garante-nos que:
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Lema 3.7. Se T for uma tranca racional e a um numero inteiro, entdo to, + 1T ~ T +t, e
tteoT ~Tot,. O

Este resultado nao é, em geral, verdadeiro para trancas nao racionais, como o exemplo da
Figura 22] mostra: as duas trangas nao sao equivalentes pois nao hd maneira de passar o né
que estd no fio azul para o outro, uma vez que temos que manter as pontas dos fios fixas na

deformacao.

Ficura 22. Exemplo de rotagao de 180° em torno do eixo vertical de uma tranga

nao racional.

Proposicao 3.8. Toda a tranca racional € equivalente a wma trancga badsica.

Demonstragao: Seja T uma tranca racional. O caso em que 1" é constituida somente por uma
tranca inteira é ébvio. Suponhamos, por hipétese de inducgédo, que o resultado é valido para
trancas racionais com n — 1 trangas inteiras. Se T' é uma tranca racional com n trancas inteiras
entdo (1) T'=S+toou (2) T =t,+Sou3) T =Sdt,ou(4) T =t,® S, para alguma
tranga racional S com n — 1 trangas inteiras e algum inteiro a € Z. Por hipé6tese de indugao, S é
equivalente a uma tranca bésica R logo (1) '~ R+t, ou (2) T ~ t,+Rou (3) T ~ R®t, ou (4)
T ~t, & R. O Lema e a Observagao (a) permitem-nos imediatamente, em qualquer dos
casos (1)-(4), transformar a tranga no 2° membro da equivaléncia numa tranga bésica horizontal
ou vertical. O

(Observe que esta demonstragao indutiva pode ser facilmente formalizada num algoritmo
efectivo de transformagao de qualquer tranca racional numa tranga bésica equivalente.)

4. A FRACGAO DE UMA TRANGA RACIONAL

Agora, com vista a classificar as trancas basicas, introduziremos 3 novas operagoes:

Definigao 4.1. Sendo T uma tranca racional, entao:

(1) T* (que denotaremos também por —7T') é a imagem no espelho de T' (onde se trocam
todos os cruzamentos).

(2) A “inversa-p” de T (inversa positiva, no sentido da rota¢do dos ponteiros do reldgio),
que denotaremos por 1/,T é a tranca obtida de T' rodando-a 90° no sentido dos ponteiros

do reldgio e tomando a sua imagem ao espelho.
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0RO

FIGURA 23. Operacao 1/p—.

O8O0

F1auraA 24. Operagao 1/,—.

(3) A “inversa-n” de T (inversa negativa, no sentido contrdrio ao da rotag¢ao dos ponteiros
do relégio), que denotaremos por 1/,T" é a tranca obtida de T rodando-a 90° no sentido

contrario ao dos ponteiros do relégio e tomando a sua imagem ao espelho.

Note que as operacoes 1/p,— e 1/,— s@o inversas uma da outra. A seguinte proposi¢do é uma
consequéncia imediata do Lema [3.6}

Proposicao 4.2. Para qualquer tranca racional T, tem-se 1/,T ~ 1/,T. O

Podemos assim substituir 1/,7" por 1/,T" e vice-versa, bem como passar a escrever simples-
mente 1/7 quando nao houver necessidade de mencionar explicitamente o tipo de inversa.

Proposicao 4.3. [PROPRIEDADES BASICAS DE —*, 1/,— E 1/,—]
(a) 1/ptq = 1/ntq =1t e 1/ptl, = 1/ntl, = t,.

) —(T+8)=(-T)+(=5), -(1/)T)=1/-T, ~ta=t_q e —t, =t',.
Demonstragao: (a) Basta observar os diagramas respectivos na Figura (no caso da primeira
identidade; o outro caso é analogo).
(b) Consequéncia imediata da alinea anterior.
(c) E evidente que 1/p(((- ((tay @) + tag) DF,) +tag) D) + tay, 1) t;%) ¢ igual a

ta2n + (( i ((ta4 + ((tGZ + t/al) @ til3)) @ t:l5) @ o ) @ t/agnfl)
enuanto 1/p (- (((tay © 1h,) + 10g) & 1h,) +10) ) 1) +las,, ) € igual a

(tagy, + (- 4 ((fay + ((tay +t5,) Do) +ta) D)) S tag,,,-

(d) Imediato da alinea anterior e do facto das operagdes 1/,— e 1/,— serem inversas uma da

outra.
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FIGURA 25. 1/pt, = 1/ntq = t,.
1, +1/pT ty + 14T

3
3

O

Ter, t,eT (T’

et e
)

FIGURA 26. 1/n(tq +1/pT) =T @t e 1/p(ta+1/aT) =t, & T.

(e) Ver Figura [26]
(f) Obvio. O

Esta proposicao mostra que podemos construir todas as trancas basicas com as operacoes
+,—,1/p— € 1/n—. Por exemplo, as trancas (t_o & t5) +t2 e (ta +t' 3) &t , da Figura
podem ser construidas da seguinte forma:

o i o —t_o®th — (t_g ®th) + t2, que corresponde a

1

—h > Nty ~ ot
ts + 7=p ts + 5P

PR L
ts + Ep
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o t! g —ta+tl g — (ta+t4) Bt ,, que corresponde a

1 t 4+ 1 1
— = bt — - —Fn
t_3 -3 o+ Ep

E agora claro que, no caso geral, cada tranca bésica horizontal de 1) e lb corresponde
respectivamente a

T e tag,q + T (4.3.1)
tay, + 1 tag, + 1
ta?nfl + 1 taanl + .
lagy o + ———— i 1

. 1 t
tay + — a

al

enquanto cada tranga bdsica vertical de (3.5.3)) e (3.5.4) pode ser escrita respectivamente na
forma

tag, + - e - . (43.2)
taQn—l +

1 ta2n+1 + 1
ta2n—2 + 7 ta2n + 1
Lo tagyy + ————
a2 ta,l .ta + i
2

ta,

Em ambos os casos temos uma “fraccao continuada”de trancas inteiras. Isto sugere que asso-
ciemos as trancas bésicas horizontais (3.5.1)) e , respectivamente, as fracgoes continuadas

aritméticas

1 1
1 e agp4+1t+ I (433)
aon + 1 a2n + 1
a2n—1 + 1 azn-1 +
agn—2 + 1
e 1 as + —
az + — a“
a
e as trancas bésicas verticais (3.5.3)) e (3.5.4), respectivamente, as fracgoes continuadas
1 1
agn + - e - . (43.4)
G2n—1F T agnt1 + T
a2p—2 + - Aoy + N I
agn—
as + — 2n—1 -
ax : 1
az + —
a

Temos assim uma correspondéncia bijectiva entre trancas bésicas e fracgoes continuadas.
Como cada uma destas fraccées continuadas é finita, ¢ igual a um nimero raciona]ﬂ chamado
fracgdo da tranca, e que, para cada tranga bésica B, denotaremos por F(B). Por exemplo, de

1 e 1| decorre imediatamente que F'(t,) = a e F(t,) = F(i) =1

"Cuidado: diferentes fracgoes continuadas podem ser iguais ao mesmo racional.
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Para simplificar a escrita, podemos usar uma notacao mais abreviada para denotar as trancas
bésicas horizontais e verticais:

As trancas horizontais e denotamo-las, respectivamente, por ai,aso,...,as,,0
e ai,as,...,am+1 €enquanto as verticais e sao denotadas, respectivamente, por
a1,a2,...,0, € 1,02, ...,02,+1,0. Por exemplo, as trancas da Figura @ denotam-se abrevi-
adamente por, respectivamente, —2,3,2 e —3,2,—2,0, e as trancas bdsica ty e ¢{, por 0 e 0,0,
respectivamente.

Nao oferece duvidas a reconstituicao da tranca a partir da respectiva notacao abreviada
by,ba,...,by: o ultimo numero, b,, refere-se sempre a uma tranca inteira horizontal (a tranca
tp, ); quando é igual a 0 significa que a tranga termina com ¢y, ou seja, com a tranca inteira
vertical tgnil; se n é impar, a tranca inteira identificada pelo primeiro nimero b; é horizontal
(isto é, tp,) e a tranca by, ba, . .., b, é horizontal, igual a (¢, @ t§)2) +tp, & - - -; caso n seja par, a
tranga inteira identificada por by é vertical (isto é, tgl) e a tranca by, bo, ..., b, é vertical, igual
a-+ ((t, @t,) ©4,).

Com esta notacao abreviada podemos resumir e simplesmente por

1

F(by, b, ... by) = by + (4.3.5)

bn—2 +
. 1
by + —
b1
A fraccao da tranca bdsica t[, é igual a % que habitualmente se representa por oco. Assim,
F é uma fungao do conjunto B das trangas racionais bésicas em Q U {oco}, que é claramente
sobrejectiva, uma vez que qualquer ntmero racional se pode escrever como fraccao continuada

[9]. Na proposigao seguinte resumimos as propriedades fundamentais de F:

Proposigao 4.4. [PROPRIEDADES BASICAS DE F| Para qualquer tranca bdsica B tem-se:
(@) F(h) = iy
(b) Se tq + B for uma tranca bdsica, entio F(t, + B) = F(t,) + F(B) = a + F(B).
(C) F(_ta) = F(t—a) =—a= _F(ta)'
(d) F(~ty) =F(t.,) =F() = —5 = —F(3) = -F(t,).
(e) F(=B)=—F(B).

Demonstragao: As assercoes (a), (b), (¢) e (d) sdo ébvias. Provemos (e), por indugdo sobre o
nimero de trancas inteiras que formam a trancga basica B.

Se B for uma tranga inteira, é consequéncia das alineas (c¢) e (d). Se B for formada por
k + 1 trancas inteiras, temos, caso B seja bésica horizontal, B = t, + S, sendo S uma tranca
béasica vertical formada por k trangas inteiras, e, por hipétese de indugao, entdo F(—B) =
—a+ F(=S) = —(a+ F(S)) = —F(B); caso B seja basica vertical, entao B = ta%’
uma tranca bésica horizontal formada por & trancas inteiras, e, por hipotese de inducao, temos

F(-B) = —a—lF(S) - _a+1~1“(S) = —F(B). -

sendo S
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5. O TEOREMA DE CONWAY. PARTE I: F', SE FOR UM INVARIANTE, £ COMPLETO

Foi John Conway, em 1970, que descobriu a relagao entre trancas racionais e fracgoes
continuadas e que primeiro demonstrou que as trangas racionais sao univocamente determinadas
pelas correspondentes fracgoes continuadas ou seja, que a fracgao F' de uma tranca racional é
um invariante completo para as trancas racionais [3]. Para comegarmos a demonstrar este facto
precisamos de recordar alguns resultados cldssicos sobre fracgoes continuadas [9]. A fracgao
continuada em , que se costuma denotar abreviadamente por [by,b,—1,...,b1], diz-se
reqular se b; > 0 para ¢ = 1,2,...,n — 1. As fracgoes continuadas regulares sao importantes
por causa da unicidade que permitem na representacao dos nimeros racionais: todo o nimero
racional p/q se pode escrever de modo tnico como uma frac¢do continuada regular. E f4cil
transformar uma fracgdo continuada numa regular com a mesma soma, com o auxilio da Férmula
de Lagrange . .

a——-—=(@a—1)+ ——.
p=@- D+ .
Com efeito, a aplicacdo desta férmula permite-nos ir reduzindo, um de cada vez, os sinais

(5.0.1)

negativos na fraccao, até que no final sé reste eventualmente um no primeiro termo da fraccao.

Por exemplo:

1 o 1
22,8 =2+ — 5212+71 —=[2,1,1,2]
= T
e
1 1 Em 1 1 @@ 1
[1,-3,2] = 1+ —1- e DL Y 2 oy —— —0,1,1,2].
—3+1 3-1 2+ 1 2+1 1+~
2 2 +1 2 1+1

Temos entao metade do Teorema de Conway:

Teorema 5.1. Sejam Ty e Ty trancas racionais bdsicas. Se as respectivas frac¢oes F(T1) e
F(T3) sao iguais entao T e Ty sdo equivalentes.
Demonstragao: Bastard provar o seguinte facto:

(1) Seja T uma tranga bdsica com F(T') = p/q. Entao existe uma tranga bdsica

S, equivalente a T, cuja fracgao continuada € regular, com valor igual a p/q.
De facto, se T} e Ty forem trancas bésicas com F(T1) = F(Ty) = p/q, entao por (1) existem
S1 ~T1 e Sy ~ Ty tais que F(S1) = F(S2) = p/¢; como as fracgoes continuadas em F(S;) e
F(S2) sao regulares, pela unicidade acima referida sao a mesma, donde S; ~ So. Logo T ~ T5.

A demonstracao de (1) é simples: dada uma tranga bésica T com fracgao continuada [a,, an—_1, .. .

basta levar esta fraccao a sua forma regular [b,,,bm—1,...,01] (b >0,i=1,2,...,m — 1) pelo
algoritmo, via Férmula de Lagrange, acima referido. A tranca bésica correspondente a esta
fraccao continuada é claramente a tranca S que desejamos. (E ainda evidente que podemos
obter directamente S a partir de T, fazendo nesta as correspondentes operagdes de Lagrange
ilustradas nas Figuras [27] e [28]) O

EXEMPLO. As trancas -2,3,2 e 3,-2,3 da Figura [29 sdo equivalentes uma vez que

2+ ! 2—1—1 = 3+ 3+ ! 12
—_— _——= — e —_— _7:—‘
3+ 3 5 —2+14 3 5
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@ B-17, @ B}tlp @
p
\

3 4+

1
B-1

(4)—11 n 0 /
b4
@ I+ B_’lp

1

FicuraA 27. Tranca correspondente a

=
A__Ln, A—t,+t,—%n

~

QS |

o

FicurA 28. Versao topoldgica da Férmula de Lagrange.

Observe o caracter constructivo da demonstracao do Teorema da-nos um algoritmo que
nos permite converter 71 em 75 quando F(T1) = F(T5).

6. O PARENTESIS DE KAUFFMAN

Para provarmos a segunda parte do Teorema de Conway (ou seja, o reciproco do Teorema
vamos introduzir um método, devido a Louis Kauffman, para classificar trangas a partir
dos polinémios de Jones, baseado numa representagao planar dos nés.

Por analogia a interseccao de duas rectas num plano dividir o plano em dois pares de angulos
complementares, podemos considerar em qualquer cruzamento de um né dois tipos de angulo:

o primeiro a direita, quando percorremos a corda que passa por cima — angulo de tipo A — e
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o

Ficura 29. Trancas -2,3,2 e 3,-2,3.

o outro — angulo de tipo B. E claro que esta definicao é independente do lado da corda pelo
qual comecamos a percorrer o nd, como podemos observar na Figura

Ficura 30. Angulos A e B num cruzamento.

Ent&o, em qualquer né podemos associar cada cruzamento com a letra A ou B. A escolha de A
ou B permite distinguir entre uma de duas possibilidades de eliminar o respectivo cruzamento
pelas operagoes de eliminagao de Conway (operagoes de eliminagio do tipo A e do tipo B)
descritas na Figura Se fizermos isso em todos os cruzamentos do né temos diversos modos

de transformar o né num né sem cruzamentos, ou seja, numa coleccao de circulos disjuntos.

/

Figura 31. Cirurgia num cruzamento: operacoes de eliminacao do tipo A e do
tipo B.

Diz-se que cada escolha de letra em todos os cruzamentos do né é um estado do né. Por
exemplo, a Figura [32| mostra um possivel estado do né de oito. Um né K com n cruzamentos
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tem 2" estados possiveis. Denotemos por S(K) o conjunto dos vérios estados de K. Para
qualquer estado s € S(K), definimos «(s) como sendo o nimero de cruzamentos do tipo A no
estado s, e, analogamente, definimos (3(s) relativamente ao angulo de tipo B. E evidente que,
para qualquer s, a(s) + B(s) = n. Definimos ainda ~y(s) como o nimero de circulos disjuntos
com que K fica no estado s (v. exemplo na Figura .

FiguraA 32. Um estado possivel do né de oito e nés triviais em que é transformado.

Com estas nogoes, podemos agora definir um polinémio de coeficientes inteiroﬂ numa varidvel
x, chamado paréntesis de Kauﬁmanﬂ
(K)= 3 a®@h0) (g2 — g2, (6.0.1)
seS(K)
A aplicacao desta férmula é muito simples, embora muito trabalhosa se o né tiver muitos
cruzamentos! Naturalmente, podemos estender todas estas definicoes a elosEjI

Proposigao 6.1. [PROPRIEDADES BASICAS DO PARENTESIS DE KAUFFMAN]

(a) < O > ~1.

(b) Para qualquer né ou elo K, < ® O > = (K) (—2% —272).

@ ( Ry =2 (X )+a (¢ ),
(Em (c) os diagramas representam 3 elos arbitrdrios idénticos com excepgdo para os segmentos
de corda indicados dentro dos circulos a tracejado.)

Demonstragao: A primeira propriedade é imediata. Para provar a segunda basta observar que,
em cada estado, na respectiva parcela de (6.0.1)) s6 o valor de ~(s) é alterado, passando a valer

mais uma unidade. Portanto,

< ©O > = 3 2206 (—a? — 7)) = () (—a® — 2.
)

seS(K

8Em geral, este polinémio pode conter poténcias negativas de x. Os matematicos referem-se a polinémios
deste tipo (elementos de Z[z, '] ou, mais geralmente, Z[x1,z] ", ..., Tn,Z, ] ) como polinémios de Laurent.

94One might ask where Kauffman got this unusual formula. Without going into details, I would simply say
that he found it by backward reasoning (and trial and error), that is, by starting from the results he wanted to
obtain.” ([I14], pp. 78).

10Um elo (com n componentes) é uma unido disjunta de n nés.



22 DOMINGOS LOPES E JORGE PICADO

Relativamente a terceira propriedade, considerando que o elo no 1° membro tem n cruzamentos,
cada um dos indicados no 2° membro tera n — 1 cruzamentos, pelo que o polinémio do elo do
1° membro terd 2" parcelas enquanto cada um dos polinémios dos elos do 2° membro terd 2!
parcelas. Seja ¢ o cruzamento em destaque no diagrama do 1° membro. A cada parcela do
primeiro polinémio corresponde exactamente uma de um dos polinémios do 2° membro porque
a cada estado do elo do 1° membro corresponderad, caso o cruzamento ¢ seja do tipo A, um estado
do primeiro elo no 2° membro (mas neste o valor de a(s) estd reduzido numa unidade pelo que
é preciso fazer a compensagao multiplicando por x), ou, caso o cruzamento ¢ seja do tipo B, a
um estado do segundo elo no 2° membro (neste o valor de (3(s) vale menos uma unidade pelo
que é compensado multiplicando por z71). O

Estas propriedades tornam o céalculo do polinémio de qualquer né num exercicio simples:
basta ir sempre partindo o polinémio de Kauffman do né, usando a propriedade (c), numa soma
de polinémios ao longo dos diferentes estados do né, sendo que depois os calculos para cada
parcela se resumem a aplicar a propriedade (b) sucessivas vezes até chegarmos a vez de rematar
com a primeira propriedade (quando temos somente o né trivial). Por exemplo,

<% >:x< O >+33_1< OO>=m~1+x_1(_;p2_x—2):_$—3

e, analogamente, < % > = —273, pelo que para o elo de Hopf tem-se

< ) > < >+< ad > Nta (=) () = =t -t

(@) - (< +w<@> {97)()
3) @ O

b+ (G
f<‘o ) { D) () (D)
- #7{0 )+ +39( 00 )+ OO0)
(2

c(g)

N\

-2 —2)2 -5

= 33:_14-(30 54 3x)(—a? —ax ) +a3(—a® —x =0 23+l

Convém agora estender esta definicao as trancas, calculando-se o paréntesis através das duas
ultimas propriedades da Proposicao Como uma trancga ao longo do processo de célculo
nunca poderd perder as suas pontas, nunca sera preciso aplicar a propriedade (a). De forma
semelhante ao caso dos nés, podemos considerar os varios estados de uma tranca. Como em
cada estado temos que ter sempre as quatro pontas e nao podem restar cruzamentos depois de
realizadas todas as operagoes de cirurgia de Conway, as quatro pontas terao que ser adjacentes
aos pares. Assim, para cada estado, a respectiva parcela do paréntesis de Kauffman sera multipla
de (to) ou de (t;), ndo podendo ser de ambos em simultaneo. Entdo, para cada tranga T', (T') é
a soma de um multiplo de (¢p) com um multiplo de (¢,). Aos coeficientes de multiplicidade, que
sao polinémios de Laurent numa variavel z, chamamos respectivamente componente horizontal

e componente vertical da tranga (denotadas por h(T") e v(T'), respectivamente). Portanto, (T') =
h(T) (to) +v(T) (ty) -
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Os polinémios h(T") e v(T) verificam propriedades andlogas as propriedades (c) e (b) da
Proposigao [6.1}

(3 Y o3 ) = (1 (R Yo (R ) i)+

(96 ) we (36 ) ) -
= (o (BR) e (D€ )t (0 (B ) wamte (19€)) )

(a propriedade (b) demonstra-se de forma semelhante).
Vejamos agora que estes polinémios nao se alteram quando aplicados os 2° e 3° movimentos
de Reidemeister as trangas:

T - () (B
R (00 )+ (B et (K
_ [ gl

&)
)< >+ —x? —a”

)
=)

Portanto, o paréntesis de Kauffman ¢é invariante para o 2° movimento de Reidemeister. Con-
sequentemente, também os os polinémios h(T) e v(T) s@o invariantes.

o \" N /T o N
B) (WL )=z( LN )tz ||’ ) (por eliminacdo do cruzamento mais a esquerda
e aplicando o facto, acabado de mostrar, do paréntesis de Kauffman ser invariante para o
2° movimento de Reidemeister). Por outro lado, < g J\f > = m< /I’< > + x_1< ]“ >
(por eliminagao do cruzamento mais a direita e novamente aplicando o facto do paréntesis de
Kauffman ser invariante para o 2° movimento de Reidemeister).

Portanto, o paréntesis de Kauffman é também invariante para o 3° movimento de Reidemeis-
ter. Consequentemente, também os polinémios h(T") e v(T") sao invariantes.

Infelizmente, o paréntesis de Kauffman nao é invariante para o 1° movimento de Reidemeister;
contudo, surpreendentemente, apesar de h e v variarem, variam de forma semelhante fazendo
o(T)

com que o quociente (T seja um invariante. Para verificar tal, analisemos os dois casos possiveis

(de acordo com o tipo do cruzamento sobre o qual aplicamos o 1° movimento de Reidemeister):
< b > = :z:< 1O >+x1< Lo >
— et oo ({3 )= (1)
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Temosentaoh | 1O | =—afn( .  )ev( 1O | =—-akv( i ) (k=3noprimeiro

caso e k = —3 no segundo), donde, em qualquer dos casos
() ()
~ N\ o\
h( b > h ( Lo )

= . T . . . o
Em conclusao, o quociente %, que é um quociente de dois polinémios de Laurent em x que

denotaremos por Ry (z), ndo se altera por aplicacao de movimentos de Reidemeister pelo que é
um invariante para as trangasﬂ

7. O TEOREMA DE CONWAY. PARTE II: F £ MESMO UM INVARIANTE

Para cada tranca T', Rp(x) é um quociente de dois polinémios de Laurent em 2. Substituindo
x (no numerador e denominador) por um nimero complexo a obtemos um nimero complexo

Ryp(a). Isto permite-nos definir nas trangas a fungao C' com valores em C:
O(T) = —iRy (xfz) .

Por exemplo, como (t1) = 2! {tg) + 2! (t}), entdo Ry, (z) = 2% donde C(t1) = —i(+4)? = 1.
Analogamente, R;_,(z) =272 e C(t_1) = —i(vi) 2 = —1.
Proposigao 7.1. [PROPRIEDADES BASICAS DE C| Para qualquer tran¢a T, tem-se:
(a) C(-T) = —C’(T)**.
(b) C(7) = (C(lT)>
(c) C(T+S)=C(T)+C(5).
(d) Se T é racional, C(T) € Q.
(e) Se T € racional, C(T) = F(T).
(A operagao * no sequndo membro representa a operagao de conjugacio em C.)

Demonstragao: (a) Como —T é a tranga T' com todos os cruzamentos trocados, num qual-
quer estado s do processo de eliminagao dos seus cruzamentos, aparecera em (1) a parcela
2(5)=B() 4 (—x2—2=2)7(5)=1 enquanto que no estado correspondente s’ para —7T" teremos y(s') =
v(s), as') = B(s) e B(s') = as). Assim a parcela passa a ser =)+ 4 (g2 — z=2)2(5)—1,
Portanto, multiplicando z~! pela parcela do estado s de T' passamos a ter a parcela do estado
correspondente em —T', e isto para todas as parcelas em (7). Como os estados correspon-
dentes nao alteram as suas relacdes em relaciao a h(T) e v(T), vemos que, para z = i =

11Quadquer no pode ser orientado, indicando-se a orientacao na sua representagao planar por uma seta. Fixada

uma orientagao, podemos ter entao 2 tipos de cruzamentos:

%
6N

A contor¢do ¢(K) de um né K é a diferenga entre o niimero de cruzamentos positivos e o niimero de cruzamentos

Positivo

><Negativo

negativos. O leitor mais perspicaz poders concluir, a partir da discussio acima, que X(K) = —z 2¢O (K) ¢
invariante para os trés movimentos de Reidemeister. E este o chamado polindmio de Jones de K. Por exemplo,
como a contorgao do trifélio é igual a —3, o seu polinémio de Jones é igual a —xg(—zf‘r’ —z3 +ac7) =gt 412 — 216,
0 que garante imediatamente que este né ndo é equivalente ao trivial. O conhecimento destes polinémios teria

poupado muitos anos de trabalho aos pioneiros da classificagdo dos nés, como Tait, na elaboragao das suas tabelas.
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? + i@, ou seja, 7! = g — z@ = (\ﬁ)*, como a soma de conjugados é o conjugado da
soma, h(—T) = h(T)* e v(—T) = v(T)*. Consequentemente, R_r (Vi) = (Rr (ﬂ))*, donde
C(-T) = ~iR_1 (Vi) = i (Re (V)" = (iR (1))’ = ~C(T)"

(b) Sem grande dificuldade consegue-se ver que h (%) = v(T)* e v (%) = h(T)*, pelo que

5N 1 ~
R% (\/5) = W Entao

()=~ (Swn) - (etm)

(c) Calculamos (T" + S) desenvolvendo primeiro sobre a tranga T, substituindo-a pela soma das
duas trancas com coeficientes h(T') e v(T') que correspondem ao seu paréntesis, e depois fazemos
o desenvolvimento de cada uma destas parcelas sobre a tranca S:

(T+5) = <‘T’ ‘i.>:h<T><m>+”(T><)@>

WD) (k) X ) +0(8) (D C)) +0@) (k) ( DC) +0(9)( IOC))
= (W(T)R()) {to) + (A(T)o(S) + v(TIA(S) + v(T)o(S) (~2” = 27%)) (1) .

Portanto, h(T + S) = h(T)h(S) e v(T + S) = h(T)v(S) + v(T)h(S) + v(T)v(S)(—z* — 272),
donde
v(T+S)  h(T)v(S) +v(T)h(S) +v(T)v(S)(—z? —272)  o(T) v(S) o(T)v(S)

= = + + (—x2—z72).

W(T + S) h(T)h(S) h(T) " h(S) " h(T) h(S)

Logo, C(T+S) = C(T)+C(S)+C(T)Rs(v/i)(—i—i~') = C(T)+C(S), uma vez que —i—i~! = 0.
(d) Seja T' uma tranga racional. Sendo equivalente a uma tranga bésica entao, como observamos
na Seccao [4] T pode ser gerada a partir de ¢; e t} somente com as operagoes +, —,1/p,— e 1/5—.
Uma vez que C(t1) = 1 e C(t—1) = —1 s@o racionais, entao pelas propriedades (a), (b) e (c),
C(T) é racional.
(e) Como C(T) € Q, C(1/T) = (1/C(T))* = 1/C(T"). Conjuntamente com as outras pro-
priedades da Proposigao[7.1] isto mostra que C se comporta exactamente como F' nos geradores
e relativamente as operagoes +, —, 1/—, pelo que C(T') = F(T') para qualquer tranga racional.
O

Uma vez que, como vimos, C(7T) é um invariante para as trangas, segue imediatamente
da Proposicao (e) que F' é um invariante para as trancas racionais e a nossa missao esta

terminadas:

Teorema 7.2. Dadas quaisquer duas trancas racionais bdasicas Ty e T, se Ty e Th sao equiva-

lentes, entao as respectivas frac¢oes F(T1) e F(T3) sao iguais. O

Em conclusao, os Teoremas e garantem que F é um invariante completo para a
equivaléncia isotdpica de trancas bésicaSH

12 Note que o Teorema |7.2| garante que a fungado F de (4.3.5) pode ser definida no conjunto B/ ~ das classes
de equivaléncia da relagdo de equivaléncia isotépica em B, obtendo-se uma fungao sobrejectiva. O Teorema
diz-nos entdo que esta funcdo é injectiva. Portanto, existe uma bijec¢io entre B/ ~ e QU {oco}. Como, pela

Proposicao toda a tranga racional é equivalente a uma tranga bdsica (e a sua demonstragio fornece-nos um
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8. O Joco DE CONWAY

E jogado com duas cordas e quatro jogadores A, B, C' e D, que se comecam por colocar como
a Figura[33| mostra (“posicao 07, correspondendo ao nimero 0), cada um segurando uma ponta

de uma corda.

A B
V=

P
C D

Ficura 33. Posicao inicial.

Entao o érbitrﬂ ordena uma de duas jogadas: “Adicionem 1!”ou “Tomem o inverso negativo!”.
No primeiro caso (Figura o jogador B troca de posicao com o jogador D fazendo passar a
sua ponta por cima da do jogador D.

A D C A

C B D B

FI1GURA 34. Jogada 1 (Adigao) e jogada 2 (Inverso negativo).

Esta é a chamada “posicao 1”7 (pois partimos de 0 e “adiciondmos um!”). No segundo caso
(Figura os jogadores rodam 90°, ocupando a posicdo previamente ocupada pelo jogador
a sua esquerda. E a “posigao —1/0”(pois comegamos com 0 e considerdmos o inverso com
sinal negativo; a quem a divisao por 0 faca espécie, pega ao arbitro para nao comecar por
esta jogadal). O arbitro continua a ordenar sucessivamente uma destas duas jogadas, por uma
ordem qualquer. Ao fim de algum tempo as cordas estardo completamente entrelacadas nalguma
“posigao p/q”racional. O objectivo do jogo serd que os jogadores desfacam o entrelagamento e
voltem & “posigao 0”. A aparente dificuldade residird na possibilidade de eles nao se lembrarem
mais da sequéncia exacta de movimentos que os levou ao entrelagamento (é claro que o jogo
serd mais engragado se eles nao se lembrarem mesmo de tal sequéncia).

No entanto, maravilhosamente, o Teorema de Conway garante-nos que qualquer sequéncia de
jogadas 1 e 2 que conduzam o ntumero p/q a 0 levara a tranga & “posicao 0”. Bastard assim
aos jogadores ir descobrindo uma maneira de levar o nimero p/q de volta a 0, com a ajuda das
operacoes de adicdo e inverso negativo, e a tranca dissolver-se-a automaticamente, como que
por magia!
algoritmo para obter tal equivaléncia), temos assim um processo algoritmico para decidir a equivaléncia
de quaisquer duas trancgas racionais.

3Em Setembro de 2004, no Encontro Nacional Novos Talentos em Matemadtica, no Luso, foi o préprio Conway

que serviu de arbitro.
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