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Capitolo 1

Descrizione del problema

1.1 Introduzione

In questa relazione tratteremo il problema della ricostruzione di imma-
gini bidimensionali di input. Perché c’e la necessita di ricostruire le
immagini?

La risposta e che le immagini, anche se acquisite dai pit moderni
sensori, possono essere contaminate da una varieta di sorgenti aleato-
rie di rumore che modificano 'aspetto dell’immagine reale. Dove per
rumore si intende la variazione stocastica dell'immagine, che ¢ cosa di-
versa dalle distorsioni deterministiche della stessa dovuta alle ombre o
alla mancanza di messa a fuoco. L’importanza di rielaborare I'imma-
gine di input per produrre un risultati senza rumore ¢ fondamentale
nel campo della neuroanatomia, neurofisiologia dove i recettori visivi

biologici possono creare del rumore, ostacolando cosi I’analisi medica.
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1.2 Definizioni di base

1.2.1 Intensita di luminosita

Un immagine puo essere definita come una funzione in due variabili
u = u(x,y) dove u & l'intensita della luminosita dell'immagine nel pun-
to di coordinate (x,y). La luminosita di una data immagine puo essere
espressa in forma di numeri interi, reali o essere quantizzata con un
valore complesso. Nell’algoritmo associato a questa relazione si usa-
no segnali reali anche se essi poi corrisponderanno, nella mappa delle
luminosita, usata per rappresentare I'immagine, a 256 livelli di grigio

interi.

1.2.2 Digitalizzazioni

I principali calcoli analitici sulle funzioni di intensita che affronteremo
sfruttano la continuita del dominio {2. Ma nel campo computazionale
per applicare i risultati dedotti dalla teoria, il tutto si deve ridurre a
considerare I'immagine campionata o meglio digitalizzata. Cioé dalla
u(z,y) definita in uno spazio 2D continuo €2, si deduce un immagine
digitale u(m,n) con m,n € IN attraverso un processo di digitalizzazione
(si veda [1]). L’'immagine in questo processo viene divisa in M righe e
N colonne. La zona corrispondente all’intersezione di una riga con una
colonna & detta pizel e viene individuata dalle sue coordinate (m,n)
con1 <m < Mel<n< N. Nel nostro programma, vengono usate
immagini di dimensioni quadrate del tipo M x N con M = N = 512.
L’'immagine digitalizzata sara allora del tipo u = u(m,n) con u(m,n)
che ¢ uguale al valore intero piu vicino alla media delle luminosita dei
punti all'interno del pixel. Tale processo che rappresenta l'intensita di
luminosita mediante dei valori interi riferiti ad una scala di differenti

livelli di grigio e detta quantizzazione.



Capitolo 2
Regolarizzazione

I segnali corrotti da rumore ed in particolare le immagini possono essere
ricostruite mediante I’'Hamiltoniana che esprime 'energia E(u,d) di un
sistema (una membrana) in funzione delle forme che tale membrana
assume e delle misure a disposizione. Questa energia si esprime come

somma di due termini

E(u,d)=D+ 58 = /Q((u(s) —d(s))? ds + /Q Flu(s)) ds  (2.1)

dove €2 e il dominio della ricostruzione u : {2 — IR dell'immagine,
d : Q — IR individua le misure a disposizione, f = f(u) ¢ la funzione
di stabilizzazione (o di regolarizzazione). e ds & I'elemento infinitesimo
dell’area €.

La membrana (o superfice) ricostruita finale @ ¢ ottenuta dalla mi-
nimizzazione dell’energia min, E(u) al variare delle v in uno spazio di
soluzioni convesso o meno.

Il primo termine della (2.1) D porta, nel procedimento di minimiz-
zazione, a soluzioni che approssimano le misure iniziali d(s) mentre il
secondo S, detto termine di regolarizzazione, forza la regolarita delle

soluzioni.
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Thikonov!, fu il primo ad introdurre come funzione di regolarizza-

zione la somma dei quadrati delle derivate
_ .2 2
fu) = u; +u,.
Allora il termine di regolarizzazione
_ 2 2
S—/qu—i-uy dxdy

riformula il problema di minimizzazione inserendo nel funzionale dell’e-
nergia la conoscenza a priori della superfice che si vuole costruire: che
deve essere regolare perche con gradienti limitati. Inoltre tale formula
porta ad uno spazio di soluzioni convesso cioé in questo caso il problema
della minimizzazione ammette un’unica soluzione.

Non sempre pero la superfice da ricostruire e regolare, infatti le im-
magini hanno, in genere, parecchi punti di discontinuita corrispondenti
a quelli in cui la luminosita varia con un grande salto ed allora Geman
& Geman” introdussero un campo di discontinuita nella ricostruzione,
cioé proposero il modello della weak membrane (membrana fragile) che
venne formulato nel caso continuo (non discretizzato) da Mumford e
Shah”. Tale modello discontinuo, che sfrutta la weak continuity (vedi
successivo capitolo), venne incorporato direttamente, mediante un algo-
ritmo numerico, nella risoluzione del problema di minimizzare E(u,d)
da Blake e Zisserman [2]; il loro studio d’ora in poi verra indicato con

B&Z e sara esaminato piu in dettaglio nei prossimi capitoli.

L AN. Thikonov and V.Y. Arsenin “Solution of ill posed problems”, V.H.

Winston & Sons, John Wiley, 1977.
2S. Geman and D. Geman “Stochastic Relazation, Gibbs Distribution, and the

Bayesian Restoration of Images”, IEEE PAMI Vol.6, No. 6, pp. 721-741, April

1984.
3D.Mumford and J.Shah “Optimal Approzimation by Piecewise Smooth Func-

tions and Associated Variational Problems” Comm. on Pure and Applied Math,
Vol. 8, No. 4, 1990.



CAPITOLO 2. REGOLARIZZAZIONE 8

Il funzionale di regolarizzazione f puo essere interpretato anche co-
me misura di entropia o in termini di stima Bayesiana usando uno
schema MAP (Maximum A Posteriori) *. Qui di seguito c¢’¢ un breve

cenno a quest’ultima interpretazione.

2.1 Interpretazione stocastica del termi-

ne di regolarizzazione attraverso una

stima MAP

Consideriamo un modello di rumore P(d|u), che viene rappresentato in
questo modo perché la probabilita di determinare il rumore n ¢ uguale
a quella di ottenere i segnali d = u + n data la superfice reale u. Sia
inoltre P(u) la distribuzione, nota a priori, delle superfici da costruire

allora la probabilita a posteriori di ricostruire u ¢ data dalla formula di

Bayes
P(d|u)P(u)
P —
(uld) = =50
P
con P(d) una costante nota e dove vale P(alb) = g?;b) Ora nella

pratica la distribuzione nota delle v ¢ esprimibile in termini delle loro
derivate Vu cioé & del tipo P(Vu). Inoltre usando un modello di rumore
additivo non correlato gaussiano per P(Vu) si ha che la funzione di

regolarizzazione, espressa in funzione di Vu, e
9(Vu) = —log(P(Vu))

infatti essa rende regolare le u se viene minimizzata. Siccome la fun-

zione — log € monotona decrescente la ricerca del minimo dell’energia

> (u—d)*+g(Va)

4 D. Kazakos and P. Papantoni-Kazakos “Detection and Estimation” Computer

Science Press, W.H. Freemann and Company, New York, 1990.
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corrisponde a massimizzare la probabilita a posteriori P(Vu|Vd), infat-
ti g(Vu) € minima se P(Vu) ¢ massima ossia se P(Vu|Vd) ¢ massima.
Quindi usando una stima MAP il problema dell’energia si riduce a

massimizzare la probabilita a posteriori.

2.2 Convessita e GNC

In entrambi i casi di regolarizzazione (deterministica o probabilistica)
le proprieta di ricostruzione e di convessita, che ci garantiscono la ri-
cerca del minimo assoluto senza cadere in una concavita relativa ad
un minimo solo relativo, dipendono dalla funzione di regolarizzazione.
Thikonov usava una funzione di regolarita parabolica mentre B&Z una
parabola troncata che non garantiva la convessita. Allora per trasfor-
mare lo spazio di soluzioni in uno convesso sono stati introdotti vari
algoritmi GNC (Graduated Non Convexity). Nei quali attraverso 'in-
troduzione di parametri lineari si trasforma lo spazio delle soluzioni in
uno convesso. In questo nuovo spazio si determina la u che minimiz-
za 'energia e facendo variare di poco e in maniera lineare i parametri
introdotti si cerca di ritornare al problema iniziale non convesso appli-
cando, passo dopo passo, un algoritmo di ricerca del minimo che parte
dal minimo del passo precedente. Analizziamo ora 'algoritmo GNC
applicato all’Hamiltoniana (2.1) con la differenza che la funzione di

regolarizzazione e espressa in funzione del gradiente della ricostruzione

E(u,d)=D+S = /Q((u(s) —d(s))? ds + /Qg(Vu(s)) ds.  (2.2)

Il primo passo di un algoritmo GNC consta allora nell’individuazio-
ne di una funzione g* che rende il funzionale dell’energia E* convesso.
Mentre nel secondo passo partendo da E(Y) = E* si costruisce una suc-
cessione di funzionali dell’energia E® che approssimano sempre meglio

al diminuire di p il funzionale di partenza (2.2). E nei quali si deter-
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minano le ricostruzioni «® che minimizzano I’energia applicando un
metodo di discesa che parte da u®+Y). Per far si che la successione
delle u®) porti alla soluzione del problema iniziale si deve costruire op-
portunamente il funzionale convesso e gli altri funzionali E® infatti
essi devono individuare uno sviluppo di deformazione del funzionale di
partenza che concentri la convessita nella concavita del minimo asso-
luto (Figura 2.1); altrimenti si avrebbe nel secondo passo, in cui si ha
il passaggio £V — E© P'individuazione di un minimo solo locale di

E = E©. Una condizione che garantisce la convessita per un funzionale

T
e© £®

EM =g

Figura 2.1: Il secondo passo modifica il funzionale da E* convesso a

E© = E che ¢ il funzionale dell’energia iniziale da minimizzare.
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dell’energia nel caso 1 dimensionale espresso come nella

E(u,d) = /

Q

((u(s) — d(s))? ds—i—/ﬂg(u'(s)) ds. (2.3)

¢ che P .
g
—(z) > —= 2.4
@) >, (2.4
per maggiori dettagli si veda I'appendice. Nel caso del modello della
weak membrane” la funzione di regolarizzazione che si usa nel funzionale

dell’energia iniziale (2.2) & quella quadratica troncata bidimensionale

A2 |Vul? se |[Vu| < T/A

T2 altrimenti

9(Vu) = {

che non soddisfa la condizione sufficiente per la convessita (vedi ap-
pendice teorema (A.2)) e che quindi deve essere sostituita nel primo
passo da un funzionale convesso. Analogamente nel caso del model-
lo 1-dimensionale della weak string la g di partenza del funzionale
dell’energia (2.3) e la quadratica troncata 1-dimensionale

g(x) :{ e (2.5)

« altrimenti

che non ha la derivata seconda limitata per |z| = @ mentre altrove la
sua derivata seconda e maggiore uguale a zero. Allora si deve cercare
di arrotondare lo spigolo (Figura 2.2) approssimando g con una g* che
verifichi ovunque la condizione (2.4).

Gli algoritmi GNC secondo B&Z sfruttano i modelli di weak con-
tinuity e verranno analizzati piu in avanti. Prima di tali algoritmi,
i metodi usati per costruire uno spazio convesso, facevano riferimen-
to a MFA (Mean Field Annealing) per rilassare e rendere convessa

I’Hamiltoniana e all’uso di filtri.

°I modelli di weak continuity: weak string e weak membrane, sono introdotti nei

successivi capitoli.
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4.5 N

35

15F

Figura 2.2: La funzione ¢g* € una approssimazione di g che soddisfa la

(2.4) e che rende E* convesso nel modello della weak string.

2.3 Mean Field Annealing

In questa tecnica si approssima la funzione di regolarizzazione con quel-
la M F-approssimata nella quale si suppone che gli stati (le posizioni)

possibili che puo assumere la nostra membrana abbiano la distribuzione

di Gibbs che soddisfa
e—E(u,d)/cf

Z
dove E(u,d) rappresenta l'energia (2.1) e Z ¢ una costante di norma-

Pu) = (2.6)

lizzazione. Allora lo spazio delle soluzioni viene costruito in questa

approssimazione attorno allo stato medio della distribuzione. La f che
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vien fuori da questa costruzione si chiama funzione di regolarizzazione
MF-approssimata. La distribuzione di Gibbs (2.6) produce stadi medi
determinabili per o alta mentre per o = 0 tutti gli stati sono equi-
probabili. Quindi il metodo e costruibile solo per ¢ alta. Si osserva
che calcolare la media di una distribuzione di Gibbs risulta complicato
sia per il costo computazionale che per le dipendenze dalle proprieta
correnti del campo d. Inoltre vale che la MF-approssimata f,«, con o*
opportunamente alta, porta alla convessita dello spazio e quindi si puo
utilizzare un algoritmo GNC, nel quale, si parte da ¢* e si ritorna alla
sigma iniziale bassa che corrisponde alla funzione di regolarizzazione
iniziale f. Se utilizziamo un modello di weak continuita la f iniziale

(con o = 0) e quella quadratica troncata nel caso 2D

T% se |z]* > T?*/\
Ar? se |x]2 < T?/\

f(x) = fo(x) :{

mentre quella MF-approssimata generica ¢

T2 _\|z|?

folx) =T* —clog(l+e = ).

Allora partendo da una ¢* opportunamente alta (tale da rendere il
problema convesso), si determina la u,+ ottima e successivamente si fa
decrescere in maniera continua ¢ determinando la u, ottima di ogni
passo, fino a raggiungere ¢ = 0. In questo procedimento ¢ molto im-
portante scegliere la ¢* iniziale per non cadere in una concavita di un

minimo non assoluto.

2.4 Uso dei filtri

Ulteriori procedimenti, che rientrano negli algoritmi GNC, si basano
sull’uso dei filtri come strumento per attirare la convessita del funzio-

nale dell’energia. Descriviamo ora il cosiddetto Smoothness Focusing
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[3]. Esso riesce ad ottenere un’espressione convessa dell’energia sosti-
tuendo la funzione di regolarizzazione di partenza con una convoluzione
fra la stessa funzione e una gaussiana uniforme di deviazione standard
sufficientemente grande

9 =9®G,.

Allora usando un semplice metodo di discesa del gradiente si riesce a
minimizzare la E*. Al decrescere della deviazione standard o verso 0

(0, — o) si individua una successione di funzioni di regolarizzazione
g(p) =g Gap

che si avvicinano alla g di partenza e che trasformano £ in un funzio-
nale E® che ha il minimo sempre piit vicino a quello del funzionale di
partenza FE.

Un procedimento simile che sfrutta la convoluzione gaussiana puo es-
sere applicato sulla distribuzione nota a priori degli stati possibili della
membrana P(V,). Se supponiamo che le osservazioni delle V,, sono
indipendenti fra di loro allora l'interpretazione MAP della funzione di

regolarizzazione porta alla

9(Vu) = —1og(P(V.))

dove P e la funzione di densita di probabilita delle Vu. Se ritor-
niamo al caso 1-dimensionale la convoluzione della funzione di den-
sita di probabilita P(u) con la gaussiana G, porta alla funzione di
regolarizzazione

go(u) = —log(P ® G,)

1
2

deviazione standard o della gaussiana ¢ maggiore di quella della di-

che avra le derivata seconda positiva (e quindi maggiore di —3) se la

stribuzione delle u. Allora con tale sigma si parte da una g, che in-

dividua un funzionale dell’energia convesso e quindi successivamente
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si puo applicare GNC facendo decrescere la o fino a zero per ritorna-

re alla f(u) = —log(P(u) iniziale. Questo procedimento viene detto

Probability Focusing [3].
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Weak Continuity

Dati i segnali d(x) della superfice reale u, 'obiettivo della restrizio-
ne alla weak continuity (continuita debole) di una ricostruzione u(x) e
quello di determinare i punti dove sono presenti le discontinuita e dove
invece la superfice e continua. In particolare una funzione u(z) con con-
tinuita debole € una funzione continua a tratti con salti corrispondenti
ai punti dove le discontinuita di d(x) sono piu rilevanti (Figura 3.1). La
restrizione alla weak continuity corrisponde a dei vincoli che nel caso
in cui non vengono soddisfatti portano a delle discontinuita, per questo
la continuita fragile viene anche detta elastica. Iniziamo con ’esami-
nare il caso 1-dimensionale dell’Hamiltoniana (2.3); tale modello con la
restrizione della weak continuity si dira modello della weak string. In

questo funzionale la funzione di regolarizzazione ¢ quadratica
g(x) = N2
Per introdurre le restrizioni di weak continuity, all’Hamiltoniana
D+5S= /Q((u(:ﬂ) — d(x))? dv + AQ/QU'(x)Q d,

si aggiunge una nuova componente. Infatti il termine S forza la conti-

nuita mentre I'obiettivo e quello di costruire un modello che preveda la

16
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15

d(x

d(x) \

'

u(x)

Figura 3.1: La u(x) con la restrizione di weak continuity. Quando il
salto h nei dati d(x) ¢ alto allora anche la u(z) presenta un salto nello

stesso punto di discontinuita

comparsa di discontinuita nelle ricostruzioni. Percio all’espressione di
sopra si aggiunge un termine P che porta a delle penalita di peso « in
particolari punti, ostacolando in essi la ricostruzione continua. Allora

il modello della weak string e
E(u,d)=D+S+P = / (u(z) —d(z))? dm+/\2/ W' (z)? dr+P. (3.1)
Q Q

Il parametro A e detto di regolarizzazione infatti piu e grande e piu la
u che vien fuori dalla minimizzazione dell’energia e regolare (cioe con-

tinua con derivate basse). Questo parametro e detto anche dimensione



CAPITOLO 3. WEAK CONTINUITY 18

di lunghezza o scala. Esso regola il bilanciamento dei due termini D
e S nel’Hamiltoniana, infatti se e grande viene forzato I'impegno nel
rendere minimo S, mentre se e piccolo viene minimizzato maggiormente
D, rendendo la ricostruzione piu vicina ai dati. Inoltre ¢ una lunghezza
caratteristica nella lettura dei dati, infatti permette la classificazione
delle discontinuita come isolate o meno. Il termine S viene anche detto
energia elastica della stringa. 11 parametro «, come vedremo in segui-
to, contribuisce nella ricostruzione, con una penalita (in un certo senso
negativa) nei punti in cui & segnalata la discontinuita dei dati d(z). Si
osservera che pitt « e grande e minore e la probabilita di riscontrare ef-
fettivamente una discontinuita, nel punto segnalato, al momento della
ricostruzione.

Nel capitolo precedente abbiamo visto che se ’energia e del tipo D + .5
(2.3) la convessita e garantita dalla scelta di una funzione di regola-
rizzazione g che soddisfi la (2.4); questa condizione ¢ immediatamente
soddisfatta dal funzionale (3.1) del tipo weak string D + S, cioé senza
il termine P, che quindi e convesso. Mentre, con 'aggiunta del termine
di penalita P, si hanno piu soluzioni stazionarie (pitt minimi locali di
E), alcune piu continue ed altre con piu discontinuita e la scelta giusta

dipendera dai parametri o e A e dai salti h nei punti di discontinuita.

3.1 Introduzione dei line process

Se i nostri dati d(x) presentano dei grossi errori, detti outlier, dovuti ad
un rumore o a errori nella rilevazione dei segnali, e delle discontinuita
effettive (cioe presenti nella soluzione reale), allora l'introduzione del
termine P permette 'individuazione delle discontinuita effettive nella
ricostruzione finale. Un’espressione possibile del termine di penalizza-
zione ¢ quella legata all’introduzione di un processo lineare (line pro-

cess) l(x) che varia in 0 e 1 e che segnala la presenza di discontinuita
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per [(x) — 0 e I'assenza per [(z) — 1 nella ricostruzione. Quindi per
condurre ad una ricostruzione che tenga conto delle informazioni dedu-
cibili dai valori di I(x) si deve far comparire il termine di penalita P e
scomparire il termine S nei punti in cui [(z) = 0, mentre 'opposto deve
avvenire nei punti in cui la ricostruzione ¢ continua (/(z) = 1). Discre-
tizziamo ora il dominio €2 lineare in IV pixel i = 1,..., N e supponiamo
che tutti i punti di discontinuita effettiva o outliers appartengono a
questo insieme. Allora, indicato con [; il valore che il line process as-
sume nel pixel i e considerata la stima /(i) ~ u; — u;_1, si ottiene

I’espressione della weak string nel discreto:

N N N
E=D+S4+P =) (u—d)>+ > (ui—ui_1)*-Li+a > (1-1;). (3.2)
=1 1=2 =1

dove u; = u(i) e d; = d(i). Come si osserva ora il funzionale dipende
dalle d; e u; ma anche dai line process [; € [0,1] che possono essere
ridotte a semplici variabili booleane. Per cui il problema di minimizzare

I’energia diventa quello di determinare le [; e le u; che conducono al
min(uiyli)E,

in cui le d; sono assegnate. La presenza delle variabili booleane rende
indubbiamente piu complesso il problema di minimizzare 1’energia ed
ha anche lo svantaggio di non permettere 1'utilizzo degli algoritmi GNC

che e indispensabile visto che ora il funzionale non e pit convesso.



Capitolo 4

Line process e

Regolarizzazione robusta

Nel capitolo precedente abbiamo visto I'importanza da un lato, del-
I'introduzione dei line process, e la difficolta dall’altra, di utilizzare un
espressione dell’energia con tali variabili booleane per ricostruire 1'im-
magine di partenza. Questa situazione si presenta sia nel modello della
weak string (3.2) che in quello della weak membrane. Allora 'ideale
sarebbe quello di conservare il vantaggio di costruire immagini con salti
di discontinuita che viene garantita dai line process, ma anche evitare
che essi compaiano nell’espressione dell’energia, per poter applicare un
algoritmo GNC! Per risolvere questo problema ci viene in aiuto la re-
golarizzazione robusta, che risulta equivalente all’introduzione dei line
processes nell’Hamiltoniana. Qui di seguito viene presentata la rego-
larizzazione robusta, poi vengono definiti in maniera generale i line
process ed infine esaminata 1'unificazione dei due procedimenti secondo

i dettagli di Black e Rangarayan [4].

20
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4.1 Robust regularization

La regolarizzazione forte (robusta) non ¢ altro che I'applicazione della
statistica robusta nel problema di regolarizzare certi dati d(z) a dispo-
sizione. Il campo della statistica robusta e stato concepito nei problemi
di approssimazione quando i dati contengono grossi errori, gli outlier,
che non sono conformi con le assunzioni statistiche valide per la maggior
parte dei dati (come per esempio sono dei dati che non dipendono dal

rumore gaussiano). I principali obiettivi della statistica robusta sono:

e descrivere le strutture migliori che si adattano alla massa dei dati

a disposizione;

e determinare i punti con gli outlier e le sottostrutture dei dati

deviate.

Le statistiche robuste risolvono allora, in termini analitici, il problema
di determinare i parametri a = (ay,as,...,a,) del modello delle rico-
struzioni u(x, a) che meglio si adattano ai dati d(x) a disposizione cioé

tali da determinare il
malnz p(ds — u(s,a)),

dove p e la norma dell’errore. Chiaramente la scelta delle differenti
p-norme porta a differenti stimatori robusti dei dati che avranno una
differente sensibilita agli outlier. Ad esempio l'uso dei minimi qua-
drati (p(z) = 2?) & molto sensibile agli outlier, perche tale norma ha
un tasso di crescita lineare e cio non consente il riconoscimento degli
outlier. Le norme che prevedono la presenza degli outlier vengono det-
te norme robuste, quando queste norme compaiono anche nel termine
di regolarizzazione S dell’energia allora si parla pitt propriamente di

regolarizzazione robusta.
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Per analizzare il comportamento di una norma robusta p, in funzione
degli errori (che saranno degli outlier, se us — ds & grande) ¢ indispen-
sabile analizzare la funzione di influenza ¢(x) = p'(x) che deve evitare
una crescita lineare per errori us — d, grandi, altrimenti la norma p che
comparirebbe nel termine D del funzionale dell’energia (vedi paragrafo
successivo) sarebbe troppo grande e forzerebbe I’eliminazione del ter-
mine di regolarita S, portando a ricostruzioni simili ai dati e quindi
errate. Una classe di norme fortemente robuste sono quelle aventi la
funzione d’influenza decrescente all’esterno di un intorno dell’origine,

come quelle lorentziane

p(x,0) =log (1 + ; (§>2> )

2x
o) = 202 + x2

che hanno dunque un andamento logaritmico con una funzione di in-
fluenza (figura 4.1) che decresce per |z| > /20 e quindi gli outlier sono
i punti in cui errore dei segnali u, — d, supera v/20. Un’altra classe
di norme robuste, che & quella usata nell’algoritmo GNC secondo B&Z,

sono le quadratiche troncate

oz, 0) :{ r? se |z| < a

o (4.1)
a altriment:
cioé del tipo (2.5) che ha la funzione di influenza

2z se |z| < o

0 altriment:

¢($7a) = {

che e nulla per errori rilevanti.
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*
*

\ J

2o | V2o X

Figura 4.1: Funzione di influenza corrispondente alla norma lorentziana
p(x, o). Sinoti che gli outlier vengono riconosciuti oltre v/2¢, perche li

la funzione decresce.

4.1.1 Applicazione delle norme robuste nell’Hamil-
toniana
L’espressione dell’energia D + S (senza weak continuity) di una stringa
u(z) che si adatta ai segnali d(x) nel caso discretizzato
N N

i=1 =2
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con le stesse convenzioni di (3.2), & del tipo

N N
E(u,d) = ZPD(W —d;, op) + N\ Zpg(u,- — Ui_1,08) (4.3)
i=1 i—2

con pp(z,0) = ps(x,0) = x*. Con queste norme non ci troviamo nel
caso di regolarizzazione robusta. Infatti se da un lato sul termine D,
alla presenza di outlier sui dati d(z), si opera su una struttura deviata
nella ricostruzione della stringa, come abbiamo detto precedentemente,
dall’altro la norma quadratica sul termine S tenta di rimuovere tutte le
irregolarita della funzione (di discontinuita o con derivate elevate) sia se
dovute dal rumore che, soprattutto, se dovute ad un salto dell’intensita
della stringa reale che ¢ piu rilevante nel termine S.

Nella regolarizzazione robusta invece i termini D ed S sono oppor-
tunamente pesati mediante delle norme robuste pp e pg che permettono

rispettivamente di:

e individuare gli outlier come quei dati che corrispondono agli errori
u; — d; abbastanza grandi e di dargli un peso piccolo nel termine
D

e trascurare le discontinuita rilevanti u; — u;_; nel termine S e far
pesare nell’Hamiltoniana (4.3)) solo le irregolarita minori (dovute
dal rumore) portando quindi a regolarizzare la ricostruzione finale

solo su questi ultimi punti.

Una volta stabilito la necessita delle norme robuste p € necessario
sceglierle opportunamente a seconda delle loro proprieta di rendere o
meno convessa 1’Hamiltoniana (4.3).

I parametri di scala o delle norme robuste se abbastanza grandi,
hanno proprio l'utilita di rendere il problema convesso, ed anche di
poter poi utilizzare un algoritmo GNC al diminuire del parametro o

per ritornare al caso iniziale.
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L’algoritmo GNC inizia allora con una approssimazione convessa
(con o alto), che porta ad una p quadratica (come nel caso della norma
lorentziana per ¢ — oo, [5]) e quindi alla mancata segnalazione di
alcun outlier, mentre, al diminuire di o, la funzione di influenza cresce
sempre meno all’esterno di un intorno dell’origine permettendo allora
la comparsa di sempre piu outlier sui dati e sulla regolarita, per cui la
ricostruzione u(z) si adatta a d(z) in maniera sempre piu intelligente
riconoscendo gli addendi da non considerare nelle sommatorie D e S.

Si osserva che sebbene questo procedimento opera bene, non e ga-
rantita la convergenza analitica di u,(x) alla ricostruzione u(z) con la
o ottima iniziale.

Inoltre puo essere provato che I'uso della norma robusta sul termine
S porta ad un ottima ricostruzione finale della stringa (o nel caso gene-
rale della membrana e quindi dell’immagine) se essa e caratterizzata da
intensita costanti a tratti (si veda [0]), che & una delle caratteristiche

delle immagini.

4.2 Line Process

Nel capitolo precedente abbiamo introdotto nel caso discreto il termi-
ne P con i line process nell’espressione dell’Hamiltoniana (3.2); ora
generalizziamo la definizione di line process.

Il line process ¢ un processo lineare {(z) che varia fra 0 e 1 e che
permette di ricostruire superfici regolari a tratti, nel senso che forza
una ricostruzione continua nei punti dove I(z) — 1 e la presenza di
discontinuita nei punti dove /(z) — 0.

L’energia della ricostruzione con un modello generale di line process
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su una stringa nel caso discretizzato ¢ allora del tipo

N N N
=1 =2 i=1

(4.4)
e quindi dipende anche dalla scelta del line process [(x). La funzione
¥(2), detta di penalita, deve tendere a zero per z — 1 facendo cosi
scomparire il termine di penalita P (quando [; ~ 1) e deve tendere ad
a, la penalita per una discontinuita nell’Hamiltoniana, per z — 0. Un

esempio di funzione di penalita e allora
P(z) = a(l — z).

La presenza dei line process [; nella formula (4.4) tiene conto delle
possibili violazioni delle restrizioni di regolarita ma non della possibile
presenza di segnali outlier nel termine D. Allora per prevedere questa
possibilita nel termine di approssimazione dei segnali D si introducono
dei line process m(z) ed un’altra funzione di penalita 1p(z). Quindi il

funzionale dell’energia nel caso discreto diventa

N N

E(u,d,l,m) = Z[(ui—di)Qmi—i—?ﬂD(mi)]#—)\Q Z[(ui—ui,1)2li+¢5(li)],
- . (4.5)

dove si pone uy = uy e ¥5(z) = 35¢(z). Il line process m(z) individuera

allora degli outlier nei punti dove tende a zero e delle approssimazioni

vicine ai segnali d(z) dove si avvicina all'unita. La formula precedente

dell’energia individua il cosiddetto processo outlier.

4.3 Equivalenza

Come abbiamo visto, i line process permettono la presenza delle discon-

tinuita nella ricostruzione e prevedono quella degli outlier cosi com’e
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nello spirito del modello con regolarizzazione robusta (4.3), quindi risul-
ta ragionevole il tentativo di provare ’equivalenza fra i due procedimen-
ti. Per far cio verifichiamo com’e possibile passare da un procedimento
ad un altro. Il passaggio dal processo outlier E(u,d, [, m) (41.5) alla for-
mula con la regolarizzazione robusta viene descritto dettagliatamente
mentre, per il passaggio inverso, ci si puo basare su uno schema presente
nell’appendice [A.3 e provato su [4].

Il problema di minimizzazione dell’energia nel caso del process ou-

tlier e
N N
min » _[(ui — di)*mi + dp(ma)] + A 3 [(ws — wia)*li + ¥s (L)

i=1 =1

che risulta equivalente a determinare il

muin <mnlbn Zl[(uz — d;)*m; + ¢¥p(my)] + mlin A2 Zl[(m —ui—1)’l + @US(li)]) :
= - (4.6)

Costruiamo ora le p norme :

pp(z) = 0%121215522 +1p(z,)

ps(x) = nglglxzz + s(2),

da cui sostituendole nella (4.6) otteniamo il modello con la regolarizza-

zione robusta
N N
muianD(ui —d;) + \? Z ps(u; — u;_q).
i=1 i=1
Questa equivalenza ed in particolare il passaggio da outlier process
ad un modello con regolarizzazione robusta permette un costo minore
nonché la possibilita di applicare algoritmi GNC sulle norme robuste.
Un primo esempio di equivalenza sussiste fra le norme lorentziane e

la funzione di penalita del tipo

(z) = const(z — 1 — log(z))
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oppure fra la norma quadratica troncata p(z,a) espressa in (4.1) e la

funzione di penalita

U(z) = a(l —2).
Infatti
2 2
inf 2%z 4+ a(l —2) = inf (22 —a)z+a= rose s
z 0<z<1 a se 2>«

da cui per la definizione
— 2
p(r) = jinf 2%z +v(2)
si ha

) 2 ose x| < Va
P(x)—{ o0 se |z>va (4.7)



Capitolo 5
Uso dei parametri o e A

In questo capitolo esamineremo gli effetti che le variazioni dei parametri
a e A producono allinterno del modello della weak string del tipo (3.1)),
e successivamente questi risultati verranno generalizzati nel modello
della weak membrane che verra ivi introdotto. Per semplificare i calcoli
si considera P del tipo P = aZ = « / 1—I(z)dz e quindi 'Hamiltoniana

nel modello della weak string diventa
E(u,d) = D+S+P = / (u(z)—d(z))? dr+)2 / W (2)? de+aZ. (5.1)
Q Q

Come abbiamo detto nel capitolo 3 una caratteristica fondamentale del-
la weak continuity e ’elasticita, cioé la capacita di rilevare discontinuita
nei dati solo per dei salti rilevanti; il prossimo paragrafo ci permette di
stabilire il valore limite di salto nei segnali, che porta all’individuazione
della discontinuita nella ricostruzione. Questo salto limite viene detto

limite di sensitivita e indicato con hyg.

5.1 Limite di sensitivita

Supponiamo di considerare I'intervallo [0, L] su cui viene rilevato il se-

gnale d(z) regolare (senza discontinuita) allora si puod provare (Appen-

29
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dice |A.4) che l'energia nel modello continuo

L

E(u,d) = / (u(z) — d(z))? dz + N2 /L d(@)? dr,  (5.2)

0 0

assume 1l valore minimo

B() = [ d(e)(@(e) — d(r)dz,

con chiaramente u la migliore ricostruzione continua su [0, L].

Se consideriamo lo spazio delle stringhe continue in [0,L] che soddi-
sfano il vincolo u(0) = z (Figura 5.1) con z # z = u(0), otterremo che
la ricostruzione wu(z) di tale spazio, che minimizza ’energia, porta ad
un incremento di energia AE = E(u) — E(u), che ¢ proporzionale al

quadrato della differenza u(0) — w(0), cioe vale
AE = e(z — %)%

Nel caso L >> A si prova che € ~ \ per cui
AE = \z —2)%,

che vale anche se L = 4o0.

Ora supponiamo di avere dei segnali in [—Ls, L] con una discon-
tinuita in 0. In questa situazione si vuole valutare 'incremento del-
I’energia prodotto da una ricostruzione continua in 0 rispetto a quella
minima nel modello (5.2) in [—Ls, L;]. Per far cid possiamo sfruttare
il risultato precedente perche imporre la continuita in 0 € equivalente a
fissare il passaggio per un punto (0, z). Definiamo la ricostruzione otti-
ma U come quella definita in tutto [— Lo, Ly] (Figura 5.1), che minimizza

'energia nel modello continuo (5.2):
e in [0, L] (dove si pone T = 1),

e cin [—Ly, 0] (dove u_ = 7).
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A J

Figura 5.1: La linea tratteggiata rappresenta il segnale d(x) in tutto
[— Lo, Ly], mentre u ¢ la ricostruzione ottima per il modello D+ 5. u(x)

¢ la stringa che soddisfa il vincolo u(0) = z.

Questa ricostruzione ¢ proprio quella che minimizza ’energia in tutto
[— Lo, Ly].

Allora I'incremento dell’energia rispetto a w, ottenuto nell’imporre
la continuita (cioe u(0) = z), & proporzionale alla somma delle differenze
1. (0) — u(0) e u(0) —w_(0), per cui AE ¢ proporzionale al salto h di
discontinuita di d(z) e vale

AE = E(u) — B(m) = (1 + 1)1 |

€1 €2
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Nel caso in cui L1, Ly >> Asihal=¢€¢; =€ e
AFE = )\—hQ (5.3)
2

Grazie a quest’ultima espressione di AFE ¢ possibile determinare hy.

Consideriamo sempre i dati d(z) con una sola discontinuita in 0,
allora, con il modello dell’energia della weak string (5.1), la ricostru-
zione ottima (che minimizza E) presenta la discontinuita in 0 se la sua
energia F = min(D + S) + « € minore dell’energia di una ricostruzione
continua in 0 del tipo D+ 5. Siccome la differenza D + S —min(D + 5)
¢ pari allincremento dell’energia nel modello (5.2)) in [—Lo, L;], per la
(5.3), otteniamo che compare la discontinuita nella ricostruzione ottima
se

AFE >«

che e equivalente alla condizione

2a
h =
>1/)\,

che permette allora di definire il limite di sensitivita:

2c0
ho = \/? (5.4)

5.1.1 Discontinuita interagenti

Nell’analisi precedente abbiamo supposto che nell'intervallo [—Ls, L]
era presente una sola discontinuita, ma nella realta i segnali presenta-
no parecchie discontinuita. Il caso piu semplice di due discontinuita e
quello del cappello a cilindro che ha un doppio gradino di uguale altezza
h (Figura 5.2), sul quale determineremo ’associato limite di sensitivita
che verra poi valutato nel caso generale; proveremo inoltre che il limite
di sensitivita cambia se i punti di discontinuita sono abbastanza vici-
ni. D’ora in poi indicheremo con a la distanza fra due discontinuita

consecutive.
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Figura 5.2: Funzione “cappello a cilindro” di altezza h.

Iniziamo con 'osservare che il caso di una sola discontinuita, si puo
vedere come la situazione di piu discontinuita che distano a, con a > L,
e a > Ly (basta allargare 'intervallo di ricostruzione), dove a >> A
giacché il risultato precedente e stato ottenuto per Ly, Ly >> A.

Questa analogia portera allo stesso limite di sensibilita.

Se supponiamo a >> A si ha che I'energia della ricostruzione con-
tinua che minimizza E nel modello D + S e, nel caso che la base del

cilindro poggia sull’asse delle x (si veda I’appendice di [2])

B, = h2\ (1 —exp (-i)) .

Mentre la ricostruzione ottima che presenta le due discontinuita ha
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I’energia Fy = 2a.. Per cui nel caso in cui

B, =2 < E, = h2\ (1 —exp (-a)) ~ h2),

X\
2
h>h0:,/70‘,

avremo la certezza di individuare le due discontinuita con il modello di

ossia se vale

weak string.
Mentre nel caso inverso a << A siccome (1 — exp(§)) =~
E, = h%a e quindi E; = 20 < E; se

2 A
h>1/0‘:\/>-h0
a a

Quindi le discontinuita interagiscono nella ricostruzione se a << A
portando ad una modifica del limite di sensitivita.

I risultati ottenuti possono essere estesi anche al caso piu generale
in cui le discontinuita interagenti (a << \) nei dati sono relative a due
salti di altezza diversa hy, hy (Figura 5.3).

In questa situazione con hs > hy, sono 3 le possibili configurazio-
ni della stringa che verranno ottenute se le rispettive energie, ottenute
minimizzando i relativi modelli d’energia, sono minori rispetto alle al-
tre. L’elenco dei possibili valori dell’energia in ogni configurazione e

descritto qui di seguito:
e nessuna discontinuita, £ = %/\(hl — h9)? + ahyhy;
e discontinuita di salto hy, F = ah? + «;

e entrambe le discontinuita, £ = 2a.
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d(x)

Figura 5.3: Segnali con due salti di altezza diversa hy, ho

5.2 Discontinuita spurie generate dalla di-

gitalizzazione

Un aspetto interessante del comportamento del modello con weak con-
tinuity e quello legato alla comparsa di discontinuita spurie dovute alla
digitalizzazione. Infatti in presenza di una sola discontinuita di salto h,
la digitalizzazione mediante dei campioni centrati nella zona di discon-
tinuita (Figura 5.4) porta al campionamento del segnale verso un valore
non esistente nei dati, facendo comparire una discontinuita spuria oltre

a quelle gia presenti.
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A d(®)

v

campioni

| | | | | |
T T T T T T

Figura 5.4: Il gradino d(x) viene campionato su intervalli di uguale
misura cio produce dei digit (i cerchietti). Un campionamento centrato
nella zona di discontinuita (rappresentato dalle freccette) crea un digit

(quello scuro) che corrisponde alla scoperta di una discontinuita spuria.

L’energia di una ricostruzione con la discontinuita spuria ¢ pari a
2a mentre nel caso, della sola discontinuita reale, in analogia al caso
generale di a << A\ visto precedentemente, l'energia ¢ £ = o + ih2a,
come se la discontinuita spuria sia una discontinuita effettiva nei dati.

Allora la discontinuita spuria non appare se

1
o+ ZhQG < 2«
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ossia, ricordando la definizione (5.4) di hg, se

h 2\

ho V'
cioe per A abbastanza grande o per a abbastanza piccolo. Si noti che la
distanza a fra le discontinuita nei dati (digitalizzati) approssima ’am-
piezza dell’intervallo di campionamento, quindi piu il campionamento
€ preciso e minore e la probabilita che appaia una discontinuita spuria.
Tale distanza a essendo minore dell’'unita garantisce la ricostruzione

senza discontinuita spurie per

h < ho\/ 2.

5.3 Rumore e discontinuita spurie

L’errore indotto dal rumore nella localizzazione delle discontiuita € mol-
to piccolo. Se indichiamo con u, la ricostruzione dei dati d(z) che pre-
senta la discontinuita di salto h spostata di € piccolo rispetto a quella
dei dati allora solo se la deviazione standard del rumore o verifica

>h
o> —
2

vale

E(ue,d) < E(ug,d),

e quindi la discontinuita viene rilevata in punto diverso da quello reale.

Una misura dell'immunita dal rumore nella ricostruzione della strin-
ga, per quanto riguarda la comparsa di discontinuita spurie, ¢ data dal
parametro «. Infatti gia sappiamo che un «a alto, nel modello della
weak string, incoraggia la continuita e la regolarita, appiattendo allora
il contributo del rumore che rende invece la funzione piu irregolare. In

generale si puo provare che per a che soddisfa la relazione

a > 202
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nella ricostruzione risultante non compaiono delle discontinuita spu-
rie. La dimostrazione di questo risultato viene provato nel caso in cui

d(x) = 0 qui di seguito.

Indicata ancora con u, la ricostruzione di d(x) che minimizza ’ener-
gia (5.1) fra tutte quelle con una discontinuita (spuria ) in = €, e con

u.(x) la migliore ricostruzione continua (cioe u. = 0 ), vale I'equazione
E(u,d) — E(ue,d) = a — R?

dove R ¢ una variabile aleatoria gaussiana con deviazione standard

\;5 e media 0. L’immunita dal rumore si ottiene allora se E(u.,d) <

E(u,,d) cio¢ se a > R%. Quest’ultima condizione ¢ soddisfatta nel 95%

dei casi se a > 202, (si veda Pappendice [A.5).

5.4 Modello della weak membrane

L’energia nel modello della weak string (5.1) puo essere estesa al caso

bidimensionale ottenendo il modello della weak membrane semplificato
BE(u,d)=D+S+P = / (u— d)?dA + AQ/ Vul2dA + a/ dl (5.5)
Q Q L

dove © C IR? ¢ una porzione di piano, dA ¢ un elemento infinitesimo
di €2 e L & un suo sottoinsieme. L’insieme L racchiude le zone di
discontinuita su cui si vuole costruire la superfice u(z,y), quindi Z =
[ dl & la misura (lunghezza) dellinsieme dei punti di discontinuita.
Questo significato di Z e analogo a quello del modello della weak string
dove Z = / 1 —I(x)dz conta proprio il numero delle discontinuita. Per
quando riguarda il significato dei due parametri si rimanda al capitolo
3; mentre in questo e nei successivi paragrafi essi verranno usati per

descrivere i comportamenti principali della ricostruzione.
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Si osserva che, nel modello continuo di membrana D + S, la rico-

struzione ottima u(x) & del tipo

a(z) = /Q Gz, 2')d(2')dA,

1 x—a . : :
con G(z,z') = 27r)\2K0 <| 3 |> e Ky € una funzione di Bessel del
secondo tipo (si veda [2]). L’energia minima associata
E, = E(m) = /Q d(z)(d(z) — u(x))dA (5.6)

Per valutare il limite di sensitivita delle discontinuita hg con la presenza
di piu discontinuita si procede in maniera analoga del caso della weak
string, valutando I’energia nel caso di segnali riferiti questa volta a un
cappello a cilindro in 2D (Figura 5.5). Si puo provare (appendice [2])
che I'energia della ricostruzione continua @ associata ai segnali d(z,y),

nel caso delle discontinuita isolate A << a, ¢ per la (5.0)
E. = E(u) = ma\h’.

Invece nel caso in cui sono presenti le discontinuita sulla circonferenza

di raggio a la (5.5) porta al minimo per u = d con
FEiise = 2m00a.

Per cui saranno presenti le discontinuita nella ricostruzione se
2raa < malh?,

ossia se il salto h e maggiore del limite di sensitivita

2c
ho — 7

Se invece a << A, si ha che la ricostruzione continua migliore ha

un’energia indipendente da A

E. = ma*h?
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d(x.y)

—

Figura 5.5: Cappello a cilindro d(z,y) di altezza h con il raggio del

cerchio superiore pari ad a,
ed avendo ancora nel caso discontinuo v = d, compariranno le discon-

tinuita se

Eyise = 2maa < E.,

A
h> /2 he.
a

Questi limiti di sensitivita, determinati nel caso particolare del cap-

ossia se

pello a cilindro, hanno le stesse espressioni per una qualsiasi membrana
d(z,y).
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5.5 Comportamento della ricostruzione

Per quanto visto nel paragrafo precedente il limite di sensitivita ha la
stessa espressione del caso della weak string. Inoltre si puo osservare
che, nel modello della weak membrane, anche gli altri comportamenti
soddisfano le stesse relazioni del modello weak string.

Il seguente schema riassume tali comportamenti al variare dei pa-

rametri o e \:

e Scala per le distanza dei punti (z,y)
Misura: A

Comportamento:

— se A << a le discontinuita sono isolate, quindi non c’e in-
fluenza nella ricostruzione in un intorno di una discontinuita,

da parte delle discontinuita vicine.

— se A >> a le discontnuita sono interagenti (non isolate).

2a
o Limite di sensitivita per le discontinuita isolate hg = 1| bY

Comportamento:

— appaiono le discontinuita se h > hg

— ricostruzione continua se h < hy.

o Limate di sensitivita per discontinuita interagenti distanti a

A
P

o Resistenza al rumore per la comparsa di discontinuita spurie
Misura: «
Comportamento: non appaiono le discontinuita spurie se o > 202

con o2 la varianza della distribuzione del rumore.
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o Comparsa di discontinuita spurie per la digitalizzazione
La misura € hgv 2\

comportamento: non appaiono le discontinuita spurie se

h < hoV2). (5.7)

5.6 Modello adattivo della weak membra-

ne

Lo schema precedente mette in luce che c’e difficolta nello sceglie-
re i parametri a e A che evitino la presenza di discontinuita spurie,
mantenendo una certa sensitivita controllabile e indipendente dai dati
d(z,y).

Per quanto riguarda l'indipendenza si osserva che, un salto h di 100,
per dati che variano in [10000, 100000], & cosa ben diversa se analizzato
su dati che variano in [100,1000]. Per questo, se si vuole una sensi-
tivita nella ricostruzione “relativamente costante”, questa deve essere
adattata ai dati a disposizione. Un esempio puo essere quello di consi-
derare come dati le d'(x,y) = log(d(z,y)), dove le d(z, y) sono i segnali

a disposizione. Cosi avremo che la variazioni sui nuovi dati

e proporzionale all'intensita dei segnali di partenza. Allora il limite di
sensitivita su d’ lavora in maniera ben pesata sulle variazioni reali di d.
Pero a questo punto sorge il problema che, a basse intensita d(zx,y), le
variazioni dovute al rumore che si sommano con quelle effettive, hanno
un peso rilevante nel conto finale di Ad’, portando cosi a ricostruzioni

falsate.
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Qui di seguito viene introdotto uno schema adattivo sul modello
della weak membrane, che evita i problemi legati al rumore e alla digi-
talizzazione e che usa un limite hg = ho(z,y) proporzionale ai segnali

a disposizione.

Schema

1. Si acquisiscono in input i segnali della membrana misurata d(x, y),
il parametro di regolarizzazione (o scala) A > 0 e la misura

(negativa) della sensitivita alle variazioni nei dati 0 < n < 1.

2. Si costruisce una membrana continua del tipo D + S, con un pa-
rametro A’ relativamente alto per rendere quanto piu regolare e
continua la membrana. Si sceglie anche un parametro o/ abba-
stanza alto da superare 202 e tale che Aegia < ho, in maniera tale
da avere rispettivamente immunita dal rumore e una ricostruzione

con poche discontinuita.

3. La ricostruzione continua ottenuta al passo precedente la indi-
chiamo con I, (z,y). Infatti, approssimativamente, una regola-
rizzazione forte porta ad una membrana con intensita costante in
un intorno di ogni punto, e di valore pari alla media delle intensita

dei segnali iniziali nell’intorno. Si pone allora

hg(l’,y> = 77]@1;<I7y)- (58)

Questo limite di sensitivita e allora proporzionale punto per punto
all’intensita media di un opportuno intorno del punto. Esso sara
piu grande se la misura n ¢ piu grande cioe se si vuole costruire
una membrana meno sensibile alle variazioni nei dati e quindi alle
discontinuita. Per questo 7 si puo considerare come una misura

negativa della sensitivita.
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4. Viene applicato un algoritmo GNC sul modello della weak mem-
brane uguale a quello che esamineremo nel prossimo capitolo, ma
con la differenza che a = a(z,y) ¢ una funzione con il valore
dedotto dalla definizione di ho(x,y) (5.8), cioé

ho(z,y)>  Mla(z,y)?
2 2 '

a(r,y) = A

La scelta dei parametri di input A e n deve essere tale da evitare
anche le discontinuita spurie dovute alla digitalizzazione. Cioe si deve
verificare la relazione (5.7) per ogni salto h nei dati. Osserviamo che
se, in (z,y), la media del segnale & I,,(x,y) allora ¢ lecito attendersi
che al piu il salto h dei dati iniziali & 21,,(z,y), che & ottenuto quando

d varia da 0 a 2/,,(z,y). Quindi per la (5.8) vale sempre

ho(z,y)

Ui

h <2, <2
Allora basta scegliere n e A tali che

2h0(27 y) < ho\/ﬁ

.
=\

per non avere discontinuita spurie nella ricostruzione finale.

cioé

Osservazione operativa 5.1 Questo schema adattivo viene utilizzato

nel file "Gne.c” allegato in coda alla relazione, con delle modifiche:

e Per risparmiare lo spazio in memoria, st € deciso di imporre la di-
mensione dell’intorno del punto con intensita I,, costante. Allora
lintensita 1,, varia regione per regione e non punto per punto.
Quindi indicata con (x,y) una regione dell’immagine, I, (x,y) é

la media dell’intensita in tale regione.
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e Quindi anche a(x,y), dedotta dalla (5.8), € relativa ad una regio-

ne di coordinate (z,y).

o Una stima dei salti medi hy,eqiq € la deviazione standard di tutte

le intensita dell’immagine iniziale.

e La condizione per Uimmunita dal rumore usata é a - X > 202 in
accordo con la condizione di immunita nell’applicazione dell’algo-

ritmo GNC' (prossimo capitolo |paragrafo 6.5.2).



Capitolo 6

Algoritmo GNC di Blake &

Zisserman

L’algoritmo GNC redatto da Blake e Zisserman [2] usa un modello di
weak continuity discretizzato con i line process che nel caso della weak
string e del tipo (3.2). Per lenergia discretizzata espressa in questa
forma valgono i risultati del precedente capitolo anche se sono stati
determinati per un modello diverso (5.1)).

Ora esprimiamo il modello (3.2)) nella forma (4.5) che presentera la
funzione di penalita nel solo termine di regolarita:

B = 3 = )P+ N3 — il + s (4)

con ¥5(z) = 35(1 — 2).
Come abbiamo gia detto nel capitolo 4, per poter applicare un algo-
ritmo GNC su un modello con i line process lo si trasforma nella forma

equivalente con le norme robuste.

Tale modello con la norma robusta nel termine di regolarita e

Z(Uz - di)2 + AQQS(W — Uji—1),

)

46
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dove g5 € la norma robusta della forma (4.7), con la sostituzione del

a L,
parametro o con —, clo€

A2’
gs(w) = inf 22z +1hg(2) = {

Allora, posto

otteniamo il modello dell’energia della weak string secondo B&Z :

Questo risultato viene generalizzato nel caso della weak membrane

ottenendo il modello
E = Z Z(UU - di,j>2 + Q(Ui,j — Ujj—1,Ui5 — ui—l,j)a (6-2)
i g

con

N2 +y?) se ||(z,y)]l = Va7 ¥ < 42
g9(z,y) = Ja :
a se lz,yll = 5

L’algoritmo GNC applicato a tali modelli e formato da due passi:

1. determinazione del funzionale convesso
E*=D + S* = Z(uz — dz)Q + g*(ul — ui_l)

che approssima il funzionale iniziale;

2. definizione di una sequenza di funzionali { £} che, partendo dal
funzionale convesso E) = E*, porti ad approssimazioni sem-
pre migliori del funzionale £ = E© fino a raggiungerlo, per p
che varia da 1 a 0. In ognuno di questi funzionali si determi-
na il minimo partendo dalla posizione raggiunta nella discesa del

precedente funzionale.
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6.1 Determinazione del funzionale conves-

SO

Una condizione necessaria per stabilire se il funzionale della weak string
E*=D+ Zg*(uz — ui,l)

e convesso e gia stata data nel capitolo 2, (2.4); in cui si e accertato che
il modello iniziale (6.1) non & convesso. Un’altra condizione sufficiente

(pitt generale) che garantisce la convessita di E* &
% *\// * 2
Jc* > 0 tale che Vx (g7)"(x) > —c" € Vpax < — (6.3)
c

CON Upqe 1'autovalore massimo di un opportuna matrice Q7' Q; per mag-
giori dettagli si veda I'appendice (teorema (A.3)). Allora notato che
Umaz = 4 € semplice costruire un funzionale convesso nel modello weak
string. Ad esempio, nel procedimento di B&Z, si sceglie un’ opportuna

g*(x) tale che

2 1
con c¢* = = —, cosl definita
Umaa:
A2z? se x| <gq
2
Jor () =4 a— C*(|x|2r) se q<|x|<r . (6.4)
a se x| >r
dove
9 2 1 o«
' _a<6*+/\2>’ ¢ 9=y

D’ora in poi questa funzione viene anche indicata con g¢*(x), il suo

grafico ¢ presente in figura (6.1)
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Figura 6.1: Grafico della g7, , del funzionale convesso che approssima
la g del funzionale iniziale.
6.1.1 Caso della weak membrane

Nel caso D dimensionale del modello discretizzato di energia (A.3)) il

funzionale ha un’espressione equivalente
E(w)=D+Y g Qrw) (6.5)
k 1

con Q = (Qg,) una opportuna matrice detta circolante, perche presenta

righe in cui si ripete un vettore in posizioni diverse.

Osservazione 6.1 Nel caso 1D la matrice Q, definita in (A.5), ha la

coppia (—1,1) che si ripete in ogni riga (tranne che nella prima) e vale
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l'uguaglianza
N
Vk = 2,...,N ZQ]M’LL[ = U — Uk—1

=1

che prova l'equivalenza fra la (0.5) e la (6.1). La (6.1) considerando

una discretizzazione in {x1,...,xx} ha la forma pit precisa
N N
E=) (wi—d;)*+ > glur — ug—1) D+Zg ZkaUz
i=1 k=2 k=2 I=1

perché non ha senso per k =1 la sottrazione uy, — ug_q visto che ug non
e definibile.

Nell’appendice A.2.1 viene determinata un’espressione del tipo (6.5) nel
caso 2D della weak membrane (6.2)).

Ora, se si vuole determinare il funzionale convesso nel modello della
weak membrane si sfrutta una condizione simile a quella per la weak
string (6.3), dove ora @ ¢ una matrice tale che Q1Q = PTP + RTR,
con P e R espresse nell’appendice.

Allora varra la seguente proposizione per il modello della weak

membrane e nel caso generale D dimensionale

Proposizione 6.1.1 Se la g(z,y) = g1(z) +91(y) presente nel modello

(0.2) soddisfa la condizione:
Je* > 0 tale che g (x) + g7 (y) > —¢* € Viax < 2/c”,

dove Vpmer = 8 ¢ il massimo autovalore di PP + RTR, allora il fun-
zionale dell’energia (0.2) con tale g(x,y) é convesso. Mentre nel caso
generale D dimensionale (0.5) la condizione sufficiente alla convessita
é

Jc* > 0 tale che g"(x) > —¢* e vy < 2/c7,

CON VUpay il massimo autovalore di QT Q.
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Grazie a questa proposizione si puo provare che il seguente funzionale

€ CONvesso

N|(z, y)l se |zl <q

_ 2
direy) = a— e WENZT g <y <
0 s )l =r

dove come prima

7“2 =« (2 + 1) e — i
e Az 1= ey
Esso ¢ quello di partenza nell’algoritmo GNC secondo B&Z applicato

al modello weak membrane (6.2).

Osservazione 6.2 Nella parte successiva del capitolo viene analizzato
il modello della weak string ma risultati analoghi valgono e vengono

estesi anche sulla weak membrane.

6.1.2 Sufficienza del primo passo

A volte la determinazione del funzionale convesso E*(u) puo bastare
per determinare il minimo di F(u) senza dover applicare il secondo
passo dell’algoritmo GNC. Cio avviene quando E*(u) & una buona ap-
prossimazione di E(u) tale che il suo minimo «* & proprio il minimo di

Si puo osservare che quanto pitt A diminuisce allora tanto piu ¢g*(x)
sara una migliore approssimazione di g(z) (si confronti la Figura 6.2
con la 6.1) e quindi £* sara una migliore approssimazione di F.

In effetti si ha che ¢ e r al diminuire di A si avvicinano e tendono
a @ per A — 0 facendo cosl tendere g, , a g e quindi u* al minimo
di E(u). Siccome pero il parametro A e fissato a priori e non puo

essere modificato, si sono determinate delle condizioni piu operative
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A
g
A piccolo
a(x)
9,
X
-r -Va/A  —q 0 q va/i r

Figura 6.2: Grafico della g7, , del funzionale convesso nel caso A piccolo.
Si noti che esso approssima meglio la g del funzionale iniziale rispetto

a quella rappresentata in figura 6.1 che ha un parametro A piu alto.

che garantiscono la sufficienza del primo passo e quindi un notevole
risparmio dei costi computazionali.

Una condizione sufficiente affinche u* ¢ anche il minimo di E(u) &
E*(u*) = E(u"). (6.6)
Infatti, ricordando che Vx g*(z) < g(z), si ottiene che
Vu = u(t) E*(u) < E(u)
e quindi se & vera la (6.6)) si ha Vu = u(?)

BE(u) = E*(u*) < E*(u) < E(u).
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Si ¢ provato in [2] che se una stringa presenta un solo salto centrale
di altezza h che non appartiene all'intervallo [h_, hy| = [ho/2A, hoV2)]
allora la condizione (0.0) e soddisfatta. Si noti che anche in questa
situazione per A piccolo (vicino a 1) I'intervallo diventa molto piccolo

e quindi solo il primo passo puo determinare la ricostruzione ottima.

Osservazione 6.3 La condizione (0.0) ¢ soddisfatta solo se
Vi gaa(A7) = g(A7),

dove Af = uf —ul_, e quindi se ogni A} verifica |Af| < gV |Af| > r.
La prima disuguaglianza ci dice che nel funzionale E* la g*(AY), per la
(6-7), ¢ del tipo N2Ar. Quindi nel modello dell’energia E* nell’inter-
vallo [x;_1, ;] si forza la continuita nello stesso spirito che é proprio
dei line process (3.2), dove per l; = 1, si forza la continuita eliminan-
do la penalizzazione a. Mentre nel caso |Af| > r il pezzo nel termine
S corrispondente ¢ o che indica nella ricostruzione la presenza di una
discontinuita in [x;_q,x;], cioé nell”ipotetico” modello line process di
E* vale l; = 0.

Questo modello di line process per E*(u) non esiste (¢ "ipotetico”)
per una u qualsiasi che non soddisfa la (06.0). Infatti, in tal caso, esiste
qualche i tale che q < |A;| < r, ed allora le ipotetiche l; avrebbero
un valore incerto. L’intervallo [q,r|, si dice per appunto una zona di

ambiguita per le A;.

6.2 Secondo passo dell’algoritmo GNC

L’osservazione (0.3 del paragrafo precedente mette in luce che, nel caso
in cui la (6.0) non ¢ soddisfatta (cioé per A sufficientemente grande), ¢
necessario introdurre una sequenza di funzionali E® con una zona di

ambiguita sempre piu ristretta.
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Tale sequenza verra poi bloccata quando la ricostruzione minima
u® di E® produce le

Az(p) _ D) (p)

che cadono tutte fuori da tale zona, perche in tal caso, troveremo
E® (y®) = E*(u®) che ci dice che u® & proprio il minimo di E®),
visto che le ¢ che costruiremo si troveranno sempre al di sotto di g.

La successione dei funzionali dell'energia {E®},¢j01) secondo gli
appunti di B&Z [2] & cosi definita ¥p €]0, 1]

EP(u,d) = EP(u) = D+ > g"(u; — u;1).

con
A2z? se 2| < ¢®
— ()2
9P (z) = gipz\(x) ={ a— C(p)w;) se ¢® < |z < r®
a se |z| > r®)
(6.7)
dove

* 2 1 Q
0 & (O3 N (p) —
w=p ) O‘(C@Wv)’ R RO

Quindi otteniamo per la (6.4) g; \ = ggz\ e EW = E*. Si osserva che
la successione {E®} tende per p — 0 a E(u), il modello iniziale (6.1)
dell’energia. Infatti siccome ¢® — 400 si ha che r® ¢® — @ e
quindi ¢ (z) — g(z). Allora si pone ¢ = g e E® = E. Allora
effettivamente le E®) approssimano sempre meglio il funzionale iniziale
partendo da quello convesso E* a p = 1, ma ciononostante resta da
provare che i minimi di E® tendono al minimo @ del funzionale iniziale
E. Questi minimi vengono determinati in ogni passo p applicando un
metodo di discesa che parti dal minimo del passo precedente. Si parla
di passo precedente perché nella pratica le p passeranno da 1 a 0 in
modo discreto con ad esempio un salto fra due p consecutive py — prp_1

costante.
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6.3 Correttezza dell’algoritmo GNC

Ora verifichiamo se I’algoritmo GNC impostato funziona correttemen-
te, cioé se determina il minimo di F(u) in un numero finito di passi.
Iniziamo con l'esaminare il caso delle discontinuita isolate.

Supponiamo di avere dei segnali d(x) discretizzati in x_p,...,zp
cioé d_r,...,dy e che e presente una sola discontinuita in 0, h = |dy —
d_1|. Supponiamo inoltre che la ricostruzione convessa u* presenti il
solo Ay = uj — u*, nella zona ambigua |q,r[, mentre gli altri A} si
trovino gia nella zona di ricostruzione continua, cioé |Af| < g.

Come sappiamo questo salto h nei dati, puo portare o ad una rico-
struzione finale u continua oppure ad un salto in 0 per la caratteristica
del modello di weak continuity di £ a seconda che h < hy o meno;
ora invece vediamo come, la scelta del modello da utilizzare si svilup-
pa, alla variazione del parametro p, nel secondo passo dell’algoritmo.
Se facciamo progredire 'algoritmo GNC al diminuire di p, Aép ) varia
con continuitd, cosi come i limiti della zona di ambiguita [¢?), rP)] che
tendono ad avvicinarsi e si incontrano per p = 0. Allora, siccome A(()p )
parte da A}y = Aél), che si trova in g, r[=]q™", (Y[, essa resta sempre
in ]¢®, 7™ fino a che non interseca per un certo p la ¢® o r® (Figura
6.3).

Nel primo caso la ricostruzione u® & continua in [-1,1], nell’ altro
viene forzata nel modello la discontinuita. Allora avremo che tutte le

AZ@ si trovano fuori dalla zona di ambiguita, e quindi risulta

E® (u(”)) = E(u?),

cioé uP ¢ la ricostruzione ottima @ di F.
Questa e solo una dimostrazione grafica della correttezza del secon-

do passo, mentre la successiva e piu analitica.
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Va /A

Figura 6.3: Se partiamo da Ay = h(0) vicino a r la hy(p) = AP tende

ad incontrare r(p). Allora in tal caso la ricostruzione finale inserisce
una discontinuita in 0. Mentre nel caso di A((Jp ) = hy (p) il modello E

forza la continuita in 0.

Supponiamo che i segnali a disposizione siano del tipo

g — h/2 se >0
) —h/2 se i<O

Allora con le stesse ipotesi precedenti si ha che, ad un generico passo
p, il funzionale E® | se calcolato nel suo minimo u®, assume un valore
dipendente dalla sola Ag) !> 0 che si indica con E(p)(Aép )) e che vale

1
EVAL) = 5F(h = AP + g WAL, (6:5)
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con F una costante positiva. Tale E® & convessa (in Ag) se e solo
se ¢®) < F. In particolare, se ¢® = F avremo che E(p)(A(()p )) ha la

derivata seconda nulla
A2E®) 0
dA3
in tutto [¢®), r®)], ossia in tale intervallo E®) & lineare; mentre se ¢ >

F la concavita € verso il basso (Figura 6.4).

®
E? @)

E®,)

C(P1)<|:

I + +—t >

0 q(pl) q(p3) ((P3) (P2) (1) A

Figura 6.4: Siccome c¢?V) < F si ha E®V ¢ convessa. Ci6 conduce ad
un minimo in ]¢®Y, r®Y[ che non & il minimo di £. Mentre se prendo
p2 < p1 tale che py = ¢*/F allora E®?) ¢ lineare in |¢®", 7@V il minimo
di E® ¢ allora quello di E. Se invece p; > F il metodo di discesa pud

condurre a un minimo solo locale di F.

Chiaramente nel caso convesso (con p sufficientemente grande, tale
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che p > ¢*/F), & applicabile un metodo di discesa per determinare il
minimo di E®. Questo minimo sarebbe anche quello di E (e quin-
di avremmo terminato I'algoritmo), se si trovasse fuori dall’intervallo
1¢P),r®P)[. Cié succede sicuramente nel caso lineare, in cui il minimo
di E® in [¢®),r®] si ottiene per A = ¢® o AP = r® e quindi
il minimo globale di E® si trova fuori ]¢®,7®[. Allora la ricostru-
zione u® | relativa alla A, che minimizza u® ovunque, sara tale che
E®(y®) = E(u®), cioé u?) minimizza anche I'energia iniziale E .
Perd questo caso lineare, in cui ¢® = F, descrive una situazione insta-
bile per il funzionale E® e quindi si preferisce utilizzare, nella pratica,
una configurazione di E® con una ¢ > F che porta sempre al minimo
di F garantendo in piu la stabilita. Tale parametro ¢ non deve essere
troppo alto, altrimenti il metodo di discesa su E® potrebbe condurre
ad un minimo locale di F.

Si pud provare che per L >> ) risulta F < A, e che per ¢ poco
pit grande di A, cioé per p poco piu piccolo di ¢* /), si puo cadere in un
altro minimo locale (Figura 6.4), mentre per clp) = A, si raggiunge il
minimo assoluto di E senza problemi di stabilita. In ci)nclusione allora,
viene scelta come p finale dell’algoritmo GNC la p = CX che corrisponde

aclP) =\

Osservazione 6.4 Nel|paragrafo 5.1 é stato provato, attraverso l’ana-
lisi variazionale del funzionale dell’energia della weak string E, che la
ricostruzione che minimizza [’energia prevede la discontinuita isolata
(in 0) se il suo salto h supera il limite hy. Ora, con l'applicazione di
questo algoritmo GNC, si ha un risultato simile infatti, si prova che il

limite di sensitivita risulta essere pari a hg + O(1/\?)

Dall’analisi della figura 6.4 si osserva che al diminuire di p non e detto

che il minimo di E® si comporta monotonicamente decrescendo fino al
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minimo di E, infatti per p = p; ho un minimo di E®, minore di quello

assoluto di E.

6.3.1 Discontinuita interagenti

Supponiamo ora che nei dati siano presenti due discontinuita: di salto
hi in 0 e hy in x = a. Allora vogliamo vedere se 'algoritmo GNC
permette anche in questo caso la determinazione del minimo di F, ri-
spettando i criteri variazionali stabiliti nel paragrato 5.1.1.

Supponendo di partire da una energia convessa E* che abbia le A} < ¢
per i # 0,a; si ottiene che la generica E® (uP)) (calcolata nel suo

minimo u(®)) dipende dai salti A® e A®):

EQAY,AP) = 3(AY =)+ 3(AP — hy)?

“Aexp(—9)(AY — hy)(AP) — hy)
9P (AF) + gP(AP).

Stiamo supponendo che a << A perche altrimenti otterremmo il caso

precedente delle discontinuita isolate. Nel caso del cappello a cilindro
con h; = hy si ha che Aép) = A((lp) e quindi

B9 = BV(AP) =2 (S0 —hP +g"(A0)) (69
dove si e sfruttata ’approssimazione valida per a << A: 1—exp(—a/\) ~

a/A. 1l modello (6.9) ¢ simile al (6.8) visto per le discontinuita isolate,

percio si ha che:

e se c?) < gla E® ¢ convessa in [q(p), 7"(7’)], per cui si potrebbe de-
terminare un minimo per A(()p ) €]q®, r®[ che non sarebbe minimo

di F.

e se ¢® = @ si ha l'instabilita, la E® & lineare in [¢®),r®)] e si

determina esattamente il minimo di FE.
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e se c® = )\ >> ¢ la soluzione minima & stabile e coincide con
quella di F.

Quindi in questa situazione la p finale da prendere é p = ¢*/\.

Nel caso h; < hgy si determinano due stati instabili

P =\ <1 — exp (—i)) P =g

ognuno associato ad una discontinuita. Allora scelta p = min{pp>},
avremo che la coppia (A(()p ), AP) che minimizza I’energia E® si tro-
vera fuori dalla zona di ambiguita e quindi il suo minimo coincidera
con quello dell’energia iniziale E. La configurazione della ricostruzione
ottenuta (nessuna,una o due discontinuita) dipendera da quale delle tre

energia viste alla fine del paragrafo paragrafo 5.1.1 € minore.

6.3.2 Rumore

Nel capitolo 5 abbiamo visto che, per garantire 'immunita dal rumore,
deve essere garantita nel modello che o > 202 dove o & la deviazione
standard della sorgente di rumore. Con l’applicazione dell’ algoritmo
GNC risulta che I'immunita si ottiene se ¢ soddisfatta una relazione
meno restringente:

202

OZ>T.

6.4 Individuazione dell’algoritmo

La scelta dell’algoritmo di discesa di E® deve chiaramente basarsi sul
tipo di funzioni da minimizzare Nel seguito si suppone di operare su

funzionali E® (uy, ..., uy) tali che le funzioni

w — FP(w) = EP(ug, ... u, ... ux)
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(dove le @; sono fissate) sono delle quadratiche nell’intorno del minimo.
Consideriamo allora un algoritmo di discesa del gradiente che utilizza

uno schema di sovrarilassamento non lineare di questo tipo: V I, n

(») ®)
(mrr) _ ) _ WOE® )y o wdET ) 6.10
U W 1} aul u W 7} dul (ul ) ( : )
Esso permette di raggiungere il minimo u(®) = (uép ), e ,u%)) della fun-

zione E®) Infatti, scelto dal ciclo esterno il punto [, si operera al variare

. . . n . . . N
din per costruire la successione ul( ) che si avvicinera, come proveremo

di seguito, al minimo di E® calcolato in [, cioé a ul(p ). Bastera allora

provare la convergenza al minimo di Fl(p ) (in cui supponiamo che per
P £l u = u§p)). Il parametro w € quello di rilassamento (0 < w < 2,
per avere la convergenza), mentre 7; > 0 & un limite superiore della

derivata seconda di E®) cioé vale

92 E @)

i ST (6.11)

Per provare la convergenza, o meglio la tendenza al minimo di Fl(p ),

supponiamo di partire da un punto ul(n) che si trovi nella concavita a

(p) 2 Fl(p)

(n)
—_— <0
duy (™) ¢ du?

Allora per Titerazione (6.10) si ottiene u\™ < u{™"".

Nelle prossime righe verificheremo se la ul(”H), ottenuta dal metodo

Uuj

dF,
cui appartiene il minimo di Fl(p ), con —-

> 0.

(?"L+1)) \ RN

di iterazione, si avvicina al minimo di F* (uy ¢ pitt

vicina a zero rispetto alla derivata in ul(").

, 0ssia se

Partiamo dal caso w < 1. Per il teorema del valor medio sappiamo
che V uy € [u{™, u{"™] 3¢ € [ul™, u] tale che

dFl(P) dE(P) (n) d2 P}(P) (n)
qo () = (™) = = () — ™),
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2 Fl(p) 2 E®)
dui — Ou?

eu < u™™, avremo per la (6.11) che

Siccome

dF(P) dF(P) " el "
Jor () = = (™) S T — ).

Per l'iterazione (6.10)) si ottiene

dFl(P) dFl(p) (n) w dFl(P) (n) dFl(p) (n)
— <T|—= =— .
duy (i duy (v ') <1 T, duy (u; ") W duy (u; )

Se isoliamo al primo membro la derivata in u; vale la relazione

dﬂ(p)

dFl(p)
< —
() < (1-w)

dul

(u{™). (6.12)

d Fl(p)
Uj

Da cui siccome 0 < 1 —w < 1 si ha che (1 —w) (ul(n)) < 0 e quindi

d E(p)

dul
la crescenza della derivata nella quadratica avremo che

(u;) resta negativo ma piu vicino a zero rispetto a ul(n), infatti per

dFl(p)

)
)y < 46"
dul -

(p)
(uy > il

dul (UZ) - d'LLl

0> (1-w) (uf™).

dFl(p)

dul

e 1. 1 N . . .
qualsiasi di [u{™, u{""] pud variare in [~2, —1]. Per la monotonia delle
derivate avremo che la u; = ul("+ ) si avvicina maggiormente al minimo

rispetto a tutte le u; € [ul™, u{"™], avendo quindi una F*

quella in (™.

Ad esempio se (ugn)) = —2 e w = 0.5 la derivata in un punto

minore di

Se invece w > 1 allora 1 —w < 0 e quindi per la (6.12) e la crescenza

della derivate si ha Yu; € [ul(”), ul(”H)]

dFvl(p) dFl(P) (n)
< < — .
) = dU,l (U/l) — (]‘ W) dUl (ul )

>0
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Quindi in questo caso nell’intervallo puo cambiare il segno della deriva-

(n+1) )

ta, cioe u; puo aver superato il punto di minimo di Fl(p . Pero solo

nel caso w > 2 in cui si ha 1 — w < —1 l'allontanamento dal punto di
minimo e tale da portare in ul(nH) un incremento dell’energia rispetto

a quella di u™.

6.4.1 Scelta del parametro di rilassamento w

Si prova che la diminuzione maggiore dell’energia Fl(p ) si ottiene per
w = 1, ma per 'uso combinato dell’algoritmo per ogni [ la convergenza
pitt veloce verso il minimo globale di E®)| si ottiene per un 1 < w < 2,
si veda [2]. Precisamente 'omega ottimale & nei due casi di continuita

debole:

e weak string

2
(L+1/3)

e weak continuity
2

<1+\/1§)\>'

6.4.2 Implementazione dell’algoritmo

(6.13)

w =

Per poter implementare 1’algoritmo retto dall’iterazione (6.10)) dobbia~
OE®)
Uy
maggiorante della derivata seconda. Consideriamo il modello della E®),

mo rappresentare meglio la derivata parziale e determinare un

espresso nella forma generale del tipo (6.5), ovvero con la particolare

norma robusta gg? ) definita in (6.7)

EP(u) =3 (u; — ) + 3" g%} (Z Qku> , (6.14)

%
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grazie al quale potremo dedurre 1’algoritmo da implementare nel caso
della weak string e della weak membrane.

Dal modello (6.14) determiniamo la derivata parziale

OE®) Y
o, (u) =2(w — dp) + Zga,)\ (Z Qk,sus> Qr (6.15)
L s

con
2\ se x| < q®
!
g((,f)A (x) =4 —cP(|z| —r®) - sign(z) seq® < |x| <1® | (6.16)
0 se [x| > r(®

per la definizione (6.7). Mentre la derivata seconda di E® &

O*EW®) "
W(U) =2+ ngxp)x (Z Qk,sus> o
l k s

dove, per la (6.10)

272 se |x| < q®
"
g? (@) = { —c® - (sign(zx))? = —c® se q® < |x| <1 .
0 se [x| > 1(®)

Allora Vx gg z\ll(x) < 2X\? e quindi otteniamo che un maggiorante 7; di
2 E®) .
Tu%(u) ¢
Tr =242\ Qi) (6.17)
k

A questo punto possiamo esprimere 'iterata n-sima (6.10) nel punto
[ nel modello weak string e in quello della weak membrane che verra
analizzato nel successivo capitolo.

Nel caso del modello weak string supponiamo di discretizzare la
stringa in N punti {x,..., 2y} allora la forma dell’energia E® & per
la (6.14)), vedi l'Osservazione 6.1

N

N N
E® =3 (u; —d)? + 3 ¢ Q)
k=2 =1

=1
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da cui otteniamo che, per la (6.15), I'espressione dell’iterata (6.10)
diventaVi=1,..., N

N N
n n w n ! n
u" = T (2(Uz( —dy) + > gﬁfl (E  Qru )> Qk,l) (6.18)
s=1

k=2

Questa iterata n-sima sul calcolatore viene implementata dentro i

tre cicli:
fOT p= 17p27p37 ''''' Pmin = 1/(2)\)

forl=1.. N

n+1)

while [u{™™ — u"| >= precisione

= 1
n=nT (6.19)

Nel ciclo esterno si decrementa p in modo discreto, mediante una se-

C*

PN

paragrafo 6.3 Nell’altro ciclo si incrementa la coordinata [ del dominio,

quenza {px}, da 1 a fino a P, = secondo quanto detto nel
iniziando da [ = 1 e fino all’altro estremo del dominio [ = N. Infine
nel terzo ciclo si applica il metodo di discesa sulla funzione componente
l-sima di E® (u; — E®), con literata n-sima uguale alla (6.18),
per determinare una approssimazione della coordinata [ del minimo di
E® (che abbiamo indicato per abuso di notazione con ul(p )) entro una
precisione fissata a priori. Il punto di partenza di ogni ciclo interno per
una data coordinata [, e ul(n:o) pari al minimo di E®s-1) ottenuto al
passo precedente dove p = pp_1.

L’iterata puo essere semplificata nei tre casi | = 1,1 <[ < N
, L = N. Infatti, ad esempio, il coefficiente T; definito in (6.17) si

comporta in maniera diversa

e 11 =24+2)\ sel=1el=N
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e 17 =2+4+4)\ sel<I[<N.

Inoltre anche la sommatoria ha un espressione diversa nei tre casi.

Iniziamo a considerare il caso [ = 1. Per la definizione della matrice
Q € RN (data in (A.5)), si ha che (al variare di k in {2,...,N})
solo per k = 2 risulta ;1 # 0 per cui

Zga <2kau )Qk,l —g?), (Z@qu )

e siccome gli unici Q25 # 0 sono Q217 = —1 e Q22 = 1 otteniamo
I'iterata
n+1 n w n / n n

che diventa

1 n w n ! n n
W = )~ (2 — )+ 0 = ).

: ; ®)" & Fiepar
giacché la g, e dispari.

Osservazione operativa 6.5 Visto che stiamo lavorando per | = 1
nel ciclo interno di (6.19), non sappiamo nulla dell’iterata n-sima per
[ = 2 ed allora la ué"), effettivamente usata nel ciclo, é pari alla

soluzione minima determinata nel passo precedente pr_1 in l = 2.

Nel caso [ = N, I'unico Qv # 0 &€ Qnn = 1 per cui, considerato

che Qn n_1 = —1, si ottiene

N J () )
Z o (Z Qk,s'ug”)> (Z QnN,s (n)> Jax (uy’ —un’y)
k=2 s=1

da cui

n+1 n w n / n n
W =l e (20— )+ 0 o).
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Osservazione operativa 6.6 Siccome operativamente nei codici si per-
dono 1 risultati intermedi di cicli precedenti, non si ha a disposizione,
in questo caso, la ug\?)_l che viene sostituita con la u%j?’“), cioe con
Uapprossimazione della coordinata N — 1-sima del minimo di E®) con

p = pi corrente, determinata alla fine del precedente ciclo sul = N —1.

Ripetendo le stesse considerazioni si ottiene l'iterata per 2 < [ <
N—-1

n n w n ! n n
WD = ) e (2l — ) + 0 — )

/ n n
ol = ).

Osservazione operativa 6.7 In questa iterata valgono entrambe le

osservazioni precedenti. Quindi la ul(_)l viene sostituita operativamente

(p=pr)

con l'approssimazione del minimo w;_;" "’ ottenuta nel ciclo precedente
sul —1, mentre ul(i)l con [approssimazione di ul(fﬁp 1) ottenuta alla

fine del ciclo per p =pr_1 el + 1.

Nel successivo capitolo per il modello di weak membrane viene

descritta una rappresentazione funzionante con due array.



Capitolo 7

Algoritmo GNC per il

modello weak membrane

L’obiettivo di questo capitolo e quello di descrivere il codice “GNC.c”
allegato in fondo, da un punto di vista teorico, partendo dalla im-
plementazione delle istruzioni del tipo (6.18) che regolano ’algoritmo
GNC sul modello di weak membrane. Successivamente vengono discus-
si 1 risultati dell’applicazione dell’eseguibile GNC.exe su un’immagine
512 x 512 pixel.

7.1 Implementazione algoritmo GNC

Supponiamo di avere un dominio §2 discretizzato mediante una matrice
N X N1, (T ) {1<i<ns,1<j<n;}- Questa discretizzazione si puo trasformare
in una che dipende da un solo indice: basta indicare gli elementi della
matrice z; ; con l'elemento x; corrispondente nella matrice (A.2) che
ha indici crescenti sulle colonne. Consideriamo poi il modello di weak

membrane di E® nella forma dedotta da quella generale (6.14) che

68
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diventa considerando la rappresentazione (A.8)),

711”2 ning ning ning

1= 1 k=n1+1

Allora l'iterata (6.10) diventa nel caso del modello della weak membra-

ne, utilizzando il risultato (6.15) VI = 1,...,niny

(n+1) n) W '~ ~ (n)
Uy = _ﬁ 2( )+ Z goz)\ ZP'CS” P
k=n s=1
ning 12_11712
+ Z ga)\ (Z Rk,s“@) Rk,l)
s=1
(7.1)

dove w ¢ definita in (6.13) e 7; ha la forma

Tz:2+2A2( > Pk,+ZR )
k=n1+1

Ora come per la weak string anche in questo caso l'iterata generale
(7.1) ha diverse forme a seconda del punto x; considerato. Ritornando
alla discretizzazione con due indici (4, j) otteniamo 9 zone della matrice
in cui I'espressione dell’iterata ¢ diversa. I seguenti risultati vengono
ottenuti analizzando le espressioni delle matrici P e () date nell’

appendice A.2.1|

e Posizione (1,1): Ti; =2+ 4)\%

n+1 n w n / n
ut = - {2(u§,3—dl,1)+g£3f& (uf) = ug?)
/

e Posizione (1,2 <j<mny—1): Ti; =2+ 6)%

n+1 n w n
g = ey 2+ 6)2 {2(% i) + 908 (uf?) — i)

+ 02 @ = ul ) + g2 W) - ugle)}
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e Posizione (1,n;): Ty, =2+ 4)%;

(n+1) (n) W '/ (n ) (n)
Ty = Upp, — CEW] {2<U’1n1 —dim,) + G (U1, )

_u2n1
+ g ) =),

UL py—1

e Posizione (2 <i<ny—1,1)

: 7—%71 = 2‘|‘6)\2,
n+1 n w n
u§’1+ L= uz(’l) 2+ 62 {Z(U’(’l) diy) + ga >\ (U — Yy 7)1 1)
/ n
+ gff)x (u£,1) - U§+)1 1)+ 9512\ (u g - U§ 2))}

e Posizione (2 <i<ny—1,2<j<n;—1) T;; =2+ 8)\%

“J J 2+ 8)\2 {2(“1('3‘) —dij) + gfxp)x (u;, (n) - “z(ri)l,j)

e R O B

/ n n / n n
a0 = 0l ) + 890 ) — )

) ).

(7.2)
e Posizione (2 <i<mng—1,n): Tipn =2+ 6N
n+1 n w n n n
Ugnj ) = uz(,n)l_ m {2(uz(77,)1 - dzm) +9((X)A (u En)l - UE_)1 m)

g0 (W = )+ 9 W, — )

7,11 i,m1—1

e Posizione (ng,1):  T,1 =2+ 4)%;

n+1 n w n n
u,fl;rl )= uq(m),l BCEWY {Q(Ufm)l dny1) + gépi (u 512)1 - Uglg)—m)
+ gipl ( 7(7,2)1 U’ELQ)2>}
e Posizione (n9,2 <j<mny—1): Tp,,; =2+ 6\%
(nt1) _  (n) @'/ (n) (n)
ung,j - ung] 2+6>\2 {2 ng] n2])+gp ( ngj_unz—l,j)

TLQ,] nQ ,J+1

g0l — ) + g2 Wl — ) )
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e Posizione (ng,ny):  Thyn, = 2+ 4X%;

) — ) w {Q(U(”) _dm’m)_i_gg”;/(u(n) _u(”) )

ng,ny ng,n1 2 4+ 4)\2 ng,ny ng,my n2—1,m

! n
+ ggfz\ (ugg),nl - uilz),ml)} .

7.2 Codice per 'algoritmo GNC

Queste iterate vanno inserite all’'interno di 4 cicli a cascata del tipo

6.19: forp = 1,,pmin, for © = 1,... ny, for 5 = 1,...,n; , whi-

n+1) (n)
J Ui

per individuare ognuna delle 9 regioni su cui rendere attiva la corri-

le ]ug > prec, dove sono presenti delle opportune selezioni
spondente iterata. Le iterate viste vengono modificate, nella pratica,
all’interno dei cicli, per le stesse motivazioni date nelle osservazioni ope-
rativel (6.5,6.6,6.7). Un esempio di algoritmo GNC funzionante scritto
in linguaggio C & dato nella funzione reconst() all’interno del codice
GNC.c . In esso si utilizzano due soli array v e newu di dimensione
ny X ny = 512 x 512, dove newu contiene, nella posizione corrente (i, 7),
gli aggiornamenti della ricostruzione dei dati d al passo n + 1, mentre

in quelle precedenti contiene le soluzioni ottime (cioe le approssimazio-
(
i

soluzioni ottime per E®*1). Per cui nel codice, ad esempio, l'iterata

ni delle coordinate u ,’j ;, del minimo di E®=P¥)_in quelle successive le

7.2 nella zona centrale del dominio (2 <i<ny—1,2<j<n;—1)¢e

newufif[jl=uli][j] - (relax/(2+8*lambda*lambda))*

( 2*(ufi][j]-datafi][j])+dergp(p,ufi][j-u[i][i+1],cp,q.T)
+ dergp(p,ufif[jl-ufi+1][j],cp,q.7)

+ dergp(p,ufif[jl-newufif[j-1],cp,q,r)

+ dergp(p,ufij[jl-newufi-1][j],cp.q.r) );

dove relaz ¢ il parametro di rilassamento w del tipo (6.13) e
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dergp(p,x,cp,q,r) fa le veci di g(p);/\(x) con ¢ e p i limiti degli intervalli

in cui la funzione cambia forma e cp = c?) = ¢*/p = 1/4p.

7.3 Descrizione del codice “GNC.c”

Il codice “GNC.c” permette la ricostruzione di un’immagine perturbata
da rumore gaussiano uniforme. L’immagine reale pulita utilizzata e

salvata in formato asc sul file “lena.txt”. Questo programma opera

Figura 7.1: Immagine reale “lena”

sull'immagine perturbata attraverso il modello adattivo discusso nel

paragrafo 5.6. All'inizio dell’esecuzione del programma viene data la
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possibilita all’'utente di sfruttare i risultati ottenuti in una precedente
applicazione di ricostruzione continua con modello di weak membrane
(vedi lo schema del paragrafo 5.6) oppure di iniziarne una nuova con
nuovi parametri a e \.

Una nuova applicazione consiste nei passi:

1. Apertura del file esistente ”lena.txt”;

2. Esecuzione della function addnoisetoin() che aggiunge il rumo-
re gaussiano alle intensita dell'immagine “lena” (vedi figura 7.2)
ottenendo 'array dei dati datafld;

3. avvio del primo passo del metodo adattivo, vedi
1’ losservazione operativa 5.1, quindi della ricostruzione continua

dell’immagine che consiste nelle operazioni

e acquisizione dei parametri o e X per ottenere un modello di
weak continuity che porti ad una ricostruzione quanto piu
continua e quindi con:

2a

stddeviationdati >~ hpedia < ho = ~

e immune al rumore

a\ > 202

e applicazione dell’algoritmo GNC cioé della function reconst

sui dati datafld con i parametri o e A acquisiti.

4. memorizzazione dei risultati su file

Una volta che si dispone della ricostruzione continua (Figura 7.3)
e quindi alla fine del primo passo del modello adattivo, viene avvia-
to il secondo passo ossia, rispettando lo schema del paragrafo 5.6 e

I’osservazione operativa 5.1:
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Figura 7.2: Immagine iniziale sporcata da rumore

1. Si acquisisce il numero di zone in cui dividere I'immagine;

2. Si acquisiscono la sensitivita n (eta) e il parametro di regolariz-
zazione A (lambda) controllando che verifichino la condizione di
immunita alla comparsa di discontinuita dovute alla digitalizza-

zione

> 2'
77— A,

3. Si determina 'intensita media per ogni regione (x,y), la relativa

ho(z,y) = nl,(z,y) e il parametro

a(z,y) = X hi(x,y)/2
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Figura 7.3: Ricostruzione continua con modello weak membrane. 1

puntini sono spariti.

che viene indicato nel codice con alfazona;

4. Infine si applica 'algoritmo GNC utilizzando 'appropriato alfa-
zonafz/[y] zona per zona, al posto di a. Si esegue la funzione
reconst() con l'indice finale 2 che avvisa proprio che le iterate
nella funzione devono usare alfazona. 1 risultati vengono poi

memorizzati su file in formato asc.
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7.4 Applicazione del codice sull’immagine

“lena”

Discutiamo i risultati ottenuti applicando il codice all’immagine “le-
na”. Consideriamo il rumore gaussiano uniforme di deviazione o = 40,
ottenendo l'immagine con rumore (figura 7.2). Si osserva che com-
paiono molti puntini neri sull’immagine che sono proprio l'effetto di
perturbazione che il rumore ha sull'immagine iniziale (figura 7.1). Ap-
plicando la ricostruzione continua con parametri a = 120000 e A = 40
che garantiscono che hpeqiq < ho (ricostruzione continua) e 'immunita
dal rumore, otteniamo I'immagine in figura 7.3. In questa si nota che
scompaiono le discontinuita dovute al rumore (i puntini) ma I'immagi-
ne appare sfocata perché e stata forzata la continuita e quindi anche
alcune delle discontinuita dell'immagine di partenza vengono regolariz-
zate rendendo l'intensita piu uniforme “a macchie”. Ora vediamo come

si comporta la ricostruzione finale a seconda della scelta dei parametri

e \=41n=038
Si ottiene una debole regolarizzazione (A basso) che porta ad una
migliore messa a fuoco dell’immagine, solo che, a differenza della
ricostruzione continua, hy € piu basso e quindi le discontinuita
pitt rilevanti (i puntini presenti nelle zone di luce del corpo e del

cappello) permangono. (Figura 7.4)

e \=16,n=04
Siccome 7 € piu basso di quello della precedente immagine, allo-
ra compaiono piu discontinuita dovute al pulviscolo del rumore.
Comunque il parametro A alto, che cerca di regolarizzare tutta
I'immagine, tende a nascondere 'effetto del rumore uniforman-
do I'immagine presentando, infatti, delle macchie rispetto alla

precedente (cioé abbiamo minore nitidezza nitida). (Figura 7.5)
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Figura 7.4: Ricostruzione con A =4 en=20.8

e A=16,7n=0.8
Stessa regolarita alta della precedente accompagnata da una sen-
sitivita maggiore che elimina i puntini neri. Rispetto alla prima
(7.4) ho un eliminazione dei puntini sulle zone di luce. Compa-
re una leggera minore nitidezza dell'immagine dovuta alla forte
regolarizzazione.(Figura 7.6). Si osserva che tale immagine & ab-
bastanza simile a quella ottenuta con la ricostruzione continua

(Figura 7.3) dove sia hg che A sono alte.

Le immagini migliori si ottengono allora per 1 alto (cioe le 7.4 e

7.6) che elimina gran parte delle discontinuita isolate (i puntini neri).



CAPITOLO 7. ALGORITMO GNC PER IL MODELLO WEAK MEMBRANETS

Figura 7.5: Ricostruzione con A =16 e n = 0.4

Come abbiamo visto per eliminarli completamente c¢’¢ bisogno di una
forte regolarizzazione (A alto) che perd porta a una minore nitidezza

con la comparsa di alcune “macchie”.
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Figura 7.6: Ricostruzione con A =16 e n = 0.8
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Appendice

A.1 Discretizzazione dell’energia

Un’espressione dell’energia in forma discreta nel caso 1-dimensionale
cioé con u : IR — IR, e con la funzione di regolarizzazione in funzione

delle derivate,

N N

E(u,d) = E(u) = Z(Ui—di)2+9(ui—ui—1) = Z(Ui_di)2+z g(ui—u;—1)
Z . @Ay
dove u; — u;_; approssima nel discreto la u'(x;), con le z;, per i €
{1,..., N}, che discretizzano il dominio € lineare dell’Hamiltoniana.
Mentre nel caso bidimensionale, se il dominio () viene discretizzato con

una matrice di n; colonne e ny righe formata dai punti

T R Ly
Lnq+1 e Top
1 : (A.2)
xn1(n2—1)+1 cee xnlng

I’espressione dell’energia in forma discreta diventa

80
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E(% d) = Z(Uz - di)2 + g(ui+1 = Uj—1, Wigny — ui—n1>

i
con le u; = u(z;). Generalizzando nel caso D-dimensionale se ogni
dimensione del dominio D viene discretizzata con n; posizioni, 1’espres-

sione dell’energia diventa

E(u, d) = Z(ui—di)Q—l—g(uiH—ui,l, Uitng —Wi—nyy -+« s Uitning — Ui—nings - - -

i (A.3)

A.2 Condizioni per la convessita

Ora descriviamo delle condizioni sufficienti a garantire la convessita del

funzionale dell’energia nel caso 1-dimensionale e D-dimensionale.

Teorema A.1 Se la derivata seconda di g(x) é maggiore di —% allora

il funzionale E(u) espressa nella (A.1) é convesso.

Dim. Una condizione necessaria e sufficiente che garantisce la con-
vessita per la E(u) = FE(uq, ..., u,) € che la sua matrice hessiana H sia

definita positiva. Le derivate parziali del primo ordine sono:

oE
Jur 2(uy — dv) — g'(ug — 1)
E
g =2(u; — di) + g'(ui — wim1) = g'(wis1 —w), peri=2,...,N—1
U

0FE

% = Q(UN — dN) + g'(uN — UN_l);
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da cui otteniamo

0 jFELi+1,1—1
=" (Uit — ;) j=i+1
PE —g" (u; — u;_1) j=1i—1
OuiOu; | 2+ g"(ui — uis1) + ¢" (wigr — ;) j=i#1,N
2+ g"(ug — uy) j=i=1
2+ ¢"(uny —un_1) j=i=N

(A.4)

Allora avendo posto

gz/-' = g"(uz‘ — Ui1)

la condizione
2'Hz > 0Vz e RY

che garantisce che la matrice hessiana H di g e definita positiva risulta

essere equivalente alla
N N
> o2xi 4+ (x — 3i-1)%g! > 0.
i=1 i=2

. 9. . i 1 . .
Grazie allipotesi avremo g; > —3 e quindi

N N
> 2af 4+ (xi—xi)’gl >

1i:1N =2
5 <Z4xf —Z($z xz_1)2> > 0
i=1 i=2

perché vale sempre

per ogni z € RY. O

Nel caso D-dimensionale considerato il funzionale dell’energia nella

forma (A.3) vale invece il seguente
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Teorema A.2 Se la matrice hessiana di E(u) ha gli autovalori tutti
maggiori di —% allora il funzionale E(u) é convesso. Basta che un solo
autovalore ¢ minore di —% per avere la non convessita del funzionale.
Per la dimostrazione si veda [3]. O

Una condizione piu generale che garantisce la convessita per il mo-

dello weak string (A.1) ¢ data dalla seguente

Teorema A.3 Sia g(x) definita in IR e Q una matrice reale N x N
cost definita Q = Q) con Vi, k=1,...,N

1 sek=1
Qri=19 -1 sek=i+1 (A.5)
0 sek#i,1+1

Allora se 3c¢* > 0 tale che Vx € IR
g//(x) 2 _C*
€ 8€ Upmagz, il pit grande autovalore di QT Q, verifica

Umax —

si ha che la funzione E(uy, ..., u,) = E(u) nel modello (A.1l) é conves-

Sa.

Dim. Iniziamo con il considerare la matrice Hessiana H = (H, ;)
di E(u) che ha gli elementi espressi nella (A.4); essi possono essere

rappresentati anche nella forma equivalente compatta
N
Hij =25+ ) 9" (ur — we1)QriQry- (A.6)
k=2

Avremo la tesi se H ¢ definita positiva. In realta bastera provare la
definita positivita nel caso particolare della matrice H" del tipo (A.0)

dove Vz §"(x) = —c*; come viene provato di seguito.
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Data una £ = D + 3, g(u; — u;_1) convessa con g che verifica

7" (x) = —c*, varra 'equivalenza
E(u) & convessa <= E(u) — E(u) ¢ convessa

perché la somma di funzioni convesse ¢ ancora convessa. Quindi verifi-

chiamo ora se
B(u) — E(U) = Zg(uz —Ui—1) — G(u; — ui—1)

¢ convessa, cioe se la sua matrice hessiana H” ¢ definita positiva. Ossia
bisogna provare che Yy € IR™,y # 0

N

y"H"y = Z(yz - yifl)Z[gH(ui —u—1) — G (u; —u;—1)] >0
i=2

Ricordando l'ipotesi g”(t) > ¢* otteniamo che tale condizione ¢ soddi-
sfatta. Quindi F(u) sara convessa non appena proviamo che lo ¢ E(u)
cioé che la sua matrice hessiana H’ ¢ definita positiva. La matrice
H' = (H};) con

N
Hi;=2L;+ Y ¢ QriQr; =21 — Q" Q
k=2

ha gli autovalori del tipo u = 2 — ¢*v con v un autovalore di Q7@ che
ha tutti gli autovalori reali. Allora, se il minimo autovalore fi,,;, di H’
¢ positivo, avremo che H' ¢ definita positiva. Il minimo autovalore &

2 —
, per cui E(u)

Jhmin = 2 — C*Upmae che € positivo per l'ipotesi vp,q, > —
c

¢ convessa. [

A.2.1 Un’altra espressione del modello weak mem-

brane

Qui di seguito viene determinata un’espressione del modello della weak

membrane secondo B&Z (6.2)) che, mediante un opportuna rappresen-
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tazione discreta dei punti, rientra nella categoria dei funzionali del ti-
po (6.5), che permettono di sfruttare una condizione sufficiente per la
convessita (Proposizione 0.1.1)) simile a quella per la weak string.

Supponiamo che il dominio venga discretizzato in n, - no elementi:
1= 1, ... o
] = 1, oo

Scomponiamo il termine di regolarita in due sommatorie ottenendo

E(u) =D+ gi(uij —ui—1;) + Y g1(tij — tij 1),

i,j ,J
dove g1 & tale che Vz,y ¢1(x) + ¢g1(y) = g(x,y). Costruiamo ora il

vettore u di IR™"2, sfruttando la matrice del dominio del tipo (A.2)

u = (ull,ulg,...,ulm,ugl,...,ugm, ...... ,un21,...,un2n1). (A?)

Allora otteniamo
E(w) =D+ gD Puw)+ Y 51D Ruw) (A.8)
2 1 k 1

dove P, R € IR™"™*™"2 gono due matrici bidiagonali cosi definite

1,.........,711 + 1
1,0,...... 0,0,... ,
0,1,0, oo :
1,0,...,0,1,0,... ... ,
0, =1,.....,0,1,0,... ... :
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A.3 Schema di passaggio da norme robu-

ste a funzioni di penalita

Per il riferimento e il significato delle funzioni usate si veda il paragra-
fo 4.3. Sia data la norma robusta p(z) allora si determina la psi(z)

equivalente seguendo i passi:

1. Si definisce ¢(w) = p(\/g) dove 7 € un opportuno parametro

scalare che semplifica 1'espressione di ¢;

2. si calcolano le derivate ¢'(w) e ¢ (w) e si verifica se

lim ¢/(w) =1,
lim ¢'(w) =0,
¢"(w) <0

altrimenti si esce dallo schema;
3. si definisce il line process z = ¢'(w)
4. si pone w = ¢'71(2), cioé si risolve I'equazione ¢'(w) = 2

5. infine si definisce la funzione di penalita

Y(2) = d(w) — 2w = $((¢) 7 (2)) — 2(¢)) ' (2).
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A.4 Formula di Eulero Lagrange

Teorema A.4 Sia f € C'([a,b] X IR X IR), consideriamo un insieme

di funzioni U e un funzionale J : U — IR cosi definito

Ty = [ flauta). o),

allora le u(x) minime o massime per J soddisfano la cosiddetta

equazione di Eulero-Lagrange:

dcifu’(l’,U(x)’u/(x)) _ fu(x,u(ili),ul(;(;)) —0.

La formula dell’energia senza la continuita debole (cioé del tipo

D + S) della stringa ¢
((u(e) — d(@)? dw+ 3 [l (@) da, (A.9)

a

E(u,d) :/

a

essa forza la continuita nella ricostruzione e quindi la w che la mi-
nimizza sara una ricostruzione ovunque continua della stringa reale.
Determiniamo questa ricostruzione continua, iniziando col determinare

la relativa equazione di Eulero Lagrange.

Proposizione A.4.1 L’espressione della equazione di Fulero Lagran-

ge associata al funzionale dell’energia (A.9) e
u(z) — N (z) = d(z). (A.10)
Dim. La f(z,u,u’) ha le derivate parziali
fulz,u,u") = 2(u — d),

fu(x,u,u') = 227
per cui 'equazione di Eulero Lagrange ¢
d

%(2)\214'(3:)) —2(u(x) — d(z)) = 22%*u" (z) — 2(u(x) — d(x)) =0
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da cui otteniamo

e quindi la tesi. [J

Ora, per il teorema [A.3 la @(z) che minimizza I'energia (A.9) fra
tutte quelle che soddisfano la condizione «'|,; = 0, che individua uno
spazio U, verifichera I'equazione (A.10)) e ci6 porta all’espressione della

ricostruzione continua
b
a(z) = / G(z,2")d(z')dz, (A.11)
dove G(z, z') ¢ la funzione di Green (si veda [2]) che nel caso di a — —o0

, 1 x—a
G(a:’,x)zﬁexp <—| ) |>

Si puo provare inoltre che il valore minimo dell’energia (A.9) cioe

eb— t+ooe

quella valutata in @(z) del tipo (A.11), ha la forma

E= / ' d(2) (@) — d(2))ds.

A.5 Variabili aleatorie gaussiane

Una variabile aleatoria X si dice gaussiana se ha la distribuzione nor-
male di media p e varianza o® ( X ~ N(u,0?)), ossia se la sua funzione
di densita di probabilita e



APPENDICE A. APPENDICE 89

Proposizione A.4.2 Se X ~ N(u,0?) allora P(|X — p| < 20) =
0.9546.

Quindi una variabile aleatoria gaussiana R di media 0 e deviazione
2

standard ;5 e del tipo N (0, %) e quindi per la proposizione precedente

nel 95% dei casi si ha che |R| < 27 =

V2

20% > R2.

V20 e quindi

Allora dato un « > 202 avremo che nel 95% dei casi

a> R
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