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Prefácio

O estudo da convergência de métodos de diferenças finitas definidos em malhas
uniformes é baseado nos conceitos de estabilidade e consistência e na ”regra”:

Consistência + Estabilidade =⇒ Convergência.

Deste modo, são obtidos majorantes para a norma do erro de discretização (erro
global) que dependem da norma do correspondente erro de truncatura.

A técnica de análise anterior, introduzida em 1956 por Lax e Rychtmeyer [14],
amplamente utilizada, apresenta algumas limitações quando o método de dife-
renças finitas é definido sobre uma malha não uniforme : dificuldade na análise
da estabilidade, as estimativas obtidas escondem as reais propriedades de con-
vergência.

Desde 1986 têm surgido na literatura diversos estudos de métodos de diferenças
finitas definidos em malhas não uniformes que mostram a convergência de certos
métodos inconsistentes e ainda, em outros métodos, que a ordem do erro global
é superior à ordem do correspondente erro de truncatura. Esta propriedade foi
designada por supraconvergência. Assim, sem sermos exaustivos, salientamos [3],
[6], [7], [8] , [10], [12], [16], [18], [23] e [24].

Relativamente a problemas diferenciais ordinários notamos que em [12], [16]
e [17], a supraconvergência é estudada atendendo à equivalência entre o método
de diferenças finitas centradas para um problema diferencial de segunda ordem e
um método de diferenças finitas centradas para um sistema diferencial ordinário
de primeira ordem. Em [7] e [8] a análise dos métodos é baseada na desigualdade
para a estabilidade obtida considerando diferentes normas. Deste modo, o erro
global e o correspondente erro de truncatura são considerados relativamente a
normas diferentes. Notamos que embora estas sejam as principais técnicas de
análise presentes na literatura outras surgiram, por exemplo, em [10].

As técnicas de análise de métodos de diferenças finitas definidos em malhas
não uniformes para problemas diferenciais de segunda ordem eĺıpticos - métodos
de diferenças finitas eĺıpticos - presentes na literatura, são diferentes das anteriores.
Assim, por exemplo em [6], é constrúıdo o erro global e, deste modo, obtida uma
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estimativa supraconvergente. Utilizando os argumentos da Teoria Discreta da
Convergência ([21]), em [3], [4] e [18] são obtidas estimativas supraconvergentes
baseadas na estabilidade. Esta última propriedade do método é provada utilizando
a norma de funcionais lineares - ∥.∥−1 - e a estimativa para a norma do erro de
truncatura T é obtida estimando ∥T ∥−1.

O objectivo deste trabalho é o estudo de métodos de diferenças finitas para
problemas diferenciais eĺıpticos definidos em domı́nios poligonais de IR2, com con-
dições de Dirichlet e Neumann para a fronteira. Os problemas diferenciais de
segunda ordem que consideramos apresentam coeficientes variáveis e derivadas
mistas. A análise da estabilidade dos métodos é baseada na estabilidade de fun-
cionais lineares adequadas associadas a formas bilineares definidas criteriosamente
a partir dos métodos de diferenças finitas. Atendendo a este facto e seguindo
[9], no Caṕıtulo 1 - Alguns resultados em problemas variacionais - apresentamos
resultados gerais de existência e unicidade para a solução de problemas varia-
cionais e ainda resultados de estabilidade para as formas bilineares que induzem
tais problemas. Particularizamos em seguida os resultados gerais a problemas
variacionais associados a problemas diferencias eĺıpticos com diferentes condições
para a fronteira. A finalizar o estudo dos problemas variacionais, apresentamos
alguns resultados de convergência para a solução de Ritz-Galerkin.

No Caṕıtulo 2 - Equações eĺıpticas com condições de Dirichlet - seguindo [5],
estudamos a supraconvergência de métodos de diferenças finitas para problemas
eĺıpticos com coeficientes variáveis e derivadas mistas, definidos em domı́nios po-
ligonais limitados Ω ⊂ IR2 com condições de Dirichlet para a fronteira. A estabili-
dade dos métodos de diferenças finitas tem um papel fundamental na demonstração
dos resultados de convergência. Esta propriedade é estudada usando a estabili-
dade de formas bilineares associadas ao método de diferenças. Atendendo a este
facto, definimos um método de elementos finitos linear equivalente ao método de
diferenças finitas e, uma vez que provamos que o método de diferenças finitas é de
segunda ordem, deduzimos, deste modo, a convergência quadrática da solução de
elementos finitos. As estimativas de erro são estabelecidas relativamente à norma
do espaço H1

0 (Ω).

No Caṕıtulo 3 - Equação de Poisson com condição de Neumann - estende-
mos alguns dos resultados apresentados no Caṕıtulo 2 a uma discretização por
diferenças finitas da equação de Poisson definida num domı́nio rectangular com
condição de Neumann.

A generalização dos resultados apresentados no Caṕıtulo 2 a um sistema de
equações diferenciais é o objectivo do Caṕıtulo 4 - Sistemas de equações diferen-
ciais. Neste caṕıtulo estudamos a discretização de um problema de elasticidade
plano e provamos a convergência quadrática da solução numérica.

Finalmente, no Caṕıtulo 5 - Alguns resultados numéricos - exibimos um certo
número de simulações dos métodos estudados ao longo dos Caṕıtulos 2, 3 e 4.
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Na dedução das estimativas para o erro de discretização por diferenças finitas
admitimos que u ∈ C4(Ω). No entanto, as soluções dos problemas estudados não
apresentam, em muitas situações com interesse, a regularidade exigida. Obser-
vamos que, por exemplo, no contexto dos métodos de volumes finitos, em [22] e
[23], a convergência é estabelecida considerando menos regularidade do que a por
nós assumida. Atendendo a este facto, pensamos que deverá ser alvo de estudo
o desenvolvimento de técnicas para estimar o erro de discretização que permi-
tam concluir a convergência quadrática sob condições mais fracas, por exemplo
u ∈ H3(Ω).

Ao terminar, tenho o prazer de registar os meus agradecimentos a todos aqueles
que, pelo seu apoio e amizade, tornarem posśıvel a concretização deste trabalho.
Não podendo mencionar cada um, não posso deixar de particularizar o Professor
Doutor José Augusto Mendes Ferreira. Pelo apoio paciente, disponibilidade e
permanente incentivo que me dispensou ao longo da realização desta dissertação,
os meus profundos agradecimentos.

Quero também agradecer ao Departamento de Matemática da Faculdade de
Ciências e Tecnologia da Universidade de Coimbra e ao Centro de Matemática da
Universidade de Coimbra pelas condições de trabalho proporcionadas.

Śılvia Alexandra Alves Barbeiro

Coimbra, 1999
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Índice

Prefácio i

1 Problemas variacionais 1
1.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Formas bilineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Alguns problemas variacionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Solução de Ritz-Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Equações com condições de Dirichlet 21
2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 Método de diferenças finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Problema variacional discreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.4 Estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.5 Convergência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Equação de Poisson com condição de Neumann 47
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2 Método de diferenças finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.3 Problema variacional discreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.4 Estabilidade e convergência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4 Sistemas de equações diferenciais 59
4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.2 Problema de elasticidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3 Método de diferenças finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5 Alguns resultados numéricos 67
5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2 Equação de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2.1 Condição de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2.2 Condição de Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

v
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Caṕıtulo 1

Alguns resultados em
problemas variacionais

1.1 Introdução

A análise da estabilidade dos métodos de diferenças finitas que nos propomos
estudar neste trabalho é baseada em desigualdades para a estabilidade de formas
bilineares adequadas, que estão associadas a tais métodos. Atendendo a este facto,
neste caṕıtulo introduzimos alguns conceitos e estudamos alguns resultados fun-
damentais que nos permitem concluir desigualdades para a estabilidade de formas
bilineares abstractas definidas em espaços de Hilbert (desigualdade (1.47)) e que
foram apresentados em [9].

Assim, na Secção 1.2 introduzimos os conceitos básicos associados a formas
bilineares: continuidade, elipticidade, coersividade. Estudamos alguns resultados
de existência e unicidade para a solução de problemas variacionais.

Na Secção 1.3, concretizamos alguns dos resultados apresentados na secção an-
terior para problemas variacionais associados a problemas diferenciais fortemente
eĺıpticos. Consideramos condições de fronteira de Dirichlet homogéneas e não
homogéneas e ainda as condições de fronteira ditas ”naturais”.

Finalmente, na Secção 1.4, estudamos alguns resultados de convergência para
a solução de Ritz-Galerkin tendo por hipótese a condição de estabilidade da for-
ma bilinear (condição (1.36)). A finalizar este caṕıtulo, mostramos no Teorema
1.23 que a desigualdade para a estabilidade (1.47) é válida mediante certas con-
dições entre as quais destacamos a existência de uma solução única do problema
variacional homogéneo e a coersividade da forma bilinear.

1



2 CAPÍTULO 1. PROBLEMAS VARIACIONAIS

1.2 Formas bilineares

Seja V um espaço de Hilbert real relativamente ao produto interno (., .)V e
denotemos por ∥.∥V a norma induzida por este produto interno. Prova-se que o
espaço dual de V , V ′, é um espaço de Banach para a norma

∥v′∥V ′ = sup
v∈V
∥v∥V =1

| < v′, v >V ′×V |, (1.1)

em que < v′, v >V ′×V denota a imagem de v por v′.
No espaço dos operadores lineares definidos de V em V ′, L(V, V ′), consideramos

a norma
∥A∥V ′←V = sup

v∈V
∥v∥V =1

∥Av∥V ′ . (1.2)

Definição 1.1 A forma bilinear a(., .) : V × V → IR diz-se cont́ınua (ou limi-
tada) se existe uma constante CL > 0, tal que

|a(v, w)| ≤ CL∥v∥V ∥w∥V , ∀v, w ∈ V. (1.3)

Proposição 1.2 Uma forma bilinear a(., .) : V × V → IR é cont́ınua se e só
se existe A ∈ L(V, V ′), único, tal que

a(v, w) =< Av, w >V ′×V , ∀v, w ∈ V (1.4)

e
∥A∥V ′←V ≤ CL. (1.5)

Demonstração: Seja v ∈ V . Se a(., .) é cont́ınua então a funcional linear
ϕv ∈ V ′ definida por

ϕv(w) = a(v, w), w ∈ V,

é limitada. De facto

∥ϕv∥V ′ = sup
w∈V
∥w∥V =1

|ϕv(w)| ≤ CL∥v∥V .

O operador A : V → V ′ definido por Av = ϕv é linear e satisfaz

∥A∥V ′←V = sup
v∈V
∥v∥V =1

∥Av∥V ′ ≤ CL.
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Reciprocamente, se A ∈ L(V, V ′), então a(., .) : V × V → IR definida por

a(v, w) =< Av, w >V ′×V ,

é uma forma bilinear que verifica

|a(v, w)| ≤ ∥Av∥V ′∥w∥V ≤ ∥A∥V ′←V ∥v∥V ∥w∥V , ∀v, w ∈ V.

Dizemos que A é o operador associado à forma bilinear cont́ınua a(., .).
Seja a∗(., .) a forma bilinear adjunta de a(., .), isto é,

a∗(v, w) = a(w, v), ∀v, w ∈ V.

Verifica-se facilmente que o operador dual de A, A′, está associado a a∗(., .).

Sejam a(., .) uma forma bilinear cont́ınua definida de V × V em IR e f ∈ V ′.
Consideremos o seguinte problema

determinar u ∈ V tal que a(u, v) = f(v), para todo v ∈ V, (1.6)

designado por problema variacional. Pela Proposição 1.2, o problema (1.6) é equi-
valente a

determinar u ∈ V tal que < Au − f, v >V ′×V = 0, para todo v ∈ V, (1.7)

ou ainda,
determinar u ∈ V tal que Au = f em V ′. (1.8)

Deste modo, averiguar se o problema (1.6) tem solução única é equivalente a
verificar a existência do inverso do operador definido na demonstração da Proposi-
ção 1.2. O resultado seguinte estabelece uma condição necessária e suficiente para
que (1.6) tenha solução única.

Proposição 1.3 Seja A ∈ L(V, V ′) o operador associado à forma bilinear
cont́ınua a(., .). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) existe A−1 e A−1 ∈ L(V ′, V ) ;
(ii) existem ϵ, ϵ′ > 0 tais que

inf{sup{|a(v, w)| : w ∈ V, ∥w∥V = 1} : v ∈ V, ∥v∥V = 1} = ϵ > 0, (a)
(1.9)

inf{sup{|a(v, w)| : v ∈ V, ∥v∥V = 1} : w ∈ V, ∥w∥V = 1} = ϵ′ > 0. (b)
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Demonstração: Suponhamos que existe A−1 ∈ L(V ′, V ). Então

inf
v∈V
∥v∥V =1

sup
w∈V
∥w∥V =1

|a(v, w)| = inf
v∈V
v ̸=0

sup
w∈V
w ̸=0

| < Av, w >V ′×V |
∥v∥V ∥w∥V

= inf
v′∈V ′

v′ ̸=0

sup
w∈V
w ̸=0

| < AA−1v′, w >V ′×V |
∥A−1v′∥V ∥w∥V

= inf
v′∈V ′

v′ ̸=0

1
∥A−1v′∥V

sup
w∈V
w ̸=0

| < v′, w >V ′×V |
∥w∥V

= inf
v′∈V ′

v′ ̸=0

∥v′∥V ′

∥A−1v′∥V

= 1/∥A−1∥V←V ′ ,

logo vale (1.9a) com ϵ = 1/∥A−1∥V←V ′ . Da mesma forma se prova (1.9b) com
ϵ′ = 1/∥A′−1∥V←V ′ .

Provemos agora a implicação contrária. De (1.9a) vem

sup{|a(v, w)| : w ∈ V, ∥w∥V = 1} ≥ ϵ∥v∥V , ∀v ∈ V,

ou seja,
∥Av∥V ′ ≥ ϵ∥v∥V , ∀v ∈ V. (1.10)

Assim, Av é a funcional linear nula se e só se v = 0 e portanto A : V → V ′ é
injectivo. Com o objectivo de provar que A é sobrejectivo, mostremos que

Z = {Av : v ∈ V } ⊂ V ′

é fechado.
Seja {zn} (n ∈ IN) uma sucessão em Z tal que ∥z∗− zn∥V ′ → 0. Provemos que

z∗ ∈ Z. Se zn, zm ∈ Z, então existem vn, vm ∈ V tais que Avn = zn e Avm = zm.
De (1.10) temos

∥vm − vn∥V ≤ ∥zm − zn∥V ′/ϵ.

Atendendo a que {zn} é uma sucessão de Cauchy então existe v∗ ∈ V tal que
vn → v∗ e, deste modo, zn = Avn → z∗, pois A é cont́ınuo. Logo conclúımos que
Z é fechado.

Consideremos a decomposição de V ′ em Z ⊕ Z⊥, em que1

Z⊥ = {x ∈ V ′ : (x, z)V ′ = 0, ∀z ∈ Z}.
1V ′ é um espaço de Hilbert com produto interno (v′, w′)V ′ = (J−1

V v′, J−1
V w′)V em que

JV ∈ L(V, V ′) é o isomorfismo de Riesz.
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Suponhamos que A não é sobrejectivo. Então existe 0 ̸= w′ ∈ Z⊥ e, pelo
Teorema da Representação de Riesz, existe v1 ∈ V que verifica

< w′, v >V ′×V = (v1, v)V , ∀v ∈ V.

De igual modo, para v ∈ V existe v2 ∈ V tal que

< Av, u >V ′×V = (v2, u)V , ∀u ∈ V.

Seja u = v1. Vem
< Av, v1 >V ′×V = (v2, v1)V ,

e portanto

a(v, v1) =< Av, v1 >V ′×V = (v2, v1)V = (Av, w′)V ′ = 0, ∀v ∈ V,

o que contradiz (1.9b).

Como consequência do resultado anterior, se vale (1.9) então o problema (1.6)
tem uma única solução. O teorema seguinte estabelece esta conclusão.

Teorema 1.4 Se a forma bilinear cont́ınua a(., .) satisfaz (1.9), então (1.6)

tem uma única solução u = A−1f que verifica ∥u∥V ≤ 1
ϵ
∥f∥V ′ .

Definição 1.5 Uma forma bilinear a(., .) definida de V × V em IR diz-se
V-eĺıptica se é cont́ınua e se existe uma constante 2 CE > 0 tal que

a(v, v) ≥ CE∥v∥2
V , ∀v ∈ V. (1.11)

A condição de elipticidade (1.11) é uma condição mais forte do que a condição
de estabilidade (1.9), no sentido em que se a(., .) verifica (1.11) então verifica (1.9).
Mais ainda, atendendo ao Teorema 1.4, vale o resultado seguinte.

Teorema 1.6 Se a(., .) é V-eĺıptica então (1.6) tem uma única solução.

Demonstração: Seja v ∈ V , com ∥v∥V = 1. Então

sup{|a(v, w)| : w ∈ V, ∥w∥V = 1} ≥ |a(v, v)| ≥ CE ,

e portanto conclúımos (1.9a) com ϵ ≥ CE . Analogamente obtemos (1.9b) com
ϵ′ ≥ CE .

Vejamos seguidamente uma condição mais fraca do que a condição de eliptici-
dade (1.11).

2A CE chamamos constante de elipticidade.
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Definição 1.7 Sejam U e V espaços de Hilbert tais que V tem mergulho com-
pacto em U . A forma bilinear a(., .) diz-se V-coerciva se é cont́ınua em V × V e
se existem CE > 0 e CK ∈ IR tais que

a(v, v) ≥ CE∥v∥2
V − CK∥v∥2

U , ∀v ∈ V. (1.12)

O Teorema da Representação de Riesz define uma isometria entre o espaço de
Hilbert U e o seu dual U ′, I : U → U ′. Deste modo, U e U ′ podem ser identificados.
Assim, se V ⊂ U , então V ⊂ U ⊂ V ′.

Proposição 1.8 Sejam U e V espaços de Hilbert tais que V tem mergulho
compacto em U .

(a) Se a(., .) é uma forma bilinear V -coerciva então a forma bilinear ã(., .),

ã(v, w) = a(v, w) + CK(v, w)U , ∀v, w ∈ V,

com CK da Definição 1.7, é V -eĺıptica.
(b) Se A ∈ L(V, V ′) é o operador associado a a(., .) então Ã = A + CKI é o

operador associado a ã(., .).

Demonstração: (a) Como a(., .) é V -coerciva então

ã(v, v) = a(v, v) + CK(v, v)U

≥ CE∥v∥2
V − CK∥v∥2

U + CK(v, v)U

= CE∥v∥2
V , ∀v ∈ V,

logo ã(., .) é V -eĺıptica.
(b) Notemos que

< Iv, w >U ′×U= (v, w)U , ∀v, w ∈ U,

e, como V ⊂ U ⊂ V ′, então

< Iv, w >U ′×U=< Iv, w >V ′×V , ∀v, w ∈ V.

Logo
(v, w)U =< Iv, w >V ′×V , ∀v, w ∈ V,

o que nos permite concluir o pretendido.

Da Proposição 1.8, juntamente com a Teoria de Riesz-Schauder (Teorema
6.4.12 de [9]), obtemos o resultado que se segue.
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Teorema 1.9 Sejam U e V espaços de Hilbert tais que V tem mergulho com-
pacto em U , a(., .) uma forma bilinear de V ×V em IR, V -coerciva e A o operador
que lhe está associado.

Para cada λ ∈ C, tem-se apenas uma das seguintes afirmações:

(i) (A − λI)−1 ∈ L(V ′, V ), (A′ − λ̄I)−1 ∈ L(V ′, V );

(ii) λ é valor próprio de A.

Se λ é valor próprio de A, Av−λIv = f, f ∈ V ′, tem pelo menos uma solução
se e só se f ⊥ E′(λ).3

Demonstração: Pela Proposição 1.8 temos

(A + CKI) ∈ L(V, V ′) e (A + CKI)−1 ∈ L(V ′, V ),

e, assim, a aplicação K = (A + CKI)−1I : V → V está bem definida.
Para µ ∈ C\{0} obtemos

K − µI = −µ(I − µ−1K) = −µ(A + CKI)−1{A + CKI − µ−1I}
= −µ(A + CKI)−1(A − λI),

com λ =
1
µ
− CK .

Como aplicação K é compacta, a Teoria de Riesz-Schauder pode ser aplicada
a K − µI. Atendendo a

A − λI = −µ−1(A + CKI)(K − µI),

conclúımos o pretendido.

Notemos que nas condições do Teorema 1.9, se 0 não é valor próprio de A,
então o problema (1.6) tem solução única.

No que se segue consideramos os espaços Hs
0(Ω) e Hs(Ω), s ≥ 0, que têm

mergulhos em L2(Ω).
Denotamos por ∥.∥s a norma usual no espaço Hs(Ω) e por ∥.∥−s a norma no

espaço (Hs(Ω))′, s ≥ 0.

3E′(λ) representa o núcleo de A′ − λ̄I.
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1.3 Alguns problemas variacionais

Seja Ω um subconjunto aberto de IRn, limitado, com fronteira Γ de Lipschitz
e seja L o operador diferencial

Lu =
∑

|α|≤m

∑

|β|≤m

(−1)|β|Dβ (aαβ Dαu) , u ∈ C2m(Ω), (1.13)

em que, para ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ INn
0 e |ξ| =

∑n
i=1 ξi,

Dξ =
∂|ξ|

∂xξ1
1 ∂xξ2

2 . . .∂xξn
n

. (1.14)

Definição 1.10 O operador diferencial L diz-se uniformemente eĺıptico em Ω
se existe ϵ > 0, tal que

∑

|α|=|β|=m

aαβ(x)ξα+β ≥ ϵ|ξ|2m, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ IRn. (1.15)

No caso de termos apenas aαβ ∈ L∞(Ω̄) deveremos substituir ”para todo
x ∈ Ω”por ”quase por toda a parte de Ω”.

Seja g uma função definida em Ω. Consideremos o problema diferencial

Lu = g em Ω. (1.16)

O problema anterior pode ser complementado com vários tipos de condições
de fronteira, estando intrinsecamente relacionados com estas últimas, diferentes
problemas variacionais que estudamos seguidamente.

Consideremos então o problema (1.16) com as seguintes condições de fronteira
- designadas condições de fronteira de Dirichlet homogéneas -

u = 0,
∂u

∂η
= 0,

(
∂

∂η

)2

u = 0, . . . ,

(
∂

∂η

)m−1

u = 0 em Γ , (1.17)

em que
∂

∂η
representa a derivada segundo a normal unitária exterior a Γ .

Sejam a(., .) a forma bilinear definida de Hm
0 (Ω) × Hm

0 (Ω) em IR

a(u, v) =
∑

|α|,|β|≤m

∫

Ω
aαβDαu Dβv dx (1.18)
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e f a funcional linear

f(v) =
∫

Ω
g v dx. (1.19)

Atendendo a que, para u ∈ C2m(Ω) ∩ Hm
0 (Ω), se tem

(Lu, v)0 =
∑

|α|≤m

∑

|β|≤m

(−1)|β|
∫

Ω
Dβ(aαβDαu)v dx

=
∑

|α|≤m

∑

|β|≤m

∫

Ω
aαβDαu Dβv dx,

associamos ao problema diferencial (1.16), (1.17), o seguinte problema variacional

determinar u ∈ Hm
0 (Ω) tal que

a(u, v) = f(v), para todo v ∈ Hm
0 (Ω). (1.20)

Observamos que a solução de (1.20), designada solução fraca do problema di-
ferencial (1.16), (1.17), pertence a Hm

0 (Ω) mas não necessariamente a C2m(Ω).
Seguidamente estudamos algumas propriedades da forma bilinear a(., .).

Teorema 1.11 Se aαβ ∈ L∞(Ω) então a forma bilinear definida por (1.18) é
limitada em Hm

0 (Ω) × Hm
0 (Ω).

Demonstração: Atendendo a que existe C > 0 tal que

|a(u, v)| ≤
∑

|α|,|β|≤m

∥aαβ∥L∞(Ω)∥Dαu∥0∥Dβv∥0 ≤ C∥u∥m∥v∥m, ∀u, v ∈ Hm
0 (Ω),

conclúımos o pretendido.

Vejamos seguidamente em que condições a forma bilinear a(., .) é
H1

0 (Ω)-eĺıptica.
Notemos que em H1

0 (Ω), ∥.∥1 e |.|1, com

|v|1 =
√ ∑

|α|=1

∥Dαv∥2
0, v ∈ H1

0 (Ω), (1.21)

são normas equivalentes. Logo existe CΩ > 0 tal que

|v|21 ≥ CΩ∥v∥2
1, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (1.22)
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Teorema 1.12 Sejam Ω limitado, m = 1 e aαβ ∈ L∞(Ω). Se L é uniforme-
mente eĺıptico e é igual à sua parte principal 4 L0, então a(., .) é H1

0 (Ω)-eĺıptica.

Demonstração: Seja, em (1.15), ξ = ∇v(x). Vem

∑

|α|,|β|=1

aαβ(x)[∇v(x)]α+β =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂v

∂xi
(x)

∂v

∂xj
(x) ≥ ϵ|∇v(x)|2,

e portanto

a(v, v) ≥ ϵ

∫

Ω
|∇v(x)|2dx.

Atendendo a (1.22), obtemos
∫

Ω
|∇v(x)|2dx ≥ CΩ∥v∥2

1.

Logo a(., .) é H1
0 (Ω)-eĺıptica com constante de elipticidade CE = ϵCΩ.

Nas condições deste teorema, o problema variacional (1.20) tem uma única
solução. Na verdade, pelo Teorema 1.6, conclúımos o seguinte resultado.

Teorema 1.13 Seja a(., .) uma forma bilinear Hm
0 (Ω)-eĺıptica com constante

de elipticidade CE. Então existe uma única solução do problema (1.20) que satisfaz

∥u∥m ≤ 1
CE

∥f∥−m.

Teorema 1.14 Seja Ω um conjunto limitado. Se m = 1, aαβ ∈ L∞(Ω) e L é
uniformemente eĺıptico, então a(., .) é H1

0 (Ω)-coerciva.

Demonstração: Consideremos a decomposição a(., .) = a′(., .) + a′′(., .) em
que

a′(u, v) =
∑

|α|=|β|=1

∫

Ω
aαβ(x)Dαu(x)Dβv(x) dx

e
a′′(u, v) =

∑

|α|,|β|≤1
|α|+|β|≤1

∫

Ω
aαβ(x)Dαu(x)Dβv(x) dx.

4A parte principal de L é L0 = (−1)m ∑
|α|=|β|=m Dβaαβ Dα.
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Atendendo aos Teoremas 1.11 e 1.12, as formas bilineares anteriores são, res-
pectivamente, H1

0 (Ω)-eĺıptica e limitada. Sejam C′E a constante de elipticidade de
a′(., .) e C′′L > 0 tal que

a′′(v, v) ≥ −C′′L∥v∥2
1, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (1.23)

Conjugando (1.22) e |v|21 ≤ ∥v∥2
1, conclúımos que 0 < CΩ < 1. Logo existe

C > 0 tal que
∥v∥1 ≤ C∥v∥0 + CΩ∥v∥1,

e portanto (
C

1 − CΩ

)2

∥v∥2
0 ≥ ∥v∥2

1, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (1.24)

De (1.23) e (1.24) deduzimos a desigualdade

a′′(v, v) ≥ −C′′L

(
C

1 − CΩ

)2

∥v∥2
0, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (1.25)

Finalmente, atendendo à elipticidade de a′(., .) e a (1.25), vem

a(v, v) ≥ C′E∥v∥2
1 − C′′L

(
C

1 − CΩ

)2

∥v∥2
0, ∀v ∈ H1

0 (Ω),

o que prova o pretendido.

Vejamos seguidamente um resultado de existência e unicidade de solução de
(1.20) quando a forma bilinear é Hm

0 (Ω)-coerciva.

Teorema 1.15 Seja Ω limitado e a(., .) uma forma bilinear Hm
0 (Ω)-coerciva.

Então tem-se apenas uma das seguintes alternativas:
(i) O problema (1.20) tem uma única solução u ∈ Hm

0 (Ω);
(ii) Existem e, e∗ ∈ Hm

0 (Ω) não nulos tais que

a(e, v) = 0, a(v, e∗) = 0, ∀v ∈ Hm
0 (Ω).

Demonstração: Como Hm
0 (Ω) tem mergulho compacto em L2(Ω) então o

Teorema 1.9 é aplicado.

Estabelecemos alguns resultados que caracterizam a forma bilinear a(., .) as-
sociada ao operador L considerando as condições de fronteira homogéneas (1.17).
Seguidamente consideremos essas condições substitúıdas por

u = ϕ em Γ (1.26)
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e o operador L definido por (1.13) com, m = 1.
Seja a(., .) a forma bilinear (1.18), com m = 1, definida de H1(Ω)×H1

0 (Ω) em
IR.

Associado ao problema diferencial (1.16), (1.26), consideremos o seguinte pro-
blema variacional

determinar u ∈ H1(Ω) tal que u = ϕ em Γ e
a(u, v) = f(v), para todo v ∈ H1

0 (Ω). (1.27)

Observamos que se existe u0 ∈ H1(Ω) tal que u0|Γ = ϕ (em que u0|Γ denota o
traço de u0), então o problema variacional (1.27) é equivalente a

determinar u∗ ∈ H1
0 (Ω) tal que

a(u∗, v) = f(v) − a(u0, v), para todo v ∈ H1
0 (Ω). (1.28)

De facto, se u∗ ∈ H1
0 (Ω) é solução de (1.28) então u = u0 + u∗ é solução de

(1.27). Reciprocamente, se u é solução de (1.27) então u0 = u e u∗ = 0 satisfazem
(1.28).

Desta forma conclúımos o resultado seguinte.

Teorema 1.16 Se o problema (1.20) tem solução única para todo f ∈
(
H1(Ω)

)′

então o problema (1.27) tem solução única se e só se existe u0 ∈ H1(Ω) tal que
u0|Γ = ϕ.

Consideremos finalmente o problema diferencial (1.16) com condição de fron-
teira

Bu =
n∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi
ηj +

n∑

i=1

a0i u ηi = ϕ em Γ , (1.29)

em que ηj , j = 1, . . . , n, são as componentes da normal unitária exterior a Γ .
Seja a(., .) a forma bilinear (1.18), definida de Hm(Ω) × Hm(Ω) em IR, e seja

f(v) =
∫

Ω
g(x)v(x) dx +

∫

Γ
ϕ(x)v(x) dΓ . (1.30)

Atendendo a
(Lu, v)0 = a(u, v) −

∫

Γ
(Bu)v dΓ ,

então podemos associar ao problema diferencial (1.16), (1.29), o seguinte problema
variacional

determinar u ∈ Hm(Ω) tal que a(u, v) = f(v), para todo v ∈ Hm(Ω). (1.31)

A condição Bu = ϕ é chamada condição de fronteira natural.
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Teorema 1.17 Se aαβ ∈ L∞(Ω) então a forma bilinear definida por (1.18) é
limitada em Hm(Ω) × Hm(Ω).

Demonstração: A demonstração deste teorema é análoga à do Teorema 1.11.

Para formas bilineares Hm(Ω)-coercivas é válido o resultado seguinte.

Teorema 1.18 Sejam Ω ∈ C0,1 limitado e a(., .) uma forma bilinear
Hm(Ω)-coerciva. Então tem-se apenas uma das seguintes alternativas:

(i) O problema (1.31) tem uma única solução u ∈ Hm(Ω);
(ii) Existem e, e∗ ∈ Hm(Ω) não nulos tais que

a(e, v) = 0, a(v, e∗) = 0, ∀v ∈ Hm(Ω).

Demonstração: Atendendo a que Hm(Ω) tem mergulho compacto em L2(Ω)
então o Teorema 1.9 é aplicado.

1.4 Resultados de convergência para a solução de
Ritz-Galerkin

Consideremos o problema variacional

determinar u ∈ V tal que a(u, v) = f(v), para todo o v ∈ V, (1.32)

associado a um problema diferencial.
Seja VN um espaço de dimensão finita tal que

VN ⊂ V, dim(VN ) = N, (1.33)

e seja uN ∈ VN a solução do problema

determinar uN ∈ VN tal que a(uN , v) = f(v), para todo o v ∈ VN . (1.34)

A solução uN é chamada solução de Ritz-Galerkin do problema (1.32).
No resultado seguinte é estabelecida uma condição necessária e suficiente para

a existência da solução de Ritz-Galerkin.
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Teorema 1.19 O problema (1.34) tem solução única uN que satisfaz a esti-
mativa

∥uN∥V ≤ 1
ϵN

∥f∥V ′
N
≤ 1
ϵN

∥f∥V ′ , (1.35)

se e só se existe ϵN > 0 tal que

inf{sup{|a(v, w)| : w ∈ VN , ∥w∥V = 1} : v ∈ VN , ∥v∥V = 1} = ϵN > 0. (1.36)

Demonstração: Resulta imediatamente do Teorema 1.4, pois em espaços de
dimensão finita (1.9a) e (1.9b) são equivalentes.

Vejamos seguidamente estimativas para o erro, u−uN , em que u ∈ V é solução
de (1.32) e uN é a solução de Ritz-Galerkin.

Teorema 1.20 (Céa) Seja a(., .) uma forma bilinear cont́ınua que verifica
(1.36). Sejam u ∈ V e uN ∈ VN as soluções de (1.32) e (1.34), respectivamente.
Então

∥u − uN∥V ≤ (1 +
CL

ϵN
) inf

w∈VN

∥u − w∥V . (1.37)

Demonstração: Atendendo a que u e uN são, respectivamente, as soluções
de (1.32) e (1.34), vem

a(uN − u, v) = 0, ∀v ∈ VN .

Assim, para v, w ∈ VN , com ∥v∥V = 1, temos

a(uN − w, v) = a([uN − u] + [u − w], v) = a(u − w, v)

e, pela continuidade de a(., .), vem

|a(uN − w, v)| ≤ CL∥u − w∥V ∥v∥V = CL∥u − w∥V .

Atendendo a (1.36), obtemos

∥uN − w∥V ≤ 1
ϵN

sup{|a(uN − w, v)| : v ∈ VN , ∥v∥V = 1} ≤ CL

ϵN
∥u − w∥V ,

e finalmente

∥u − uN∥V ≤ ∥u − w∥V + ∥w − uN∥V ≤ (1 +
CL

ϵN
)∥u − w∥V .

No teorema anterior assumimos que o problema (1.32) tinha solução. Vamos
agora estabelecer condições suficientes para a sua existência e unicidade.
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Teorema 1.21 Seja Vi = VNi ⊂ V (i ∈ IN) uma sequência de subespaços tais
que

lim
i→+∞

d(u, Vi) = 0, ∀u ∈ V. (1.38)

Se a(., .) é cont́ınua e verifica (1.36) com ϵi ≥ ϵ̃ > 0, para todo i ∈ IN, então existe
uma única solução do problema (1.32) e a solução de Ritz-Galerkin ui = uNi

satisfaz
∥u − ui∥V → 0, quando i → +∞.

Demonstração: Provemos que Z = {Av : v ∈ V } ⊂ V ′, sendo A : V → V ′

o operador associado à forma bilinear a(., .), é fechado. Sejam {fn} uma sucessão
em Z convergente para f∗ e un o objecto de fn, n ∈ IN. Atendendo a que

∥um − un∥V ≤ ∥fm − fn∥V ′/ϵ̃

então fn é uma sucessão de Cauchy. Logo existe u∗ ∈ V tal que un → u∗. Pela
continuidade de A vem que f∗ = lim fn = limAun = Au∗, logo f∗ ∈ Z. Deste
modo conclúımos que Z é fechado.

Provemos agora existência de solução de (1.32), ou seja que A é sobrejectivo.
Façamos a demonstração por redução ao absurdo. Suponhamos que existe f ∈ Z⊥,
com ∥f∥V ′ = 1. Pelo Teorema da Representação de Riesz, existe −vf ∈ V tal que
f(v) = (−vf , v)V , ∀ v ∈ V . Em particular f(vf ) = −(vf , vf )V . Logo

f(vf ) = −(f, f)V ′ = −1 e a(w, vf ) =< Aw, vf >V ′×V = 0, ∀w ∈ V.

Sejam ui ∈ Vi, (i ∈ IN) as soluções de Ritz-Galerkin. Então a(ui, vf ) = 0, isto é,

a(ui, vf ) − f(vf ) = 1.

Decompondo vf em vi + ti, com vi ∈ Vi, por (1.38) podemos garantir que
∥ti∥V → 0, quando i → ∞. Logo

1 = a(ui, vf ) − f(vf ) = a(ui, vi) − f(vi) + a(ui, ti) − f(ti)
= a(ui, ti) − f(ti)

e
1 = |a(ui, ti) − f(ti)| ≤ [CL∥ui∥V + ∥f∥V ′ ] ∥ti∥V .

Como ∥ui∥V ≤ ∥f∥V ′/ϵ̃ e ∥ti∥V → 0, obtemos uma contradição. Logo A é sobre-
jectivo. Assim para cada f ∈ V ′ existe u ∈ V que é solução de (1.32).

Atendendo ao Teorema de Céa, deduzimos que

∥u − ui∥V ≤ (1 +
CL

ϵNi

)d(u, Vi) → 0,



16 CAPÍTULO 1. PROBLEMAS VARIACIONAIS

e, como a solução ui de (1.34) é única para todo i ∈ IN, então da convergência
anterior conclúımos a unicidade da solução u.

A condição (1.36) tem um papel fundamental nos resultados anteriores. É fácil
verificar que a referida condição é válida quando a forma bilinear é eĺıptica. Nos
resultados seguintes provamos que a condição (1.36) também é válida para formas
bilineares coercivas.

Sejam U e V espaços de Hilbert tais que V tem mergulho compacto em U .
Para λ ∈ C seja aλ(., .) a forma bilinear

aλ(u, v) : V × V → C, aλ(u, v) = a(u, v) − λ(u, v)U , (1.39)

e sejam
ω(λ) = inf

u∈V
∥u∥V =1

sup
v∈V
∥v∥V =1

| aλ(u, v) |, (1.40)

ωi(λ) = inf
u∈Vi
∥u∥V =1

sup
v∈Vi
∥v∥V =1

| aλ(u, v) | . (1.41)

Proposição 1.22 Sejam Λ ⊂ C um conjunto compacto e a(., .) uma forma
bilinear V -coerciva. Se a sequência de subespaços Vi verifica (1.38) então existem
constantes C > 0 e η(i) > 0, independentes de λ ∈ Λ, com lim

i→+∞
η(i) = 0, tais

que
ωi(λ) ≥ Cω(λ) − η(i). (1.42)

Demonstração: Consideremos os operadores Z(λ) : V → V e Zi(λ) : V → Vi

definidos por

z = Z(λ)u é a solução de aµ(z, v) = (λ− µ)(u, v)U , ∀v ∈ V,

zi = Zi(λ)u é a solução de aµ(zi, v) = (λ− µ)(u, v)U , ∀v ∈ Vi,

u ∈ V e com µ = −CK (CK da Definição 1.7).
Atendendo a que se tem

aµ(u − z, v) = a(u − z, v) − µ(u − z, v)U

= aµ(u, v) − aµ(z, v) + (λ− µ)(u, v)U − (λ− µ)(u, v)U

= aµ(u, v) − (λ− µ)(u, v)U

= aλ(u, v), ∀v ∈ V,
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pela definição de ω(λ), vem

ω(λ)∥u∥V ≤ sup
v∈V
∥v∥V =1

|aλ(u, v)| = sup
v∈V
∥v∥V =1

|aµ(u − z, v)| ≤ CS∥u − z∥V ,

com CS = ∥A − µI∥V ′←V .
Observamos que para u ∈ V e vi ∈ Vi,

aλ(u, vi) = aµ(u − zi, vi)

e portanto

sup
vi∈Vi
∥vi∥V =1

|aλ(ui, vi)| = sup
vi∈Vi
∥vi∥V =1

|aµ(ui − zi, vi)| ≥ CE∥ui − zi∥V

≥ CE [∥ui − z∥V − ∥z − zi∥V ]
≥ CE [C−1

S ω(λ) − ∥Z(λ) − Zi(λ)∥V←V ]∥ui∥V .

Assim,

inf
ui∈Vi
∥ui∥V =1

sup
vi∈Vi
∥vi∥V =1

|aλ(ui, vi)| ≥ CE

[
C−1

S ω(λ) − ∥Z(λ) − Zi(λ)∥V←V

]
,

ou seja
ωi(λ) ≥ CEC−1

S ω(λ) − CE∥Z(λ) − Zi(λ)∥V←V .

Se para, C = CEC−1
S e η(i) = CE sup

λ∈Λ
∥Z(λ) − Zhi(λ)∥V←V , se tem

lim
i→+∞

sup
λ∈Λ

∥Z(λ) − Zi(λ)∥V←V = 0, (1.43)

então (1.42) fica demonstrada. Provemos (1.43) por redução ao absurdo. Supo-
nhamos que existem ϵ > 0, ni > i tais que

sup
λ∈Λ

∥Z(λ) − Zni(λ)∥V←V ≥ ϵ, ∀i ∈ IN.

Então existem uni ∈ V , ∥uni∥ = 1 e λni que verificam

∥[Z(λni) − Zni(λni)]uni∥V ≥ ϵ

2
. (1.44)

Atendendo a que Λ é compacto, existem λj ∈ Λ, uj ∈ V , com limλj = λ∗ e
lim uj = u∗. Pelo Teorema 1.21

∥[Z(λ∗) − Znj (λ
∗)]u∗∥V → 0.
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Mas

∥[Z(λj) − Znj (λj)]uj∥V

≤ ∥[Z(λj) − Z(λ∗)]uj∥V + ∥[Znj(λj) − Znj (λ
∗)]uj∥V

+∥Z(λ∗)[uj − u∗]∥V + ∥Znj(λ
∗)[uj − u∗]∥V

+∥[Z(λ∗) − Znj (λ
∗)]u∗∥V → 0,

o que é uma contradição com (1.44).

Introduzimos seguidamente o conceito de valor próprio e vector próprio de uma
forma bilinear.

Seja λ ∈ C tal que existe e ∈ V , e ̸= 0, que verifica

a(e, v) = λ(e, v)U , ∀v ∈ V. (1.45)

A λ chamamos valor próprio de a(., .) e a e função própria associada a λ.
Atendendo ao conceito anterior, facilmente verificamos que λ é um valor próprio

de a(., .) se e só se ω(λ) = 0.
Estamos agora em condições de provar o resultado seguinte.

Teorema 1.23 Seja a(., .) uma forma bilinear V -coerciva, em que V é um
espaço de Hilbert com mergulho compacto em U . Se o problema (1.32) homogéneo
tem solução única e (1.38) se verifica para os subespaços Vi ⊂ V então, para i
suficientemente grande, a condição de estabilidade

inf{sup{|a(u, v)| : v ∈ Vi, ∥v∥V = 1} : u ∈ Vi, ∥u∥V = 1} = ϵi, (1.46)

é satisfeita com ϵi ≥ ϵ > 0.

Demonstração: Como o problema homogéneo tem solução única então λ = 0
não é um valor próprio, logo ω(0) > 0. Pela Proposição anterior, para i suficien-
temente grande, temos

ϵi = ωi(0) ≥ ϵ,

com ϵ = 1
2Cω(0) > 0.

Nas condições do Teorema 1.23, podemos garantir a existência de uma cons-

tante C =
1
ϵ

tal que

∥u∥V ≤ C sup
0̸=v∈Vi

|a(u, v)|
∥v∥V

, ∀u ∈ Vi. (1.47)
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Logo, tendo por hipóteses a condição de ”aproximação”para os espaços Vi, a uni-
cidade de solução do problema homogéneo a(u, v) = 0, ∀v ∈ V , e a coercivi-
dade da forma bilinear a(., .), conclúımos a desigualdade de estabilidade (1.47).
Esta será usada posteriormente na demonstração da estabilidade de um método
de diferenças finitas a estudar.
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Caṕıtulo 2

Equações eĺıpticas com
condições de Dirichlet

2.1 Introdução

Na literatura têm surgido alguns estudos que apresentam uma análise cuida-
da da convergência de certos métodos diferenças finitas definidos em malhas não
uniformes e mostram que a ordem de convergência é superior à ordem do erro
de truncatura. Os métodos com esta última propriedade foram designados por
supraconvergentes.

Alguns métodos de diferenças finitas para problemas de derivadas parciais
eĺıpticos foram considerados em [3], [4], [6], [16] e [18]. No entanto, métodos
de diferenças finitas supraconvergentes, para problemas eĺıpticos com coeficientes
variáveis, derivadas mistas e definidos em domı́nios poligonais de IR2, foram apenas
apresentados em [5]. O estudo dos métodos de diferenças finitas que consideramos
neste caṕıtulo foi apresentado no último trabalho. A análise da estabilidade do
método é baseada nas propriedades de certas formas bilineares estudadas previa-
mente no Caṕıtulo 1.

21
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Consideremos o problema diferencial eĺıptico, de segunda ordem, com condição
de Dirichlet {

Au = g em Ω
u = 0 em Γ ,

(2.1)

em que

Au = −(aux)x − (bux)y − (buy)x − (cuy)y + dux + euy + fu, (2.2)

e Ω ⊂ IR2 representa um domı́nio poligonal limitado, i.e., a sua fronteira Γ é a
união de segmentos de recta.

Supomos que A é uniformemente eĺıptico e que as funções coeficiente a, b, c,
d, e e f são tais que

a, b, c ∈ C3(Ω̄), d, e ∈ C1(Ω̄) e f ∈ C(Ω̄).

Na Secção 2.2 introduzimos a discretização do problema (2.1). Na Secção 2.3
associamos ao problema de diferenças finitas um problema variacional discreto.
Para isso consideramos triangulações espećıficas do domı́nio e definimos uma forma
bilinear discreta aH(., .). Conclúımos esta secção com o Teorema 2.2 no qual
provamos a equivalência entre o método de diferenças e um método de elementos
finitos. Na secção seguinte, tendo como base a desigualdade para a estabilidade
da forma bilinear aH(., .), estudamos a estabilidade do operador de diferenças.
Finalmente, na Secção 2.5, provamos a convergência quadrática, relativamente à
norma ∥.∥1, da solução numérica. Atendendo à equivalência entre o problema de di-
ferenças e um problema variacional discreto, conclúımos igualmente a convergência
quadrática da solução deste último, relativamente à norma ∥.∥1.

2.2 Método de diferenças finitas

Sejam h = (hj)ZZ e k = (kℓ)ZZ duas sequências de números positivos. Para
x0, y0 fixos, definimos a malha

IRH = IR1 × IR2 ⊂ IR2,

com
IR1 = {xj ∈ IR : xj+1 = xj + hj+1, j ∈ ZZ},
IR2 = {yℓ ∈ IR : yℓ+1 = yℓ + kℓ+1, ℓ ∈ ZZ},

e obtemos a seguinte discretização do domı́nio

ΩH = Ω ∩ IRH , ΓH = Γ ∩ IRH , Ω̄H = Ω̄ ∩ IRH . (2.3)

Atendendo a que consideramos domı́nios poligonais, a malha IRH deve verificar
a seguinte condição:
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(Reg): A intersecção de Γ com qualquer rectângulo (xj , xj+1)×(yℓ, yℓ+1),
formado pela malha IRH , ou é vazia ou é a diagonal do rectângulo.
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Figura 2.1: Exemplo de uma malha que satisfaz a condição (Reg).

Seja
◦

WH o espaço das funções vH definidas em Ω̄H , nulas em ΓH . Represen-
tamos por vj,ℓ o valor da função vH em (xj , yℓ) ∈ IRH .

Para cada ponto (xj , yℓ) ∈ IRH definimos os seguintes operadores de diferenças
centradas

δ(1/2)
x vj,ℓ =

vj+1/2,ℓ − vj−1/2,ℓ

xj+1/2 − xj−1/2
, (2.4)

δ(1/2)
x vj+1/2,ℓ =

vj+1,ℓ − vj,ℓ

xj+1 − xj
, (2.5)

δxvj,ℓ =
vj+1,ℓ − vj−1,ℓ

xj+1 − xj−1
, (2.6)

em que xj+1/2 = xj + hj+1/2, xj−1/2 = xj − hj/2. As diferenças centradas
relativamente à variável y definem-se analogamente.

Seja AH o operador de diferenças

AHuH = −δ(1/2)
x (aδ(1/2)

x uH) − δx(bδyuH) − δy(bδxuH) − δ(1/2)
y (cδ(1/2)

y uH)
+dδxuH + eδyuH + fuH . (2.7)

Pretendemos obter uH ∈
◦

WH tal que

AHuH = g em ΩH . (2.8)
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Seja RHu a restrição da função u à malha Ω̄H . O erro de truncatura TH é
dado por

TH = AHRHu − RHg.

Utilizando o desenvolvimento de Taylor verificamos que, para malhas não uni-
formes, TH é inconsistente (ou de primeira ordem, se b = 0).

Se a fronteira Γ contém segmentos Γℓ que não são paralelas aos eixos coorde-
nados, a aproximação para as derivadas mistas não tem significado para os pontos
P ∈ ΩH tais que dois dos seus pontos adjacentes pertencem a Γℓ. Atendendo a
este facto, se b ̸= 0, assumimos que Ω é uma união de rectângulos.

2.3 Problema variacional discreto

Seja a(., .) a forma bilinear

a(u, v) =
∫

Ω
a uxvx + c uyvy + b (uxvy + uyvx)

d ux v + e uy v + f u v dxdy, u, v ∈ H1
0 (Ω). (2.9)

Podemos associar ao problema diferencial (2.1) o problema variacional

determinar u ∈ H1
0 (Ω) tal que

a(u, v) = (g, v)0, para todo v ∈ H1
0 (Ω). (2.10)

O objectivo desta secção é definir uma versão discreta do problema variacional
anterior, isto é, associar ao problema de diferenças (2.8) um problema variacional.
Para o efeito consideremos em

◦
WH o produto interno

(vH , wH)H =
∑

(xj ,yℓ)∈ΩH

ωj,ℓvj,ℓwj,ℓ, vH , wH ∈
◦

WH , (2.11)

em que os pesos ωj,ℓ são definidos por

ωj,ℓ =
hj + hj+1

2
kℓ + kℓ+1

2
, (xj , yℓ) ∈ ΩH . (2.12)

Denotamos por ∥.∥H a norma induzida por este produto interno.
Assim, objectivo desta secção é definir aH(., .) de

◦
WH ×

◦
WH em IR e associar

ao problema (2.8) o problema variacional
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determinar uH ∈
◦

WH tal que

aH(uH , vH) = (RHg, vH)H , para todo vH ∈
◦

WH . (2.13)

Consideramos em Ω duas triangulações especiais, T (1)
H e T (2)

H , obtidas a partir
da decomposição

IRH = IR(1)
H ∪̇IR(2)

H ,

em que os conjuntos IR(1)
H e IR(2)

H são formados pelos pontos (xj , yℓ) tais que a soma
dos ı́ndices j + ℓ é, respectivamente, par ou ı́mpar. Para simplificar a notação de-
finimos ainda IR(3)

H = IR(1)
H . A cada ponto (xj , yℓ) ∈ IRH associamos os triângulos

∆(i)
j,ℓ, i = 1, 2, 3, 4, que têm um ângulo recto em (xj , yℓ) e, como restantes vértices,

dois dos quatro pontos adjacentes.
Sejam T (s)

H,1 e T (s)
H,2 as seguintes famı́lias de triângulos

T (s)
H,1 =

{
∆(i)

j,ℓ ⊂ Ω̄ : (xj , yℓ) ∈ IR(s)
H , i ∈ {1, 2, 3, 4}

}
, (2.14)

T (s)
H,2 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩
∆(i)

j,ℓ ⊂

⎛

⎜⎝Ω̄\
⋃

∆∈T (s)
H,1

◦
∆

⎞

⎟⎠ : (xj , yℓ) ∈ IR(s+1)
H , i ∈ {1, 2, 3, 4}

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, (2.15)

em que
◦
∆ representa o interior de ∆, e seja

T (s)
H = T (s)

H,1 ∪ T (s)
H,2, s = 1, 2. (2.16)

A figura 2.2 mostra uma dessas triangulações.
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Figura 2.2: Triangulação T (s)
H . T indica triângulos de T (s)

H,2.

Seja P (s)
H o operador de interpolação segmentado linear relativamente à trian-

gulação T (s)
H , s = 1, 2.
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O resultado seguinte é utilizado posteriormente no cálculo de P (s)
H vH , em que

vH ∈
◦

WH , s = 1, 2.

Proposição 2.1 Sejam ∆µ = {(ξ, η) : ξ, η ≥ 0, ξ+η ≤ 1} o triângulo unitário
e Pi = (xi, yi), i = 1, 2, 3, os vértices de ∆ ∈ T (s)

H . Existe uma aplicação linear e
bijectiva Φ definida em ∆µ tal que Φ(∆µ) = ∆.

Demonstração: Basta considerar a função Φ : ∆µ → ∆, com

Φ(ξ, η) = P1 + ξ(P2 − P1) + η(P3 − P1).

A sua inversa Φ−1 : ∆ → ∆µ é definida por Φ−1(x, y) = (ξ, η), com

ξ =
(x − x1)(y3 − y1) − (y − y1)(x3 − x1)

(x2 − x1)(y3 − y1) − (x3 − x1)(y2 − y1)
(2.17)

e
η =

(x − x1)(y2 − y1) − (y − y1)(x2 − x1)
(x3 − x1)(y2 − y1) − (x2 − x1)(y3 − y1)

. (2.18)

Sejam v∆,1, v∆,2, v∆,3 os valores de vH nos vértices de ∆ ∈ T (s)
H . Como

P (s)
H vH(ξ, η) = (v∆,2 − v∆,1)ξ + (v∆,3 − v∆,1)η + v∆,1, (2.19)

o polinómio interpolador de vH em cada triângulo ∆,

P (s)
H vH(x, y) = λ∆x + γ∆y + σ∆,

obtém-se imediatamente de (2.19), tendo em conta (2.17) e (2.18).
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Figura 2.3: Triângulo de referência ∆µ.
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Consideremos em (2.9), u e v substitúıdos, respectivamente, por P (s)
H uH e

P (s)
H vH , uH , vH ∈

◦
WH e definamos uma aproximação para cada parcela de

a(P (s)
H uH , P (s)

H vH).
Seja a∆ o valor de a no ponto médio do lado de ∆ paralelo ao eixo dos xx e

a(s)(vH , wH) =
∑

∆∈T (s)
H

a∆

∫

∆
(P (s)

H vH)x(P (s)
H wH)x dxdy. (2.20)

De modo análogo, seja c∆ o valor de c no ponto médio do lado de ∆ paralelo ao
eixo dos yy e

c(s)(vH , wH) =
∑

∆∈T (s)
H

c∆

∫

∆
(P (s)

H vH)y(P (s)
H wH)y dxdy. (2.21)

As duas formas bilineares anteriores aproximam os termos de a(., .) associados às
derivadas de segunda ordem em relação, respectivamente, a x e y.

Para a aproximação do termo de a(., .) associado às derivadas mistas conside-
ramos

b(s)(vH , wH) =
∑

∆∈T (s)
H

b∆

∫

∆
[(P (s)

H vH)x(P (s)
H wH)y

+(P (s)
H vH)y(P (s)

H wH)x] dxdy, (2.22)

em que b∆ é o valor de b no vértice de ∆ correspondente ao ângulo recto.
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Figura 2.4: Pontos envolvidos no cálculo de a∆, b∆ e c∆.

Seja
(P (s)

H vH)∆,x = P (s)
H vH(x∆, y∆), (2.23)

em que (x∆, y∆) é o ponto médio do lado de ∆ paralelo ao eixo dos xx. Definimos
de modo análogo (P (s)

H vH)∆,y sendo, neste caso, (x∆, y∆) o ponto médio do lado
de ∆ paralelo ao eixo dos yy.
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Consideramos na aproximação dos termos da forma bilinear a(., .) associados
às derivadas de primeira ordem as seguintes formas bilineares

d(s)(vH , wH) =
∑

∆∈T (s)
H

[P (s)
H (dwH)]∆,x

∫

∆
(P (s)

H vH)x dxdy, (2.24)

e

e(s)(vH , wH) =
∑

∆∈T (s)
H

[P (s)
H (ewH)]∆,y

∫

∆
(P (s)

H vH)y dxdy. (2.25)

Finalmente,

f (s)(vH , wH) =
∑

(xj,yℓ)∈ΩH

ωj,ℓf(xj , yℓ)vj,ℓwj,ℓ. (2.26)

Seja aH(., .) a média aritmética

aH =
1
2
(a(1)

H + a(2)
H ), (2.27)

definida em
◦

WH ×
◦

WH , em que

a(s)
H = a(s) + b(s) + c(s) + d(s) + e(s) + f (s), s = 1, 2. (2.28)

No resultado seguinte é estabelecida a relação entre a forma bilinear aH(., .) e
o operador de diferenças AH .

Teorema 2.2 Sejam AH o operador de diferenças definido em (2.7) e aH(., .)
a forma bilinear definida em (2.27). Então

aH(vH , wH) = (AHvH , wH)H , ∀vH , wH ∈
◦

WH . (2.29)

Demonstração: Seja vH ∈
◦

WH uma função que se anula em todos os pontos
de ΩH excepto o ponto (xj , yℓ).

Em cada uma das triangulações T (s)
H há apenas quatro triângulos

∆i, i = 1, 2, 3, 4 em que (P (s)
H vH)x é não nulo. Esse triângulos estão represen-

tados na figura 2.5 e foram numerados de forma a que (P (s)
H vH)x e (P (s)

H wH)x

tenham as mesmas expressões em ∆i, i = 1, 2, 3, 4, quer este pertença a T (1)
H ou

T (2)
H .
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Figura 2.5: Triângulos que contribuem para o cálculo de a(s)(., .).

Então

a(s)(vH , wH) = −a(xj+1/2, yℓ)
wj+1,ℓ − wj,ℓ

hj+1

vj,ℓ

hj+1

hj+1kℓ+1

2

+a(xj−1/2, yℓ)
wj,ℓ − wj−1,ℓ

hj

vj,ℓ

hj

hjkℓ+1

2

+a(xj−1/2, yℓ)
wj,ℓ − wj−1,ℓ

hj

vj,ℓ

hj

hjkℓ

2

−a(xj+1/2, yℓ)
wj+1,ℓ − wj,ℓ

hj+1

vj,ℓ

hj+1

hj+1kℓ

2
,

e portanto

a(s)(vH , wH) =
(
−δ(1/2)

x (aδ(1/2)
x vH), wH

)

H
, s = 1, 2. (2.30)

Da modo análogo

c(s)(vH , wH) =
(
−δ(1/2)

y (cδ(1/2)
y vH), wH

)

H
, s = 1, 2. (2.31)

É fácil verificar que

d(s)(vH , wH) = (dδxvH , wH)H , s = 1, 2, (2.32)

e
e(s)(vH , wH) = (eδyvH , wH)H , s = 1, 2. (2.33)

Para as derivadas mistas, o contributo de cada uma das triangulações é dife-
rente. Suponhamos, por exemplo, que j + ℓ é par. Para o cálculo de b(1) temos
que considerar apenas os quatro triângulos que têm ângulo recto em (xj , yℓ).
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Então

b(1)(vH , wH) = −bj,ℓ(
vj,ℓ

hj+1

wj,ℓ+1 − wj,ℓ

kℓ+1
+

vj,ℓ

kℓ+1

wj+1,ℓ − wj,ℓ

hj+1
)
hj+1kℓ+1

2

+bj,ℓ(
vj,ℓ

hj

wj,ℓ+1 − wj,ℓ

kℓ+1
− vj,ℓ

kℓ+1

wj,ℓ − wj−1,ℓ

hj
)
hjkℓ+1

2

+bj,ℓ(
vj,ℓ

hj

wj,ℓ − wj,ℓ−1

kℓ
+

vj,ℓ

kℓ

wj,ℓ − wj−1,ℓ

hj
)
hjkℓ

2

−bj,ℓ(
vj,ℓ

hj+1

wj,ℓ − wj,ℓ−1

kℓ
− vj,ℓ

kℓ

wj+1,ℓ − wj,ℓ

hj+1
)
hj+1kℓ

2
= 0.
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Figura 2.6: Triângulos de T (1)
H que contribuem para o cálculo de b(1).

Na triangulação T (2)
H há oito triângulos que contribuem para a expressão de

b(2)(vH , wH).
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Figura 2.7: Triângulos de T (2)
H que contribuem para o cálculo de b(2).
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Assim, explicitando b(2)(vH , wH), obtemos

b(2)(vH , wH) = −1
2
bj+1,ℓvj,ℓwj+1,ℓ+1 −

1
2
bj,ℓ+1vj,ℓwj+1,ℓ+1

+
1
2
bj,ℓ+1vj,ℓwj−1,ℓ+1 +

1
2
bj−1,ℓvj,ℓwj−1,ℓ+1

−1
2
bj−1,ℓvj,ℓwj−1,ℓ−1 −

1
2
bj,ℓ−1vj,ℓwj−1,ℓ−1

+
1
2
bj,ℓ−1vj,ℓwj+1,ℓ−1 +

1
2
bj+1,ℓvj,ℓwj+1,ℓ−1,

e é fácil deduzir a igualdade

1
2

[
b(1)(vH , wH) + b(2)(vH , wH)

]
= (−δx(bδyvH) − δy(bδxvH), wH)H . (2.34)

De (2.30), (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) conclúımos (2.29).

Observamos que se o problema não tem derivadas mistas basta considerar
aH = a(s)

H , s = 1 ou s = 2.
Nesta secção começámos por considerar o problema variacional (2.10) e defini-

mos o problema variacional discreto (2.13). Este último é induzido considerando
as formas de quadratura definidas e traduz um método de elementos finitos linear.

2.4 Estabilidade

Seja Λ a sucessão de vectores (hj , kℓ) em que Hmax = max
j,ℓ

{hj, kℓ} → 0.

A demonstração da estabilidade do método de diferenças finitas introduzido é,
como já referimos anteriormente, baseada na desigualdade para a estabilidade da
forma bilinear.

Comecemos por notar que vale o resultado seguinte.

Proposição 2.3 Suponhamos que problema variacional (2.10) homogéneo tem
solução única. Então, existe uma constante C tal que, para Hmax suficientemente
pequeno, se tem

∥P (s)
H vH∥1 ≤ C sup

0̸=wH∈
◦

W H

|a(P (s)
H vH , P (s)

H wH)|
∥P (s)

H wH∥1

, vH ∈
◦

WH , s = 1, 2. (2.35)

Demonstração: Pelo Teorema 1.14, a(., .) é H1
0 (Ω)-coerciva.

Seja
VH = {P (s)

H vH : vH ∈
◦

WH}.
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Atendendo a que para todo v ∈ H1
0 (Ω) se tem

lim
Hmax→0

d(v, VH) = 0,

então, pelo Teorema 1.23, conclúımos que existe C > 0 que verifica (2.35).

Com o objectivo de estabelecer uma desigualdade análoga à (2.35) para a forma
bilinear aH(., .), consideremos seguidamente alguns resultados auxiliares.

Lema 2.4 Sejam vH , wH ∈
◦

WH , H ∈ Λ, tais que

∥P (s)
H vH∥1 ≤ C1, ∥P (s)

H wH∥1 ≤ C2, s ∈ {1, 2}, (2.36)

com C1 e C2 constantes positivas. Então
(i) a(s)(vH , wH) −

(
a(P (s)

H vH)x, (P (s)
H wH)x

)

0

(H∈Λ)−→ 0,

(ii) b(s)(vH , wH) −
[(

b(P (s)
H vH)x, (P (s)

H wH)y

)

0
+

(
b(P (s)

H vH)y, (P (s)
H wH)x

)

0

]
(H∈Λ)−→ 0,

(iii) c(s)(vH , wH) −
(
c(P (s)

H vH)y, (P (s)
H wH)y

)

0

(H∈Λ)−→ 0.

Demonstração: Seja ∆ ∈ T (s)
H . Como a função coeficiente a é cont́ınua em

Ω, então

a∆

∫

∆
(P (s)

H vH)x(P (s)
H wH)xdxdy −

∫

∆
a(x, y)(P (s)

H vH)x(P (s)
H wH)xdxdy

(H∈Λ)−→ 0.

Esta convergência é uniforme em relação a ∆, e portanto, somando sobre todos os
triângulos, provamos o pretendido. A demonstração de (ii) e (iii) é análoga à de
(i).

A proposição seguinte é usada na demonstração do resultado análogo ao Lema
2.4 para as formas bilineares associadas às derivadas de primeira ordem.

Proposição 2.5 Seja ∆µ = {(ξ, η) : ξ, η ≥ 0, ξ + η ≤ 1} o triângulo unitário.
Se v é linear em ∆µ, então

1
24

[v2(0, 0) + v2(1, 0) + v2(0, 1)] ≤
∫

∆µ

v2(ξ, η) dξdη. (2.37)

Demonstração: Sejam v1 = v(0, 0), v2 = v(1, 0), v3 = v(0, 1). Como v é linear
em ∆µ, então

v(ξ, η) = (v2 − v1)ξ + (v3 − v1)η + v1.

Assim,



2.4. ESTABILIDADE 33

∫

∆µ

v2(ξ, η) dξdη =
∫ 1

0

∫ 1−ξ

0
[(v2 − v1)ξ + (v3 − v1)η + v1]2 dη dξ

=
v2
1 + v2

2 + v2
3 + v1v2 + v1v3

12

=
1
24

[v1 v2 v3 ]

⎡

⎣
2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎤

⎦

⎡

⎣
v1

v2

v3

⎤

⎦ .

Os valores próprios desta matriz são λ1 = λ2 = 1 e λ3 = 4. Logo,

[v1v2v3]

⎡

⎣
2 1 1
1 2 1
1 1 2

⎤

⎦

⎡

⎣
v1

v2

v3

⎤

⎦ ≥
3∑

i=1

v2
i .

A área de ∆ é denotada por |∆|.

Proposição 2.6 Seja TH uma triangulação de Ω. Sejam v∆,1, v∆,2, v∆,3 os

valores de vH ∈
◦

WH nos vértices de ∆ ∈ TH . Então existe uma constante C
positiva tal que

∑

∆∈TH

|∆|(|v∆,1|2 + |v∆,2|2 + |v∆,3|2) ≤ C∥PHvH∥2
0. (2.38)

Demonstração: Por definição, temos que

∥PHvH∥2
0 =

∑

∆∈TH

∫

∆
|PHvH |2 dxdy.

Considerando a Proposição 2.1, temos
∫

∆
|PHvH |2 dxdy = |detΦ′|

∫

∆µ

|(PHvH)(Φ(ξ, η))|2 dξdη

= 2|∆|
∫

∆µ

|(PHvH)(Φ(ξ, η))|2 dξdη,

em que Φ está definida na proposição referida.
Atendendo à Proposição 2.5, obtemos

∫

∆µ

|(PHvH)(Φ(ξ, η))|2 dξdη ≥ 1
24

(|v∆,1|2 + |v∆,2|2 + |v∆,3|2),
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e portanto, somando sobre todos os triângulos, conclúımos o pretendido.

Na demonstração do lema seguinte utilizamos o conceito de convergência dis-
creta de uma sucessão de funcionais lineares, considerado em [21]. Sejam (L2

0(Ω))′ e
(L2

0(ΩH))′, respectivamente, os espaços duais de L2
0(Ω) e L2

0(ΩH), H ∈ Λ. Dizemos
que a sucessão de funcionais lineares {lH}Λ converge para l se

∀{vH}Λ ∈
∏

L2
0(ΩH), ∀v ∈ L2

0(Ω) : ∥vH − RHv∥H → 0 =⇒ lH(vH) → l(v).
(2.39)

Usaremos a notação lH−→l.

Lema 2.7 Se vH , wH ∈
◦

WH , H ∈ Λ, verificam (2.36), então

d(s)(vH , wH) −
(
d(P (s)

H vH)x, P (s)
H wH

)

0
−→ 0 (H ∈ Λ),

e(s)(vH , wH) −
(
e(P (s)

H vH)y, P (s)
H wH

)

0
−→ 0 (H ∈ Λ),

s = 1, 2.

Demonstração: Sejam v e w ∈ H1
0 (Ω) os limites de P (s)

H vH e P (s)
H vH , res-

pectivamente. Então
(
e(P (s)

H vH)y, P (s)
H wH

)

0
−→ (e vy, w)0 (H ∈ Λ).

Pretendemos mostrar que

e(s)(vH , wH) −→ (e vy, w)0 (H ∈ Λ). (2.40)

Consideremos as funcionais lineares lH ∈ (L2
0(ΩH))′ e l ∈ (L2

0(Ω))′ definidas
por

lH = e(s)(vH , .) e l = (e vy, .)0.

Provemos que lH−→l.
Atendendo a que a convergência anterior é equivalente à estabilidade de {lH}Λ

e à consistência de {lH}Λ com l ([21]), provemos que estas últimas propriedades
são válidas.

Atendendo à Proposição 2.6, temos

|e(s)(vH , wH)|2 ≤ C
∑

∆∈T (s)
H

∫
|(P (s)

H vH)y |2 dxdy

×
∑

∆∈T (s)
H

|∆|(|(P (s)
H wH)∆,1|2 + |(P (s)

H wH)∆,2|2 + |(P (s)
H wH)∆,3|2)

≤ C∥(P (s)
H vH)y∥2

0∥P
(s)
H wH∥2

0,
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e portanto conclúımos a estabilidade de lH .
Seja φ ∈ C∞0 (Ω). Como C∞0 (Ω) é denso em L2

0(Ω), para provarmos a consis-
tência referida basta demonstrar a convergência

lH(RHφ) −→ l(φ) (H ∈ Λ),

ou seja
e(s)(vH , RHφ) −→ (e vy,φ)0 (H ∈ Λ). (2.41)

Como a função seccionalmente constante ψH definida por

ψH(x, y) = [(P (s)
H (eRHφ)]∆,y, (x, y) ∈ ∆, ∆ ∈ T (s)

H ,

converge para eφ em L2(Ω), de

e(s)(vH , RHφ) = ((P (s)
H vH)y,ψH)0,

resulta imediatamente (2.41).

Lema 2.8 Nas condições do lema anterior,

f (s)(vH , wH) − (fP (s)
H vH , P (s)

H wH)0 −→ 0 (H ∈ Λ).

Demonstração: Usando os mesmos argumentos da demonstração do lema
anterior e atendendo a que, para φ,ψ ∈ C∞0 (Ω), se tem

f (s)(RHφ, RHψ) −→ (f φ,ψ)0 (H ∈ Λ),

conclúımos o pretendido.

Com os Lemas 2.4, 2.7 e 2.8 demonstramos que para as sequências {vH}Λ e
{wH}Λ nas condições (2.36)

|a(s)
H (vH , wH) − a(P (s)

H vH , P (s)
H wH)| −→ 0 (H ∈ Λ). (2.42)

Da Proposição 2.3 e de (2.42) resulta o teorema seguinte.

Teorema 2.9 Suponhamos que problema variacional (2.10) homogéneo tem
solução única. Então, existe uma constante C tal que, para Hmax suficientemente
pequeno, se tem

∥P (s)
H vH∥1 ≤ C sup

0̸=wH∈
◦

W H

|aH(vH , wH)|
∥P (s)

H wH∥1

, vH ∈
◦

WH , s = 1, 2. (2.43)
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Conjugando os Teoremas 2.2 e 2.9, obtemos

C sup
0̸=wH∈

◦
W H

|(AHvH , wH)H |
∥P (s)

H wH∥1

≥ ∥P (s)
H vH∥1,

ou seja

∥AHvH∥−1,H ≥ 1
C
∥P (s)

H vH∥1, ∀vH ∈
◦

WH , (2.44)

em que

∥AHvH∥−1,H = sup
0̸=wH∈

◦
W H

|(AHvH , wH)H |
∥P (s)

H wH∥1

.

A desigualdade (2.44) traduz a estabilidade de AH .

2.5 Convergência

Consideremos, na desigualdade (2.43), vH = RHu − uH , em que u e uH são
respectivamente, as soluções do problema diferencial (2.1) e do problema de dife-
renças (2.8). Pelo Teorema 2.2

∥P (s)
H (RHu − uH)∥1 ≤ C sup

0̸=wH∈
◦

W H

|aH(RHu, wH) − (RHg, wH)H |
∥P (s)

H wH∥1

,

e portanto uma estimativa para a norma do erro obtém-se estimando

aH(RHu, wH) − (RHg, wH)H .

Para o efeito consideramos a contribuição de cada parcela da forma bilinear aH(., .).
As norma usuais dos espaços Hr(∆) e W r,∞(∆) são representadas, respectiva-

mente, por ∥.∥r,∆ e ∥.∥r,∞,∆.

Sejam u ∈ C4(Ω̄) e vH ∈
◦

WH . No que se segue escrevemos u em vez de RHu.
Consideremos a seguinte contribuição

Ta,∆ = a∆

∫

∆
(PHu)x(PHvH)xdxdy,

em que ∆ é um triângulo de T (s)
H .

Assumindo que ∆ tem como vértices (xj , yl), (xj , yℓ+1), (xj+1, yℓ), vem

Ta,∆ = aj+1/2,ℓ
uj+1,ℓ − uj,ℓ

hj+1

∫

∆
(PHvH)x dxdy.



2.5. CONVERGÊNCIA 37

Mas

uj,ℓ = uj+1/2,ℓ − (ux)j+1/2,ℓ
hj+1

2
+ (uxx)j+1/2,ℓ

h2
j+1

8

−(uxxx)j+ζ1,ℓ
h3

j+1

48
,

uj+1,ℓ = uj+1/2,ℓ + (ux)j+1/2,ℓ
hj+1

2
+ (uxx)j+1/2,ℓ

h2
j+1

8

+(uxxx)j+ζ2,ℓ
h3

j+1

48
,

com xj+ζ1 ∈ [xj,ℓ, xj+1/2] e xj+ζ2 ∈ [xj+1/2, xj+1]. Logo

uj+1,ℓ − uj,ℓ

hj+1
= (ux)j+1/2,ℓ + [(uxxx)j+ζ1,ℓ + (uxxx)j+ζ2,ℓ]

h3
j+1

48
.

Mais ainda,
(uxxx)j+ζ1,ℓ + (uxxx)j+ζ2,ℓ

2
= (uxxx)j+ζ3,ℓ,

com xj+ζ3 ∈ [xj+ζ1 , xj+ζ2 ].
Conjugando as expressões obtidas, vem

Ta,∆ = (aux)j+1/2,ℓ
vj+1,ℓ − vj,ℓ

hj+1

hj+1kℓ+1

2
+ Ra,1

com

|Ra,1| ≤
h2

j+1

24
∥a∥∞,∆∥uxxx∥∞,∆

∫

∆
|(PHvH)x| dxdy.

Por outro lado,

(aux)j+1/2,ℓ = (aux)j,ℓ + ((aux)x)j,ℓ
hj+1

2
+ ((aux)xx)j,ℓ

h2
j+1

8

+((aux)xxx)j+ϱ1,ℓ
h3

j+1

48
,

e

(aux)j+1/2,ℓ = (aux)j+1,ℓ − ((aux)x)j+1,ℓ
hj+1

2
+ ((aux)xx)j+1,ℓ

h2
j+1

8

−((aux)xxx)j+ϱ2,ℓ
h3

j+1

48
,

com xj+ϱ1 ∈ [xj , xj+1/2] e xj+ϱ2 ∈ [xj+1/2, xj+1].
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Obtemos finalmente

Ta,∆ =
[
(aux)j+1/2,ℓ

vj+1,ℓ

hj+1
− (aux)j+1/2,ℓ

vj,ℓ

hj+1

]
|∆| + Ra,1

=
kℓ+1

2

[
(aux)j+1,ℓ −

hj+1

2
((aux)x)j+1,ℓ

]
vj+1,ℓ

−kℓ+1

2

[
(aux)j,ℓ +

hj+1

2
((aux)x)j,ℓ

]
vj,ℓ

+Ra,2, (2.45)

em que Ra,2 satisfaz a estimativa

|Ra,2| ≤
h2

j+1

24
(∥a∥∞,∆∥uxxx∥∞,∆ + 3∥(aux)xx∥∞,∆)

∫

∆
|(PHvH)x|dxdy

+
h2

j+1

12
∥(aux)xxx∥∞,∆|∆|(|vj,ℓ| + |vj+1,ℓ|).

Consideremos agora a contribuição de Ta,∆ em todos os triângulos ∆. O desen-
volvimento (2.45) é análogo para qualquer orientação. Atendendo a que vH = 0
em Γ , obtemos

∑

∆∈T (s)
H

Ta,∆ =
∑

(xj ,yℓ)∈ΩH

−kℓ+1

2

[
(aux)j,ℓ +

hj+1

2
((aux)x)j,ℓ

]
vj,ℓ

+
kℓ+1

2

[
(aux)j,ℓ −

hj

2
((aux)x)j,ℓ

]
vj,ℓ

+
kℓ

2

[
(aux)j,ℓ −

hj

2
((aux)x)j,ℓ

]
vj,ℓ

−kℓ

2

[
(aux)j,ℓ +

hj+1

2
((aux)x)j,ℓ

]
vj,ℓ + Ra,

ou seja,

∑

∆∈T (s)
H

Ta,∆ =
∑

(xj ,yℓ)∈ΩH

−
[
hj + hj+1

2
kℓ + kℓ+1

2
((aux)x)j,ℓvj,ℓ

]
+ Ra, (2.46)

em que Ra satisfaz

|Ra| ≤
∑

∆∈T (s)
H

[
h2

∆

24
(∥a∥∞,∆∥uxxx∥∞,∆ + 3∥(aux)xx∥∞,∆)

∫

∆
|(PHvH)x|dxdy

+
h2

∆

12
∥(aux)xxx∥∞,∆|∆|(|v∆,1 + v∆,2 + v∆,3|)].
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Notamos que

|Ra| ≤
∑

∆∈T (s)
H

[
h2

∆

24
(∥a∥∞,∆∥uxxx∥∞,∆ + 3∥(aux)xx∥∞,∆ + 2∥(aux)xxx∥∞,∆)

(
∫

∆
|(PHvH)x|dxdy + |∆|(|v∆,1| + |v∆,2| + |v∆,3|))],

ou ainda, pela desigualdade de Hölder

|Ra| ≤ C

⎡

⎢⎣
∑

∆∈T (s)
H

|∆|h4
∆(∥a∥∞,∆∥uxxx∥∞,∆ + ∥(aux)xx∥1,∞,∆)2

⎤

⎥⎦

1
2

⎡

⎢⎣
∑

∆∈T (s)
H

1
|∆| (

∫

∆
|(PHvH)x|dxdy + |∆|(|v∆,1| + |v∆,2| + |v∆,3|))2

⎤

⎥⎦

1
2

.

Mas atendendo à Proposição 2.6, vem

∑

∆∈T (s)
H

[
1√
|∆|

∫

∆
|(PHvH)x|dxdy +

√
|∆|(|v∆,1| + |v∆,2| + |v∆,3|)

]2

≤ C
∑

∆∈T (s)
H

∫

∆
|(PHvH)x|2dxdy + |∆|(|v∆,1|2 + |v∆,2|2 + |v∆,3|2|)

≤ C∥PHvH∥2
1.

Conclúımos deste modo que

|Ra| ≤ C

⎡

⎢⎣
∑

∆∈T (s)
H

|∆|h4
∆(∥a∥∞,∆∥uxxx∥∞,∆ + ∥(aux)xx∥1,∞,∆)2

⎤

⎥⎦

1
2

∥PHvH∥1.

(2.47)
Finalmente, de (2.46),

a(s)(RHu, vH) = −(RH(aux)x, vH)H + Ra. (2.48)

De igual modo se prova que

c(s)(RHu, vH) = −(RH(cuy)y, vH)H + Rc, (2.49)

em que Rc satisfaz uma estimativa semelhante à de Ra, com ∂/∂y, k∆ e c em vez
de ∂/∂x, h∆ e a, respectivamente.
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Seguidamente consideramos a contribuição associada ao termo das derivadas
mistas

1
2
(b(1) + b(2)).

Detalhamos apenas a parte correspondente a (bux)y, que denotamos por b(s)
xy .

Consideramos, em primeiro lugar, o coeficiente de vj,ℓ que figura em
b(s)
xy (RHu, vH), s = 1, 2.

Seja

Tb,∆ = b∆

∫

∆
(PHu)x(PHvH)y dxdy.

Consideremos os 4 triângulos de T (1)
H que contribuem para o coeficiente de vj,ℓ

(j + ℓ par) e que estão representados na figura seguinte.
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∆1∆2

∆3 ∆4

•

Figura 2.8: Triângulos de T (1)
H tais que Tb,∆i contém o factor vj,ℓ.

Atendendo à igualdade

4∑

i=1

Tb,∆i =
bj,ℓ

2
[(uj+1,ℓ − uj−1,ℓ)vj,ℓ+1 − (uj+1,ℓ − uj−1,ℓ)vj,ℓ−1] ,

vem que
∑4

i=1 Tb,∆i , efectivamente, não apresenta qualquer contribuição para vj,ℓ.
Consideremos agora a triangulação T (2)

H . Nesta triangulação existem 8 triângu-
los com vértice em (xj , yℓ), sendo nula a contribuição de 4 deles para o coeficiente
de vj,ℓ. Vamos considerar seguidamente os 4 restantes.

Seja ∆7 o triângulo de vértices

(xj , yℓ), (xj , yℓ−1), (xj+1, yℓ−1).

De ∆7 tem-se o seguinte coeficiente de vj,ℓ

Tb,1 =
1
2
bj,ℓ−1(uj+1,ℓ−1 − uj,ℓ−1),
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....................................................................................................................................................................................................
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Figura 2.9: Triângulos de T (2)
H tais que Tb,∆i contém o factor vj,ℓ.

ou ainda

Tb,1 =
1
2
bj,ℓ(uj+1,ℓ − uj,ℓ) −

1
2
[bj,ℓ(uj+1,ℓ − uj,ℓ)]ykℓ

+
1
2
[bj,ℓ(uj+1,ℓ − uj,ℓ)]yy

k2
ℓ

2
− 1

2
[bj,κ(uj+1,κ − uj,κ)]yyy

k3
ℓ

6
,

com yκ ∈ [yℓ−1, yℓ].
Notemos que também se tem

Tb,1 =
1
2
bj,ℓ(uj+1,ℓ − uj,ℓ) − |∆|[(bux)y ]j,ℓ

+
1
2
|∆|[kℓ(bux)yy − hj+1(buxx)y]j,ℓ + Rb,1,

onde Rb,1 satisfaz

|Rb,1| = −1
2
(bj,ℓ(uxxx)ϵ1,ℓ)y

h3
j+1

6
kℓ +

1
2
(bj,ℓ(uxx)ϵ2,ℓ)yy

h2
j+1

2
k2

ℓ

2

−1
2
(bj,ℓ(ux)ϵ3,κ)yyyhj+1

k3
ℓ

6
,

com xϵ1 , xϵ2 , xϵ3 ∈ [xj , xj+1].
São obtidas expressões análogas para as contribuições dos outros 3 triângulos.
Consideremos agora a soma sobre os 4 triângulos. Obtemos

Tb,2 = −ωj,ℓ[(bux)y]j,ℓ

+
1
8
(hj + hj+1)(k2

ℓ − k2
ℓ+1)[(bux)yy]j,ℓ (2.50)

+
1
8
(h2

j − h2
j+1)(kℓ + kℓ+1)[(buxx)y]j,ℓ

+Rb,2,
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como coeficiente de vj,ℓ em

1
2
(b(1)

xy + b(2)
xy )(RHu, vH). (2.51)

Rb,2 corresponde à soma de Rb,1 proveniente dos quatro triângulos.
Com o objectivo de obter (2.51) notamos que, para vj,n1 = vj,n2 = 0, se tem

n2∑

ℓ=n1

[(bux)yy]j,ℓ(k2
ℓ − k2

ℓ+1)vj,ℓ

=
n2∑

ℓ=n1−1

k3
ℓ+1[(bux)yyy]j,ℓ+θvj,ℓ + k3

ℓ+1[(bux)yy]j,ℓ+1
vj,ℓ+1 − vj,ℓ

kℓ+1
.

De facto
n2∑

ℓ=n1

[(bux)yy]j,ℓ(k2
ℓ − k2

ℓ+1)vj,ℓ

=
n2∑

ℓ=n1

[(bux)yy]j,ℓk2
ℓ vj,ℓ − [(bux)yy]j,ℓk2

ℓ+1vj,ℓ

=
n2−1∑

ℓ=n1−1

[(bux)yy]j,ℓ+1k
2
ℓ+1vj,ℓ+1 −

n2∑

ℓ=n1

[(bux)yy]j,ℓk2
ℓ+1vj,ℓ

=
n2∑

ℓ=n1−1

k2
ℓ+1[((bux)yy)j,ℓ+1 − ((bux)yy)j,ℓ]vj,ℓ

+k2
ℓ+1((bux)yy)j,ℓ+1[vj,ℓ+1 − vj,ℓ],

com yℓ+θ ∈ [yℓ, yℓ+1]. Da mesma forma se prova que

m2∑

j=m1

[(buxx)y]j,ℓ(h2
j − h2

j+1)vj,ℓ

=
m2∑

j=m1

h3
j+1[(buxx)yx]j+ξ,ℓvj,ℓ + h3

j+1[(buxx)y ]j+1,ℓ
vj+1,ℓ − vj,ℓ

hj+1
,

com vm1,ℓ = vm2,ℓ = 0, xj+ξ ∈ [xj , xj+1].
Multiplicando (2.50) por vj,ℓ e somando em ΩH obtemos

1
2
(b(1)

xy + b(2)
xy )(RHu, vH) = −(RH(bux)y, vH)H + Rb, (2.52)
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em que Rb satisfaz

|Rb| ≤ C[
∑

∆∈T (s)
H

|∆|(h4
∆ + k4

∆) (2.53)

(∥(bux)yy∥2
1,∞,∆ + ∥(buxx)y∥2

1,∞,∆ + ∥(buxxx)y∥2
∞,∆)]1/2∥PHvH∥1.

Consideremos finalmente os termos de primeira ordem. Seja

Td,∆ = [PH(dvH)]∆,x

∫

∆
(PHu)xdxdy.

Para ∆ com vértices (xj , yℓ), (xj , yℓ+1), (xj+1, yℓ), temos

Td,∆ =
dj+1,ℓvj+1,ℓ + dj,ℓvj,ℓ

2
uj+1,ℓ − uj,ℓ

hj+1

hj+1kℓ+1

2
.

Como

uj+1,ℓ = uj,ℓ + (ux)j,ℓhj+1 + (uxx)j,ℓ
h2

j+1

2
+ (uxxx)j+ρ1,ℓ

h3
j+1

6
,

e

uj,ℓ = uj+1,ℓ − (ux)j+1,ℓhj+1 + (uxx)j+1,ℓ
h2

j+1

2
− (uxxx)j+ρ2,ℓ

h3
j+1

6
,

com xj+ρ1 , xj+ρ2 ∈ [xj , xj+1], então

Td,∆ = [
dj+1,ℓvj+1,ℓ

2
(ux)j+1,ℓ +

dj,ℓvj,ℓ

2
(ux)j,ℓ

−dj+1,ℓvj+1,ℓ

2
(uxx)j+1,ℓ

h2
j+1

2
+

dj,ℓvj,ℓ

2
(uxx)j,ℓ

h2
j+1

2
]
hj+1kℓ+1

2
+Rd,1, (2.54)

em que Rd,1 satisfaz

|Rd,1| ≤
h2

j+1

12
∥d∥∞,∆∥uxxx∥∞,∆|∆|(|vj+1,ℓ| + |vj,ℓ|). (2.55)

Somando (2.54) sobre todos os triângulos, obtemos
∑

∆∈T (s)
H

Td,∆ =
∑

(xj ,yℓ)∈ΩH

[ωj,ℓdj,ℓ(ux)j,ℓvj,ℓ

+dj,ℓ(uxx)j,ℓ(h2
j+1 − h2

j)
kℓ + kℓ+1

8
vj,ℓ] + Rd,2,
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em que Rd,2 é a soma dos termos correspondentes a (2.55). Ou ainda,

∑

∆∈T (s)
H

Td,∆ =
∑

(xj ,yℓ)∈ΩH

[ωj,ℓdj,ℓ(ux)j,ℓvj,ℓ] + Rd,

em que Rd satisfaz

|Rd| ≤ C

⎡

⎢⎣
∑

∆∈T (s)
H

|∆|h4
∆(∥d∥2

∞,∆∥uxxx∥2
∞,∆ + ∥(duxx)x∥2

∞,∆)

⎤

⎥⎦

1/2

∥PHvH∥1.

(2.56)
Desta forma conclúımos que

d(s)(RHu, vH) = −(RH(dux), vH)H + Rd. (2.57)

De igual modo se prova que

e(s)(RHu, vH) = −(RH(euy), vH)H + Re, (2.58)

em que para Re vale uma estimativa análoga.

Denotemos o diâmetro de ∆ por diam∆. A proposição que se segue é conse-
quência imediata do que acabamos de mostrar.

Proposição 2.10 Sejam u ∈ C4(Ω̄), vH ∈
◦

WH . Então

aH(RHu, vH) = (RH(Au), vH)H + τH(u, vH),

com

|τH(u, vH)| ≤ C

[
∑

∆∈TH

|∆|(diam∆)4(∥ux∥2
3,∞,∆ + ∥uy∥2

3,∞,∆)

]1/2

∥PHvH∥1,

em que C depende dos coeficientes de A e é independente de TH e u.

Na proposição anterior TH é uma das triangulações definidas em (2.16).
O resultado seguinte resume o que provámos.
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Teorema 2.11 Suponhamos que o problema variacional (2.10) tem solução
única e que a solução u do problema (2.1) está em C4(Ω̄). Então, para Hmax

suficientemente pequeno, o problema de diferenças finitas (2.8) tem solução única,
uH ∈

◦
WH , que satisfaz

∥PHuH − PHRHu∥1 ≤ C

[
∑

∆∈TH

|∆|(diam∆)4∥u∥2
4,∞,∆

]1/2

. (2.59)

Demonstração: A existência e unicidade de solução é consequência do Teo-
rema 1.19. Provemos agora a estimativa (2.59). Atendendo ao Teorema 2.9

∥PHuH − PHRHu∥1 ≤ C sup
0̸=vH∈

◦
W H

|aH(uH − RHu, vH)|
∥PHvH∥1

= C sup
0̸=vH∈

◦
W H

|aH(uH , vH) − aH(RHu, vH)|
∥PHvH∥1

,

e portanto pelo Teorema 2.2, vem

∥PHuH − PHRHu∥1 ≤

C sup
0̸=vH∈

◦
W H

|(AHuH , vH)H − (RH(Au), vH)H + τH(u, vH)|
∥PHvH∥1

.

Finalmente, considerando u e uH , respectivamente, as soluções de (2.1) e (2.8),
obtemos

∥PHuH − PHRHu∥1 ≤ C sup
0̸=vH∈

◦
W H

|(RHg, vH)H − (RHg, vH)H + τH(u, vH)|
∥PHvH∥1

= C sup
0̸=vH∈

◦
W H

|τH(u, vH)|
∥PHvH∥1

.

A convergência quadrática do método de diferenças finitas (2.8) é consequência
imediata da desigualdade (2.59). Atendendo a que o erro de truncatura tem ordem
inferior a dois, o Teorema 2.11 estabelece a supraconvergência do método (2.8).

A solução uH para a qual obtivemos a convergência quadrática é a solução
do problema de elementos finitos linear (2.13). Logo esta apresenta convergência
quadrática relativamente à norma ∥.∥1, isto é, o método de elementos finitos (2.13)
é superconvergente.

Finalmente observamos que são conhecidas estimativas de erro para a solução
de elementos finitos linear que mostram a convergência quadrática relativamente
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à norma ∥.∥0 e a convergência linear relativamente à norma ∥.∥1, para triangu-
lações quase uniformes. Tais estimativas podem ser vistas, por exemplo, em [9].
Mais ainda, em tais estimativas de erro, a constante de erro depende da trian-
gulação, mais especificamente, depende da menor amplitude dos ângulos internos
dos triângulos da triangulação.



Caṕıtulo 3

Equação de Poisson com
condição de Neumann

3.1 Introdução

No caṕıtulo anterior estudámos métodos de diferenças finitas para problemas
eĺıpticos definidos em domı́nios poligonais e provámos a supraconvergência da
aproximação obtida com tais métodos. Neste caṕıtulo pretendemos estender a
métodos de diferenças finitas para problemas eĺıpticos com condição de Neumann
para a fronteira, os resultados já estudados, usando os argumentos apresentados
no Caṕıtulo 2.

Na Secção 3.2 introduzimos a discretização da equação de Poisson com condição
de Neumann definida num domı́nio rectangular. Na secção seguinte é definida a
forma bilinear discreta aH(., .) associada à versão discreta do operador de Laplace,
∆H , e consideramos um operador de fronteira discreto, BΓ, de modo ser válida uma
versão discreta da igualdade de Green (Proposição 3.1). Finalmente, na Secção
3.4, estudamos a estabilidade do operador de diferenças e provamos o teorema
de convergência que estabelece a convergência quadrática da aproximação obtida
utilizando ∆H .

Observamos que a discretização por diferenças finitas de problemas eĺıpticos
com condições de Neumann, definidos em domı́nios rectangulares, foi anterior-
mente estudada utilizando uma abordagem diferente , por exemplo em [3], [4] e
[23].

47
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3.2 Método de diferenças finitas

Consideremos a equação de Poisson com condição de Neumann para a fronteira
⎧
⎨

⎩

−∆u = g em Ω
∂u

∂η
= ϕ em Γ ,

(3.1)

em que Ω =]0, a[×]0, b[ e Γ denota a sua fronteira.

Geralmente um problema com condição de fronteira
∂u

∂η
= ϕ em Γ tem solução

única. Tal não é verdade para o operador de Laplace ∆. Prova-se facilmente que
se u é solução do problema de Poisson (3.1), então

∫

Ω
g(x, y) dxdy = −

∫

Γ
ϕ(x, y) dΓ (3.2)

e u + c também é solução, qualquer que seja a constante c.
Admitimos no que se segue que vale (3.2).
Com objectivo de definir a discretização do problema, seja Λ uma sucessão de

N + M − uplos positivos,

(h, k) = (h1, ..., hN , k1, ..., kM ),

que verificam
N∑

j=1

hj = a,
M∑

ℓ=1

kℓ = b, (3.3)

e
xj = xj−1 + hj, j = 1, ..., N, yℓ = yℓ−1 + kℓ, ℓ = 1, ..., M,

em que x0 = 0, y0 = 0. Consideramos em Ω̄ a malha

Ω̄H = {(xj , yℓ) : j = 0, . . . , N, ℓ = 0, . . . , M} (3.4)

e tal como anteriormente, seja ΓH = Ω̄H ∩ Γ .
Iremos considerar posteriormente na definição da discretização da equação de

derivadas parciais (3.1) em pontos de ΓH , os seguintes pontos fict́ıcios

(x−1, yℓ), (xN+1, yℓ), ℓ = 0, . . . , M,

(xj , y−1), (xj , yM+1), j = 0, . . . , N,

em que

x−1 = x0 − h1, xN+1 = xN + hN , y−1 = y0 − k1 e yM+1 = yM + kM .
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Seja Γ ∗H o conjunto de pontos fict́ıcios e W ∗
H o espaço as funções vH definidas em

Ω̄H ∪ Γ ∗H . Denotamos por ∆H , o seguinte operador de diferenças, versão discreta
do operador de Laplace,

∆Huj,ℓ = δ(1/2)
x (δ(1/2)

x uj,ℓ) + δ(1/2)
y (δ(1/2)

y uj,ℓ), uH ∈ W ∗
H . (3.5)

Sejam δηx e δηy os operadores de fronteira definidos por

δηxuj,ℓ = ηxjδxuj,ℓ (3.6)

e
δηyuj,ℓ = ηyℓδyuj,ℓ, (3.7)

para uH ∈ W ∗
H , em que (ηxj , ηyℓ) denota a normal unitária exterior a Ω, em

(xj , yℓ) ∈ ΓH .
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Figura 3.1: Malha Ω̄H , Γ ∗H e operadores de diferenças.

Discretizando (3.1) com os operadores ∆H , δηx e δηy , obtemos o problema de
diferenças {

−∆HuH = g em Ω̄H

δηxuH + δηyuH = ϕ em ΓH .
(3.8)

Notemos que associámos duas direcções normais aos vértices do rectângulo. A
cada um desses pontos correspondem duas equações do tipo

δηxuH + δηyuH = ϕ.

Por exemplo, para o ponto (x, y) = (0, 0) consideramos as normais

η = (0,−1) e η = (−1, 0),
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a que correspondem as equações

δyu0,0 = −ϕ(0+, 0)

e
δxu0,0 = −ϕ(0, 0+),

em que
ϕ(0+, 0) = lim

x→0+
ϕ(x, 0) e ϕ(0, 0+) = lim

y→0+
ϕ(0, y).

3.3 Problema variacional discreto

Sejam

a(u, v) =
∫

Ω
∇u(x, y).∇v(x, y)dxdy, ∀u, v ∈ H1(Ω) (3.9)

e

f(v) =
∫

Ω
g(x, y)v(x, y) dxdy +

∫

Γ
ϕ(x, y)v(x, y) dΓ , ∀v ∈ H1(Ω). (3.10)

Ao problema (3.1) podemos associar o problema variacional

determinar u ∈ H1(Ω) tal que a(u, v) = f(v), para todo v ∈ H1(Ω). (3.11)

É nosso objectivo definir uma versão discreta do problema variacional anterior.
Sejam TH uma das triangulações de Ω definidas por (2.16) e aH(., .) a forma

bilinear discreta definida em W ∗
H × W ∗

H por

aH(vH , wH) =
∑

∆∈TH

∫

∆
[(PHvH)x(PHwH)x + (PHvH)y(PHwH)y] dxdy. (3.12)

Consideremos em W ∗
H o produto interno

(vH , wH)H =
∑

(xj ,yℓ)∈Ω̄H

ωj,ℓvj,ℓwj,ℓ, (3.13)

em que os pesos ωj,ℓ são definidos por

ωj,ℓ =
hj + hj+1

2
kℓ + kℓ+1

2
, j = 1, . . . , N − 1, ℓ = 1, . . . , M − 1,

ω0,ℓ =
h1

2
kℓ + kℓ+1

2
,ωN,ℓ =

hN

2
kℓ + kℓ+1

2
, ℓ = 1, . . . , M − 1,
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ωj,0 =
hj + hj+1

2
k1

2
,ωj,M =

hj + hj+1

2
kM

2
, j = 1, . . . , N − 1,

ω0,0 =
h1

2
k1

2
,ω0,M =

h1

2
kM

2
,ωN,0 =

hN

2
k1

2
,ωN,M =

hN

2
kM

2
.

Traçando as mediatrizes dos segmentos de recta que unem pontos adjacentes
da malha obtemos uma partição de Ω̄ em rectângulos, como mostra a figura 3.2.
Cada peso ωj,ℓ corresponde à área do rectângulo ao qual (xj , yℓ) pertence.
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Figura 3.2: Pesos ωj,ℓ.

É fácil constatar que

(−δ(1/2)
x (δ(1/2)

x vH), wH)H =
∑

∆∈TH

∫

∆
(PHvH)x(PHwH)x

+
M−1∑

ℓ=1

kℓ + kℓ+1

2
δxv0,ℓw0,ℓ

+
k1

2
δxv0,0w0,0 +

kM

2
δxv0,Mw0,M

−
M−1∑

ℓ=1

kℓ + kℓ+1

2
δxvN,ℓwN,ℓ

−k1

2
δxvN,0wN,0 −

kM

2
δxvN,MwN,M ,

(3.14)

sendo também válida a igualdade análoga para a variável y.
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Seja L2(ΓH) o espaço das funções de rede definidas em ΓH . Neste espaço
consideramos o produto interno

(vH , wH)ΓH =
∑

(xj ,yℓ)∈ΓH

ωΓj,ℓvj,ℓwj,ℓ, (3.15)

em que

ωΓj,ℓ =
kℓ + kℓ+1

2
, j = 0, N, ℓ = 1, . . . , M − 1,

ωΓj,ℓ =
hj + hj+1

2
, j = 1, . . . , N − 1, ℓ = 0, M,

ωΓ0,0 =
h1

2
+

k1

2
, ωΓN,0 =

hN

2
+

k1

2
,

ωΓ0,M =
h1

2
+

kM

2
, ωΓN,M =

hN

2
+

kM

2
.

Seja BΓ um operador de fronteira definido por

BΓvj,ℓ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δηxvj,ℓ se j = 0, N, ℓ = 1, . . . , M − 1,
δηyvj,ℓ se j = 1, . . . , N − 1, ℓ = 0, M,

1
h1+k1

(k1δηx + h1δηy)vj,ℓ se j = 0, ℓ = 0,
1

h1+kM
(kMδηx + h1δηy)vj,ℓ se j = 0, ℓ = M,

1
hN +k1

(k1δηx + hNδηy)vj,ℓ se j = N, ℓ = 0,
1

hN +kM
(kMδηx + hNδηy)vj,ℓ se j = N, ℓ = M.

(3.16)
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BΓ = δηx BΓ = δηx

BΓ = δηy

BΓ = δηy

BΓ = k1δηx+h1δηy

h1+k1

BΓ = kM δηx+h1δηy

h1+kM

BΓ = k1δηx+hN δηy

hN+k1

BΓ = kM δηx +hN δηy

hN+kM
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Figura 3.3: Operador de fronteira.

O resultado seguinte é consequência da igualdade (3.14), da correspondente
igualdade para a variável y e da definição do produto interno (., .)ΓH .
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Proposição 3.1 Sejam ∆H , aH(., .) e BΓ definidos em (3.5), (3.12) e (3.16),
respectivamente. Então

(−∆HvH , wH)H = aH(vH , wH) − (BΓ vH , wH)ΓH , (3.17)

para vH e wH ∈ W ∗
H .

Atendendo à igualdade (3.17), associamos a (3.8), o seguinte problema varia-
cional

determinar uH ∈ W ∗
H tal que

aH(uH , vH) = (RHg, vH)H + (ϕ̃H , vH)ΓH , ∀vH ∈ W ∗
H , (3.18)

em que

ϕ̃j,ℓ = ϕj,ℓ, j = 0, N, ℓ = 1, . . . , M − 1 ou j = 1, . . . , N − 1, ℓ = 0, M,

ϕ̃0,0 =
k1ϕ(0, 0+) + h1ϕ(0+, 0)

h1 + k1
, ϕ̃N,0 =

k1ϕ(1, 0+) + hNϕ(1−, 0)
hN + k1

,

ϕ̃0,M =
kMϕ(0, 1−) + h1ϕ(0+, 1)

h1 + kM
, ϕ̃N,M =

kMϕ(1, 1−) + hNϕ(1−, 1)
hN + kM

.

3.4 Estabilidade e convergência

Atendendo a que

a(v, v) = ∥v∥2
1 − ∥v∥2

0, ∀v ∈ H1(Ω),

então forma bilinear a(., .) é H1(Ω)-coerciva.
Para a função constante c

a(u, c) = 0, ∀u ∈ H1(Ω),

e portanto, uma condição necessária à existência de solução de (3.11) é f(1) = 0,
ou seja, ∫

Ω
g(x, y) dxdy = −

∫

Γ
ϕ(x, y) dΓ ,

que é a condição (3.2) que admitimos ser válida. Como a(., .) é simétrica, pelo
Teorema 1.9, temos que (3.2) é, também, uma condição suficiente para que (3.11)
tenha solução.

Na proposição seguinte mostramos a unicidade de solução no espaço

V = {v ∈ H1(Ω) :
∫

Ω
v(x, y) dxdy = 0}.
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Proposição 3.2 A forma bilinear definida em (3.9) é V -eĺıptica

Demonstração: Pela desigualdade de Friedrichs ([1]), existe uma constante
positiva CΩ que satisfaz

∥v − ṽ∥0 ≤ CΩ|v|1 = CΩ

√
a(v, v), ∀v ∈ H1(Ω), (3.19)

em que

ṽ =
1
|Ω|

∫

Ω
v(x, y) dxdy.

Se v ∈ V então ṽ = 0 e portanto

∥v∥2
0 ≤ C2

Ωa(v, v),

logo
∥v∥2

0 + |v|21 ≤ (1 + C2
Ω)a(v, v).

Deste modo vem

a(v, v) ≥ 1
1 + C2

Ω

∥v∥2
1, ∀v ∈ V.

A continuidade de a(., .) é consequência imediata do Teorema 1.17.

Vejamos seguidamente um resultado de estabilidade para a forma bilinear
aH(., .).

Seja
VH = {vH ∈ W ∗

H : PHvH ∈ V }. (3.20)

Como a(., .) é eĺıptica em V conclúımos o resultado seguinte.

Proposição 3.3 Existe uma constante positiva C, tal que

∥PHvH∥1 ≤ C sup
0̸=wH∈VH

|a(PHvH , PHwH)|
∥PHwH∥1

, ∀vH ∈ VH . (3.21)

Atendendo a

aH(vH , wH) = a(PHvH , PHwH), ∀ vH , wH ∈ VH ,

de imediato obtemos para aH(., .) uma desigualdade análoga a (3.21).
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Teorema 3.4 Existe uma constante positiva C, tal que

∥PHvH∥1 ≤ C sup
0̸=wH∈VH

|aH(vH , wH)|
∥PHwH∥1

, vH ∈ VH . (3.22)

Utilizando a desigualdade (3.22), facilmente obtemos uma estimativa para
∥PHRHu − PHuH∥1, com u e uH , respectivamente, as soluções dos problemas
(3.1) e (3.8), estimando

aH(RHu, wH) − (RHg, wH)H − (ϕ̃H , wH)ΓH .

Seja u ∈ C4(Ω̄). Temos
∑

∆∈TH

∫

∆
(PHRHu)x(PHvH)x dxdy

= −
N∑

j=1

M∑

ℓ=1

(
uj,ℓ−1 − uj−1,ℓ−1

hj

vj,ℓ−1 − vj−1,ℓ−1

hj
(3.23)

+
uj,ℓ − uj−1,ℓ

hj

vj,ℓ − vj−1,ℓ

hj
)
hjkℓ

2
, ∀vH ∈ W ∗

H .

Atendendo a

uj,ℓ − uj−1,ℓ

hj
= (ux)j−1,ℓ+(uxx)j−1,ℓ

hj

2
+(uxxx)j−1,ℓ

h2
j

6
+(uxxxx)j−ζ1,ℓ

h3
j

24
, (3.24)

e

uj,ℓ − uj−1,ℓ

hj
= (ux)j,ℓ − (uxx)j,ℓ

hj

2
+ (uxxx)j,ℓ

h2
j

6
− (uxxxx)j−ζ2,ℓ

h3
j

24
, (3.25)

com xj−ζ1 , xj−ζ2 ∈ [xj−1, xj ], substituindo de forma conveniente (3.24) e (3.25)
em (3.23), obtemos

∑

∆∈TH

∫

∆
(PHRHu)x(PHvH)x dxdy =

= −
N∑

j=0

M∑

ℓ=0

ωj,ℓ(uxx)j,ℓ vj,ℓ

+
M−1∑

ℓ=1

[
kℓ + kℓ+1

2
(ux)N,ℓ vN,ℓ] +

k1

2
(ux)N,0 vN,0 +

kM

2
(ux)N,MvN,M

−
M−1∑

ℓ=1

[
kℓ + kℓ+1

2
(ux)0,ℓ v0,ℓ] −

k1

2
(ux)0,0 v0,0 −

kM

2
(ux)0,M v0,M

+Rx,
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em que Rx satisfaz

|Rx| ≤ C

[
∑

∆∈TH

|∆|h4
∆(∥uxxx∥∞,∆ + ∥(ux)xx∥1,∞,∆)2

]1/2

∥PHvH∥1.

Uma estimativa análoga é válida para

∑

∆∈TH

∫

∆
(PHRHu)y(PHvH)y dxdy.

Provámos, deste modo, o seguinte resultado.

Proposição 3.5 Seja u ∈ C4(Ω̄) solução de (3.1). Então

aH(RHu, vH) = (RH(−∆u), vH)H + (ϕ̃H , vH)ΓH + τH(u, vH), (3.26)

em que

|τH(u, vH)| ≤ C

[
∑

∆∈TH

|∆|(diam∆)4(∥ux∥2
3,∞,∆ + ∥uy∥2

3,∞,∆)

]1/2

∥PHvH∥1,

(3.27)
com C independente de u e da triangulação TH .

A estimativa obtida para o erro de truncatura (3.27) e o resultado de estabili-
dade 3.4 permitem-nos obter uma estimativa para o erro global.

Teorema 3.6 Suponhamos que a solução do problema (3.1) pertence a C4(Ω̄).
Então o problema (3.18) tem solução única uH ∈ VH que satisfaz

∥PHuH − PHRHu∥1 ≤ C

[
∑

∆∈TH

|∆|(diam∆)4∥u∥2
4,∞,∆

]1/2

, (3.28)

em que u é a solução de (3.1) que verifica
∫
Ω PHRHu dxdy = 0.

Demonstração: Pelo Teorema 3.4, vale a seguinte estimativa

∥PHuH − PHRHu∥1 ≤ C sup
0̸=vH∈VH

|aH(uH − RHu, vH)|
∥PHvH∥1

= C sup
0̸=vH∈VH

|aH(uH , vH) − aH(RHu, vH)|
∥PHvH∥1

. (3.29)
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Atendendo a (3.26) temos

aH(uH , vH) − aH(RHu, vH) = (−∆HuH , vH)H + (BΓuH , vH)ΓH

−(RH(−∆u), vH)H − (ϕ̃H , vH)ΓH

−τH(u, vH),

ou seja,

aH(uH , vH) − aH(RHu, vH) = (RHg, vH)H − (ϕ̃H , vH)ΓH

−(RHg, vH)H + (ϕ̃H , vH)ΓH

−τH(u, vH). (3.30)

Conjugando (3.29) com (3.30), obtemos

∥PHuH − PHRHu∥1 ≤ C sup
0̸=vH∈VH

|τH(u, vH)|
∥PHvH∥1

.

Observamos finalmente que a desigualdade (3.28) traduz a convergência qua-
drática do método de diferenças finitas (3.8). Atendendo à equivalência entre o
método de diferenças e o método de elementos finitos linear (3.18), obtemos ainda
a convergência quadrática relativamente à norma ∥.∥1 deste último método.
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Caṕıtulo 4

Sistemas de equações
diferenciais

4.1 Introdução

Nos Caṕıtulos 2 e 3 estudámos a convergência de métodos de diferenças finitas
para equações com derivadas parciais eĺıpticas. Atendendo à equivalência entre
os métodos anteriores e certos métodos de elementos finitos, obtivemos também a
convergência quadrática da solução dos últimos métodos.

Na modelação matemática de muitas situações f́ısicas surgem sistemas de equa-
ções diferenciais. Atendendo a este facto, os métodos de diferenças finitas para sis-
temas de equações diferenciais assumem um papel de relevo na resolução numérica
de certos problemas.

Neste caṕıtulo pretendemos estender alguns resultados obtidos no Caṕıtulo 2
a métodos de diferenças finitas para sistemas diferenciais. Assim, consideramos
um problema de elasticidade caracteŕıstico da Mecânica dos Sólidos e estudamos
métodos de diferenças finitas que generalizam os considerados anteriormente. Na
Secção 4.2 apresentamos o problema de elasticidade plano e introduzimos um pro-
blema variacional associado. Seguindo [1], nesta secção estudamos alguns resul-
tados de existência e unicidade da solução do último problema. Na Secção 4.3
introduzimos o método de diferenças finitas e, utilizando a técnica largamente
usada nos caṕıtulos anteriores, estudamos as suas propriedades de convergência.

59
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4.2 Problema de elasticidade

Sejam v = (v1, v2)t e τ = (τi,j)1≤i,j≤2 funções de duas variáveis. Definimos

div v = ∂v1/∂x + ∂v2/∂y, rot v = −∂v1/∂y + ∂v2/∂x,

grad v =
(
∂v1/∂x ∂v1/∂y
∂v2/∂x ∂v2/∂y

)
,

ϵ(v) =
1
2

(
grad v + (grad v)t

)
,

e
div τ =

(
∂τ11/∂x + ∂τ12/∂y
∂τ21/∂x + ∂τ22/∂y

)
.

Consideremos no conjunto das matrizes reais de ordem 2, M2×2(IR), o seguinte
produto interno

A : B =
2∑

i=1

2∑

j=1

aijbij ,

em que A = (aij) e B = (bij). Por tr(A) denotamos o traço da matriz A,

tr(A) = a11 + a22,

e, finalmente, sejam

I =
(

1 0
0 1

)
, χ =

(
0 −1
1 0

)
.

Consideremos um material elástico que na ausência de forças externas ocupa
a região limitada por Ω̄ (com fronteira Γ de Lipschitz). Supomos que o material
é homogéneo e isótropo, i.e., as propriedades elásticas são as mesmas em todas as
direcções.

Admitimos, por simplicidade, que Ω ⊂ IR2 (sendo o tratamento análogo quando
Ω ⊂ IR3).

Representamos por u = (u1, u2) o vector de deslocamento dos pontos de Ω
quando o corpo está sujeito à acção de uma força f = (f1, f2).

Por σ(u) denotamos as tensões definidas por

σ(u) = 2µϵ(u) + λtr(ϵ(u))I,

em que (ϵ(u))i,j , 1 ≤ i, j ≤ 2, representam as componentes de deformação asso-
ciadas ao deslocamento u e µ e λ denotam as constantes de Lamé.
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Se g descreve o deslocamento dos pontos da fronteira, prova-se que o desloca-
mento u é solução do problema de condição de fronteira

{
−div σ(u) = f em Ω

u = g em Γ .
(4.1)

Consideremos em H1
0(Ω) = H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) a norma

∥v∥1 =
(
∥v1∥2

1 + ∥v2∥2
1

)1/2
, v = (v1, v2) ∈ H1

0(Ω),

e em L2(Ω) = L2(Ω) × L2(Ω) a norma

∥v∥0 =
(
∥v1∥2

0 + ∥v2∥2
0

)1/2
, v = (v1, v2) ∈ L2(Ω).

Definimos seguidamente um problema variacional associado ao problema (4.1).
Seja u a solução de (4.1). Integrando por partes obtemos

∫

Ω
f.v dxdy = −

∫

Ω
div σ(u).v dxdy

=
∫

Ω
{2µϵ(u) + λ tr (ϵ(u))I} : grad v dxdy,

para todo v ∈ H1
0(Ω).

Seja

a(u, v) =
∫

Ω
2µ ϵ(u) : ϵ(v) + λ div u div v dxdy, u ∈ H1(Ω), v ∈ H1

0(Ω). (4.2)

Atendendo a que

grad v = ϵ(v) +
1
2
( rot v)χ,

λ tr(ϵ(u)) I :
1
2
( rot v)χ = 0,

e
λ tr(ϵ(u)) I : ϵ(v) = λ div u div v,

associamos ao problema (4.1) o problema variacional

determinar u ∈ H1(Ω) tal que u|Γ = g e

a(u, v) =
∫

Ω
f.v dxdy, para todo v ∈ H1

0(Ω). (4.3)

Provemos seguidamente que o problema (4.3) tem solução única.
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Proposição 4.1 Existe uma constante positiva C tal que
∫

Ω
ϵ(v) : ϵ(v) dxdy ≥ C∥v∥2

1, ∀v ∈ H1
0(Ω). (4.4)

Demonstração: Seja v ∈ H1
0(Ω). Temos

∫

Ω
ϵ(v) : ϵ(v) dxdy =

1
2

∫

Ω
(
∂v1

∂x
)2 + (

∂v1

∂y
)2 + (

∂v2

∂x
)2 + (

∂v2

∂y
)2 dxdy

+
1
2

∫

Ω
(
∂v1

∂x
)2 + 2

∂v1

∂y

∂v2

∂x
+ (

∂v2

∂y
)2 dxdy.

Atendendo à igualdade
∫

Ω

∂v1

∂y

∂v2

∂x
dxdy =

∫

Ω

∂v1

∂x

∂v2

∂y
dxdy, (4.5)

então
∫

Ω
(
∂v1

∂x
)2 + 2

∂v1

∂y

∂v2

∂x
+ (

∂v2

∂y
)2 dxdy =

∫

Ω
(
∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
)2 dxdy ≥ 0

e portanto ∫

Ω
ϵ(v) : ϵ(v) dxdy ≥ 1

2
(|v1|21 + |v2|21).

Como v1, v2 ∈ H1
0 (Ω) e as normas |.|1 e ∥.∥1 são equivalentes nesse espaço, con-

clúımos (4.4).

Como consequência imediata da proposição anterior obtemos a eĺıpticidade da
forma bilinear (4.2).

Teorema 4.2 A forma bilinear a(., .) definida em (4.2) é H1
0(Ω)-eĺıptica.

Demonstração: Atendendo a

a(v, v) =
∫

Ω
2µ ϵ(v) : ϵ(v) + λ div v div v dxdy, ∀v ∈ H1

0(Ω)

e, como a segunda parcela é sempre não negativa, pela Proposição 4.1, vem

a(v, v) ≥ 2µC∥v∥2
1, ∀v ∈ H1

0(Ω). (4.6)

Suponhamos que existe w ∈ H1(Ω) tal que w|Γ = g. Seja u∗ = u − w. O
problema (4.3) é equivalente a determinar u∗ ∈ H1

0(Ω), tal que

a(u∗, v) =
∫

Ω
f.v dxdy −

∫

Ω
2µ ϵ(w) : ϵ(v) + λ div w div v dxdy, (4.7)
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para todo v ∈ H1
0(Ω). Pelo Teorema 1.6 conclúımos que (4.7) tem solução única,

logo (4.3) tem também solução única. Desta forma, provámos o resultado seguinte.

Teorema 4.3 Se existe w ∈ H1(Ω) tal que w|Γ = g então o problema varia-
cional (4.3) tem solução única.

4.3 Método de diferenças finitas

Seja Ω uma união de rectângulos e sejam ΩH , Ω̄H e ΓH definidos por (2.3).
Denotamos por WH o conjunto das funções vH = (v1H , v2H) definidas em Ω̄H , ou
seja, WH = WH × WH .

Atendendo à igualdade

−div σ(u) = −(2µ + λ)

⎡

⎢⎢⎢⎣

∂2u1

∂x2

∂2u2

∂y2

⎤

⎥⎥⎥⎦
− µ

⎡

⎢⎢⎢⎣

∂2u1

∂y2

∂2u2

∂x2

⎤

⎥⎥⎥⎦
− (µ + λ)

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

∂2u2

∂x∂y

∂2u1

∂x∂y

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
,

consideramos, na definição de uma aproximação para a solução de (4.1), o seguinte
método de diferenças finitas

{
AHuH = f em ΩH

uH = g em ΓH ,
(4.8)

em que

AHuH = −(2µ + λ)

⎡

⎣
δ(1/2)
x (δ(1/2)

x )u1H

δ(1/2)
y (δ(1/2)

y )u2H

⎤

⎦ − µ

⎡

⎣
δ(1/2)
y (δ(1/2)

y )u1H

δ(1/2)
x (δ(1/2)

x )u2H

⎤

⎦

−(µ + λ)

⎡

⎣
δyδxu2H

δyδxu1H

⎤

⎦ . (4.9)

Consideremos em Ω̄ as triangulações T (s)
H , s = 1, 2, definidas por (2.16). Seja

P (s)
H vH = (P (s)

H v1H , P (s)
H v2H),
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em que P (s)
H viH , i = 1, 2, representa o polinómio interpolador segmentado linear

de viH ∈ WH relativamente a T (s)
H .

Consideremos a forma bilinear aH(., .) : WH × WH → IR definida por

aH =
1
2
(a(1)

H + a(2)
H ), (4.10)

em que

a(s)
H (uH , vH) =

∑

∆∈T (s)
H

∫

∆
[2µ ϵ(P (s)

H uH) : ϵ(P (s)
H vH)

+λ div (P (s)
H uH) div (P (s)

H vH)] dxdy, (4.11)

uH , vH ∈ WH, s = 1, 2.
Para wH , zH ∈ WH consideramos

a(s)
xxH(wH , zH) =

∑

∆∈T (s)
H

∫

∆
(P (s)

H wH)x(P (s)
H zH)x dxdy,

a(s)
yyH(wH , zH) =

∑

∆∈T (s)
H

∫

∆
(P (s)

H wH)y(P (s)
H zH)y dxdy,

a(s)
xyH(wH , zH) =

1
2

∑

∆∈T (s)
H

∫

∆
(P (s)

H wH)x(P (s)
H zH)y + (P (s)

H wH)y(P (s)
H zH)x dxdy.

Atendendo a (4.5), é fácil verificar que

a(s)
H (uH , vH) = (2µ + λ)a(s)

xxH(u1H , v1H) + µ a(s)
yyH(u1H , v1H)

+(µ + λ)a(s)
xyH(u2H , v1H)

+(2µ + λ)a(s)
yyH(u2H , v2H) + µ a(s)

xxH(u2H , v2H)

+(µ + λ)a(s)
xyH(u1H , v2H), uH ∈ WH, vH

◦
WH. (4.12)

Em WH consideramos o produto interno

(uH , vH)H = (u1H , v1H)H + (u2H , v2H)H

=
∑

(xj,yℓ)∈Ω̄H

ωj,ℓ(u1j,ℓv1j,ℓ + u2j,ℓv2j,ℓ), (4.13)

em que

ωj,ℓ =
hj + hj+1

2
kℓ + kℓ+1

2
. (4.14)
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Notemos que

(AHuH , vH)H = −(2µ + λ)
(
δ(1/2)
x (δ(1/2)

x u1H), v1H

)

H

−µ
(
δ(1/2)
y (δ(1/2)

y u1H), v1H

)

H

−(µ + λ) (δyδxu2H , v1H)H

−(2µ + λ)
(
δ(1/2)
x (δ(1/2)

x u2H), v2H

)

H

−µ
(
δ(1/2)
y (δ(1/2)

y u2H), v2H

)

H

−(µ + λ) (δyδxu1H , v2H)H . (4.15)

Atendendo às igualdades (4.12) e (4.15) facilmente podemos generalizar para
o caso vectorial os resultados estudados no caso escalar.

Teorema 4.4 Sejam AH o operador de diferenças definido por(4.9) e aH(., .)
a forma bilinear definida por (4.10). Então

(AHuH , vH)H = aH(uH , vH), ∀uH ∈ WH, ∀vH ∈
◦

WH. (4.16)

Atendendo a que

a(s)
H (vH , wH) = a(P (s)

H vH , P (s)
H wH), ∀vH , wH ∈ WH

e a(., .) é H1
0(Ω)-eĺıptica, então, pelo Teorema 1.6, conclúımos a desigualdade para

a estabilidade de aH(., .).

Teorema 4.5 Existe uma constante C tal que

∥PHvH∥1 ≤ C sup
0̸=wH∈

◦
WH

|aH(vH , wH)|
∥PHwH∥1

, ∀vH ∈
◦

WH. (4.17)

Atendendo a (4.12), (4.13) e às estimativas deduzidas na Secção 2.5 do Caṕıtulo
2, é fácil provar o resultado seguinte.

Proposição 4.6 Sejam u ∈ C4(Ω̄) = C4(Ω̄) × C4(Ω̄) e vH ∈
◦

WH. Então

aH(RHu, vH) = (RH(−div σ(u)), vH)H + τH(u, vH),
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com

|τH(u, vH)| ≤ C

⎡

⎢⎣
∑

∆∈T (s)
H

|∆|(diam∆)4∥u∥2
4,∞,∆

⎤

⎥⎦

1/2

∥PHvH∥1,

em que C é independente de u e de T (s)
H , s = 1, 2.

Conjugando a Proposição 4.6 com o Teorema 4.5 obtemos o resultado de con-
vergência.

Teorema 4.7 Suponhamos que a solução u do problema (4.1) pertence a C4(Ω̄).
Então o problema de diferenças finitas (4.8) tem solução única uH ∈ WH e existe
uma constante positiva C tal que

∥P (s)
H uH − P (s)

H RHu∥1 ≤ C

⎡

⎢⎣
∑

∆∈T (s)
H

|∆|(diam∆)4∥u∥2
4,∞,∆

⎤

⎥⎦

1/2

, s = 1, 2, (4.18)

C independente de u e de T (s)
H .

Demonstração: Como a(., .) é eĺıptica, pelo Teorema 1.19, o problema (4.8)
tem solução única. A estimativa para o erro resulta da Proposição 4.6 e da de-
sigualdade para a estabilidade (4.17).

O teorema anterior permite concluir que a aproximação uH = (u1H , u2H),
solução de (4.8), tem convergência quadrática para u = (u1, u2), solução de (4.1),
relativamente à norma ∥.∥1. Deste modo, as aproximações para as componentes
do deslocamente apresentam convergência quadrática relativamente à norma ∥.∥1

e as aproximações para as componentes das tensões e deformações apresentam
convergência quadrática relativamente à norma ∥.∥0.



Caṕıtulo 5

Alguns resultados numéricos

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo pretendemos ilustrar a eficiência dos métodos de diferenças fini-
tas estudados nos caṕıtulos anteriores. Para o efeito consideramos a sua simulação
em alguns problemas diferenciais eĺıpticos definidos em domı́nios de diferentes geo-
metrias. Na Secção 5.2 consideramos a equação de Poisson num domı́nio poligonal
de IR2, com condição de Dirichlet para a fronteira. Em seguida o mesmo problema
é considerado num domı́nio rectangular, com condição de Neumann. Finalmente
na Secção 5.3 apresentamos a simulação do método estudado no Caṕıtulo 4.

5.2 Equação de Poisson

5.2.1 Condição de Dirichlet

Seja Ω =]0, 1[×]0, 1[. Consideremos a equação de Poisson com condição de
Dirichlet {

−∆u = f em Ω
u = ϕ em Γ ,

(5.1)

e a sua aproximação definida por (2.8), ou seja,
{

−∆HuH = f em ΩH (a)
uH = ϕ em ΓH , (b) (5.2)

em que
∆Huj,ℓ = δ(1/2)

x (δ(1/2)
x uj,ℓ) + δ(1/2)

y (δ(1/2)
y uj,ℓ). (5.3)

Obtemos assim uma equação para cada ponto da malha (xj , yℓ) ∈ Ω̄H e por-
tanto uma equação para cada componente da função uH = (uj,ℓ)(xj ,yℓ)∈Ω̄H

.

67
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Notamos que o cálculo de ∆Huj,ℓ envolve o valor da função uH em 5 pontos
da malha. Assim, para cada x = (xj , yℓ) ∈ Ω̄H temos

−∆HuH(x) =
∑

ξ∈Ω̄H

LxξuH(ξ),

em que

Lxξ :=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
hjhj+1

+
2

kℓkℓ+1
se ξ = x

−2
hj(hj+1 + hj)

se x − ξ = (hj , 0)

−2
hj+1(hj+1 + hj)

se ξ − x = (hj+1, 0)

−2
kℓ(kℓ+1 + kℓ)

se x − ξ = (0, kℓ)
−2

kℓ+1(kℓ+1 + kℓ)
se ξ − x = (0, kℓ+1)

0 caso contrário.

Como conhecemos o valor de uH nos pontos de ΓH , reduzimos o número de
equações a resolver. Usando (5.2b) obtemos o seguinte sistema

∑

ξ∈ΩH

LxξuH(ξ) = qH(x), x ∈ ΩH , (5.4)

em que qH = RHf + ϕH e ϕH = −
∑

ξ∈ΓH

Lxξϕ(ξ).

O sistema anterior pode ainda ser reescrito na forma

LHuH = qH ,

em que LH é a matriz
LH = (Lxξ)x,ξ∈ΩH ,

uH = (uH(x))x∈ΩH e qH = (qH(x))x∈ΩH .
Uma vez que os ı́ndices x ∈ ΩH não estão ordenados, LH não é uma matriz no

sentido usual, apesar de definir uma aplicação linear. Uma posśıvel ordenação é

(x1, y1), (x1, y2), (x1, y3), . . . , (x1, yM−1),
(x2, y1), (x2, y2), (x2, y3), . . . , (x2, yM−1),

...
...

...
...

(xN−1, y1), (xN−1, y2), (xN−1, y3), . . . , (xN−1, yM−1).

(5.5)

Consideremos a decomposição do vector uH , cujas (N − 1) × (M − 1) com-
ponentes estão ordenadas segundo (5.5) em N − 1 blocos, correspondendo a cada
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bloco uma linha de (5.5). A decomposição em blocos dos vectores uH e qH induz
uma matriz LH com estrutura tridiagonal por blocos

LH =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T1 B1

A1 T2 B2

A2 T3 B3

. . . . . . . . .
AN−3 TN−2 BN−2

AN−2 TN−1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (5.6)

em que

Ti =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

2
hihi+1

+ 2
k1k2

−2
k2(k1+k2)

−2
k2(k2+k3)

2
hihi+1

+ 2
k2k3

−2
k3(k2+k3)

−2
kM−2(kM−2+kM−1)

2
hihi+1

+ 2
kM−2kM−1

−2
kM−1(kM−2+kM−1)

−2
kM−1(kM−1+kM )

2
hihi+1

+ 2
kM−1kM

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
,

(5.7)
para i = 1, . . . , N − 1 e

Aj =
−2

hj+1(hj+1 + hj+2)
I, Bj =

−2
hj+1(hj + hj+1)

I, (5.8)

em que I é a matriz identidade de dimensão (M − 1)× (M − 1), j = 1, . . . , N − 2.

Na resolução do sistema que conduz a uH , considerámos algoritmos que tiram
partido da estrutura esparsa da matriz ([2]).

Exemplo 1: Consideremos o problema (5.1) com as funções f e ϕ definidas
por

f(x, y) = π2(x2 + y2) sin(πxy)

e

ϕ(x, y) =

⎧
⎨

⎩

0 se (x = 0, 0 ≤ y ≤ 1) ou (y = 0, 0 ≤ x ≤ 1),
sin(πy) se x = 1, 0 < y < 1,
sin(πx) se y = 1, 0 < x < 1.

Este problema tem por solução

u(x, y) = sin(πxy), 0 ≤ x, y ≤ 1.

Na figura 5.1 apresentamos o gráfico de u.
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Figura 5.1: Solução u.

Consideremos o domı́nio Ω̄ discretizado com uma malha não uniforme Ω̄H,1,
tal que N = M = 8 e

h1 = h2 = h3 = 0.1, h4 = h5 = 0.2, h6 = h7 = h8 = 0.1,

k1 = k2 = k3 = 0.1, k4 = k5 = 0.2, k6 = k7 = k8 = 0.1.

Seja Ω̄H,2 a malha representada na figura 5.2, obtida de Ω̄H,1 traçando uma
nova linha entre cada duas e consideremos ainda a malha Ω̄H,3, obtida de Ω̄H,2

pelo mesmo processo.

Figura 5.2: Malha Ω̄H,2.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2
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0.8

1

(- solução exacta • solução numérica).

Figura 5.3: Solução do problema, considerando y = 0.7

Na tabela 5.1 apresentamos os resultados obtidos. 1

Malha Dimensão h2
max k2

max ∥PHuH − PHRHu∥1

Ω̄H,1 N = 8, M = 8 0.04 0.04 0.0113992
Ω̄H,2 N = 16, M = 16 0.01 0.01 0.00315622
Ω̄H,3 N = 32, M = 32 0.0025 0.0025 0.000819999

Tabela 5.1

Este exemplo ilustra de forma clara a convergência quadrática do método,
quando o erro é medido com a norma ∥.∥1.

Exemplo 2: Para este exemplo vamos considerar o domı́nio poligonal repre-
sentado na figura 5.4.

A construção das malhas terá de ser de acordo com a condição (Reg). A malha
Ω̄H,1 da figura 5.5 é regular. Seja Ω̄H,2 a malha obtida de Ω̄H,1, traçando uma
nova linha entre cada duas.

As matrizes do sistema são semelhantes às obtidas para domı́nios rectangulares,
variando apenas a dimensão das submatrizes ( algumas das matrizes Ai e Bi terão
mais uma linha ou uma coluna de zeros, pois podem não ser quadradas ).

1Os algoritmos foram implementados no programa Mathematica, Version 3.0.
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Figura 5.4: Domı́nio.

O problema (5.1) com as funções f e ϕ definidas por

f(x, y) = 60x2 − 40x3 − 40y + 120xy − 60x2y + 60y2 − 120xy2 − 20y3

e

ϕ(x, y) = 0,

tem solução

u(x, y) = 10x2y(y − 1)(y + 2x − 2).

Os resultads obtidos, que figuram na tabela 5.2, ilustram a convergência quadrática
estabelecida no Teorema 2.11.

Malha Dimensão h2
max k2

max ∥PHuH − PHRHu∥1

Ω̄H,1 N = 15, M = 10 0.01 0.01 0.00834092
Ω̄H,2 N = 30, M = 20 0.0025 0.0025 0.00219513
Ω̄H,3 N = 60, M = 40 0.000625 0.000625 0.000560955

Tabela 5.2
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Figura 5.5: Malha Ω̄H,1 .

5.2.2 Condição de Neumann

Consideremos agora a equação de Poisson com condição de Neumann

⎧
⎨

⎩

−∆u = f em Ω
∂u

∂η
= ϕ em Γ ,

(5.9)

em que Ω =]0, 1[×]0, 1[.
Estabelecemos no Caṕıtulo 3 as propriedades de convergência do método de

diferenças
{

−∆HuH = f em Ω̄H (a)
δηxuH + δηyuH = ϕ em ΓH . (b) (5.10)

Para x ∈ ΓH , a igualdade (5.10a) é obtida usando valores em pontos de Γ ∗H .
Estes podem ser eliminados através de (5.10b). Obtemos assim um sistema da
forma

LHuH = qH (5.11)

de (N + 1) × (M + 1) incógnitas, que são as componentes de uH(x), x ∈ Ω̄H .

Se os pontos de x ∈ Ω̄H estiverem ordenados como em (5.5), então LH é da
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forma

LH =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T0 2B0

A0 T1 B1

A1 T2 B2

. . . . . . . . .
AN−2 TN−1 BN−1

2AN−1 TN

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.12)

com

Ti =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2
hihi+1

+ 2
k0k1

−4
k1(k0+k1)

−2
k1(k1+k2)

2
hihi+1

+ 2
k1k2

−2
k2(k1+k2)

−2
kM−1(kM−1+kM )

2
hihi+1

+ 2
kM−1kM

−2
kM (kM−1+kM )

−4
kM (kM +kM +1)

2
hihi+1

+ 2
kM kM+1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(5.13)
para i = 0, . . . , N , e

Aj =
−2

hj+1(hj+1 + hj+2)
I, Bj =

−2
hj+1(hj + hj+1)

I, (5.14)

em que I é a matriz identidade de dimensão (M + 1)× (M + 1), j = 0, . . . , N − 1.

A matriz do sistema (5.11) é singular e tal como o problema cont́ınuo, o
problema discreto nem sempre tem solução. Em [9] são apresentadas condições
necessárias e suficientes para a existência de solução. Prova-se também que quais-
quer soluções de (5.10) diferem por uma constante.

Exemplo 3: Consideremos em (5.9) as funções f e ϕ definidas por

f(x, y) = π2[sin(πx) + sin(πy)]

e
ϕ(x, y) = −π.

A função
u(x, y) = sin(πx) + sin(πy), x, y ∈ [0, 1],

é solução do problema assim definido.
Seja Ω̄H,1 a discretização de Ω̄ tal que N=M=12 e

h1 = h2 = 0.05, hj = 0.1, j = 3, . . . , 10, h11 = h12 = 0.05,

k1 = h2 = 0.05, kℓ = 0.1, ℓ = 3, . . . , 10, k11 = k12 = 0.05.
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Consideremos também a malha Ω̄H,2 que se obtém pelo refinamento de Ω̄H,1

traçando uma nova linha entre cada duas linhas. Seja Ω̄H,3 a malha obtida da
mesma forma de Ω̄H,2.

Na tabela 5.3 apresentamos os resultados obtidos. Observamos novamente
que o erro associado à solução numérica, quando medido com a norma ∥.∥1, é
quadrático.

Malha Dimensão h2
max k2

max ∥PHuH − PHRHu∥1

Ω̄H,1 N = 12, M = 12 0.01 0.01 0.308177
Ω̄H,2 N = 24, M = 24 0.0025 0.0025 0.0878872
Ω̄H,3 N = 48, M = 48 0.000625 0.000625 0.0246353

Tabela 5.3

Exemplo 4: Podemos escrever a solução u do problema anterior da forma
u = u1 + u2, em que u1 é a solução de (5.9) com

f(x, y) = π2 sin(πy),

ϕ(x, y) =
{

0, se (x = 0, 0 < y < 1) ou (x = 1, 0 < y < 1)
−π, se (y = 0, 0 < x < 1) ou (y = 1, 0 < x < 1),

e u2 é a solução do problema análogo com respeito à variável x.
Notemos que u1 e u2 são constantes ao longo das direções dos eixos coordenados

xx e yy, respectivamente.
Para a aproximação de u1, consideremos as malhas Ω̄H,1, Ω̄H,2, Ω̄H,3, em que

hj = 0.5, j = 1, 2, nos três casos e kℓ, ℓ = 1, . . . , M, com os valores do exemplo
anterior, para cada uma das malhas.

Na tabela que se segue apresentamos os resultados obtidos para uH,1.

Malha Dimensão h2
max k2

max ∥PHu1,H − PHRHu1∥1

Ω̄H,1 N = 2, M = 12 0.25 0.01 0.0903043
Ω̄H,2 N = 2, M = 24 0.25 0.0025 0.0224514
Ω̄H,3 N = 2, M = 48 0.25 0.000625 0.00559349

Tabela 5.4

Se no cálculo das aproximações para u2 usarmos malhas correspondentes, obte-
mos melhores resultados do que no exemplo anterior, resolvendo sistemas de di-
mensão consideravelmente menor.
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5.3 Problema de elasticidade

Nesta secção vamos considerar o problema de elasticidade e a respectiva dis-
cretização, estudados no Caṕıtulo 4, com Ω =]0, 1[×]0, 1[.

Sejam u = (u1, u2) a solução do problema cont́ınuo (4.1) e uH = (u1,H , u2,H)
a solução do problema discreto (4.8).

Para a construção da matriz do sistema vamos utilizar uma ordenação segundo
(5.5), considerando primeiro as componentes de u1,H e depois as de u2,H .

Obtemos um sistema da forma

⎡

⎣
LH MH

MH LH

⎤

⎦

⎡

⎣
u1,H

u2,H

⎤

⎦ =

⎡

⎣
q1,H

q2,H

⎤

⎦ , (5.15)

em que LH é a matiz tridiagonal por blocos

LH =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T1 B1

A1 T2 B2

A2 T3 B3

. . . . . . . . .
AN−3 TN−2 BN−2

AN−2 TN−1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (5.16)

com

Ti =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

2(2µ+λ)
hihi+1

+ 2µ
k1k2

−2µ
k2(k1+k2)

−2µ
k2(k2+k3)

2µ
hihi+1

+ 2µ
k2k3

−2µ
k3(k2+k3)

−2µ
kM−2(kM−2+kM−1)

2(2µ+λ)
hihi+1

+ 2µ
kM−2kM−1

−2µ
kM−1(kM−2+kM−1)

−2µ
kM−1(kM−1+kM )

2(2µ+λ)
hihi+1

+ 2µ
kM−1kM

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

(5.17)
para i = 1, . . . , N − 1, e

Aj =
−2(2µ + λ)

hj+1(hj+1 + hj+2)
I, Bj =

−2(2µ + λ)
hj+1(hj + hj+1)

I, (5.18)

em que I é a matriz identidade de dimensão (M − 1)× (M − 1), j = 1, . . . , N − 2.
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A matriz MH é dada por

MH =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −C1

C2 0 −C2

C3 0 −C3

. . . . . . . . .

CN−2 0 −CN−2

CN−1 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (5.19)

sendo 0 a matriz nula de dimensão (M − 1) × (M − 1) e Ci a matriz

Ci =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 ci,1

−ci,2 0 ci,2

−ci,3 0 ci,3

. . . . . . . . .

−ci,M−2 0 ci,M−2

−ci,M−1 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (5.20)

com

ci,ℓ =
µ + λ

(hi + hi+1)(kℓ + kℓ+1)
, i = 1, . . . , N − 1, ℓ = 1, . . . , M − 1.

O sistema (5.15) é equivalente a
{

LHu1,H + MHu2,H = q1,H

MHu1,H + LHu2,H = q2,H ,
(5.21)

ou ainda {
(LH + MH)(v1,H) = q1,H + q2,H (a)
(LH − MH)(v2,H) = q1,H − q2,H , (b) (5.22)

em que
v1,H = u1,H + u2,H

e
v2,H = u1,H − u2,H .

Notamos que as matrizes LH +MH e LH −MH são tridiagonais por blocos. Desta
forma podemos resolver separadamente os sistemas (5.22a) e (5.22b), bastando
finalmente tomar
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u1,H =
v1,H + v2,H

2
e u2,H =

v1,H − v2,H

2
.

Exemplo 5: Vamos considerar no problema (4.1) os seguintes dados :

λ = 1, µ = 0.5,

f1(x, y) = f2(x, y) = π2[−0.4 cos(π(x + y)) + 0.1 cos(π(x − y))],

g1(x, y) = g2(x, y) = 0.

O problema assim definido tem solução u = (u1, u2), com

u1(x, y) = u2(x, y) =
1
5

sin(πx) sin(πy).

Na figura 5.6 estão representados os pontos da malha Ω̄H,2 na sua posição
inicial. Podemos observar a solução numérica na figura 5.7, onde aparecem os
mesmos pontos deslocados.

Sejam Ω̄H,1 a discretização do domı́nio, com N=M=8,

hj = 0.1, j = 1, . . . , 6, hj = 0.2, j = 7, 8,

kℓ = 0.1, ℓ = 1, . . . , 6, kℓ = 0.2, ℓ = 7, 8,

Ω̄H,2 o refinamento de Ω̄H,1 e Ω̄H,3 o refinamento de Ω̄H,2, obtidos como nos
exemplos anteriores.

Na tabela 5.5 apresentamos os resultados obtidos, que ilustram a estimativa
de erro estabelecida no Teorema 4.7.

Malha Dimensão h2
max k2

max ∥PHuH − PHRHu∥1

Ω̄H,1 N = 8, M = 8 0.04 0.04 0.0427604
Ω̄H,2 N = 16, M = 16 0.01 0.01 0.011163
Ω̄H,3 N = 32, M = 32 0.0025 0.0025 0.00269675

Tabela 5.5
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Figura 5.6: Discretização do domı́nio, Ω̄H,2.
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Figura 5.7: Solução numérica.
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