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Prefacio

O estudo da convergéncia de métodos de diferengas finitas definidos em malhas
uniformes é baseado nos conceitos de estabilidade e consisténcia e na ”regra”:

Consisténcia + Estabilidade = Convergéncia.

Deste modo, sdo obtidos majorantes para a norma do erro de discretizagao (erro
global) que dependem da norma do correspondente erro de truncatura.

A técnica de anédlise anterior, introduzida em 1956 por Lax e Rychtmeyer [14],
amplamente utilizada, apresenta algumas limitagoes quando o método de dife-
rencas finitas é definido sobre uma malha nao uniforme : dificuldade na analise
da estabilidade, as estimativas obtidas escondem as reais propriedades de con-
vergeéncia.

Desde 1986 tém surgido na literatura diversos estudos de métodos de diferencas
finitas definidos em malhas nao uniformes que mostram a convergéncia de certos
métodos inconsistentes e ainda, em outros métodos, que a ordem do erro global
é superior a ordem do correspondente erro de truncatura. Esta propriedade foi
designada por supraconvergéncia. Assim, sem sermos exaustivos, salientamos [3],
6], [7), 8], [10], [12], [16], 18], [23] e [24].

Relativamente a problemas diferenciais ordinarios notamos que em [12], [16]
e [17], a supraconvergéncia é estudada atendendo & equivaléncia entre o método
de diferencgas finitas centradas para um problema diferencial de segunda ordem e
um método de diferencas finitas centradas para um sistema diferencial ordinério
de primeira ordem. Em [7] e [8] a andlise dos métodos é baseada na desigualdade
para a estabilidade obtida considerando diferentes normas. Deste modo, o erro
global e o correspondente erro de truncatura sao considerados relativamente a
normas diferentes. Notamos que embora estas sejam as principais técnicas de
andlise presentes na literatura outras surgiram, por exemplo, em [10].

As técnicas de andlise de métodos de diferencas finitas definidos em malhas
nao uniformes para problemas diferenciais de segunda ordem elipticos - métodos
de diferencas finitas elipticos - presentes na literatura, sao diferentes das anteriores.
Assim, por exemplo em [6], é construido o erro global e, deste modo, obtida uma
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estimativa supraconvergente. Utilizando os argumentos da Teoria Discreta da
Convergéncia ([21]), em [3], [4] e [18] s@o obtidas estimativas supraconvergentes
baseadas na estabilidade. Esta ltima propriedade do método é provada utilizando
a norma de funcionais lineares - ||.||—1 - e a estimativa para a norma do erro de
truncatura T é obtida estimando ||T|-1.

O objectivo deste trabalho é o estudo de métodos de diferengas finitas para
problemas diferenciais elipticos definidos em dominios poligonais de IR?, com con-
digoes de Dirichlet e Neumann para a fronteira. Os problemas diferenciais de
segunda ordem que consideramos apresentam coeficientes variaveis e derivadas
mistas. A andlise da estabilidade dos métodos é baseada na estabilidade de fun-
cionais lineares adequadas associadas a formas bilineares definidas criteriosamente
a partir dos métodos de diferencas finitas. Atendendo a este facto e seguindo
[9], no Capitulo 1 - Alguns resultados em problemas variacionais - apresentamos
resultados gerais de existéncia e unicidade para a solugao de problemas varia-
cionais e ainda resultados de estabilidade para as formas bilineares que induzem
tais problemas. Particularizamos em seguida os resultados gerais a problemas
variacionais associados a problemas diferencias elipticos com diferentes condigoes
para a fronteira. A finalizar o estudo dos problemas variacionais, apresentamos
alguns resultados de convergéncia para a solucao de Ritz-Galerkin.

No Capitulo 2 - Equagoes elipticas com condigoes de Dirichlet - seguindo [5],
estudamos a supraconvergéncia de métodos de diferencas finitas para problemas
elipticos com coeficientes varidveis e derivadas mistas, definidos em dominios po-
ligonais limitados Q C IR? com condicdes de Dirichlet para a fronteira. A estabili-
dade dos métodos de diferencas finitas tem um papel fundamental na demonstragao
dos resultados de convergéncia. Esta propriedade é estudada usando a estabili-
dade de formas bilineares associadas ao método de diferengas. Atendendo a este
facto, definimos um método de elementos finitos linear equivalente ao método de
diferencgas finitas e, uma vez que provamos que o método de diferencas finitas é de
segunda ordem, deduzimos, deste modo, a convergéncia quadratica da solucao de
elementos finitos. As estimativas de erro sao estabelecidas relativamente a norma
do espaco H} ().

No Capitulo 3 - Equacao de Poisson com condigao de Neumann - estende-
mos alguns dos resultados apresentados no Capitulo 2 a uma discretizagao por
diferencas finitas da equagao de Poisson definida num dominio rectangular com
condigao de Neumann.

A generalizagao dos resultados apresentados no Capitulo 2 a um sistema de
equagoes diferenciais é o objectivo do Capitulo 4 - Sistemas de equagoes diferen-
ciais. Neste capitulo estudamos a discretizagao de um problema de elasticidade
plano e provamos a convergéncia quadratica da solugao numérica.

Finalmente, no Capitulo 5 - Alguns resultados numéricos - exibimos um certo
nimero de simulagoes dos métodos estudados ao longo dos Capitulos 2, 3 e 4.
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Na dedugao das estimativas para o erro de discretizacao por diferencas finitas
admitimos que u € C*(2). No entanto, as solugdes dos problemas estudados nio
apresentam, em muitas situagdes com interesse, a regularidade exigida. Obser-
vamos que, por exemplo, no contexto dos métodos de volumes finitos, em [22] e
[23], a convergéncia é estabelecida considerando menos regularidade do que a por
nés assumida. Atendendo a este facto, pensamos que devera ser alvo de estudo
o desenvolvimento de técnicas para estimar o erro de discretizagao que permi-

tam concluir a convergéncia quadrética sob condi¢oes mais fracas, por exemplo
u € H3(Q).

Ao terminar, tenho o prazer de registar os meus agradecimentos a todos aqueles
que, pelo seu apoio e amizade, tornarem possivel a concretizagao deste trabalho.
Nao podendo mencionar cada um, nao posso deixar de particularizar o Professor
Doutor José Augusto Mendes Ferreira. Pelo apoio paciente, disponibilidade e
permanente incentivo que me dispensou ao longo da realizagao desta dissertagao,
os meus profundos agradecimentos.

Quero também agradecer ao Departamento de Matematica da Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra e ao Centro de Matematica da
Universidade de Coimbra pelas condigoes de trabalho proporcionadas.

Silvia Alexandra Alves Barbeiro

Coimbra, 1999



iv

PREFACIO



Indice

Prefacio i
1 Problemas variacionais 1
1.1 Introducdo. . . . . . . . . . . . e 1
1.2 Formas bilineares . . . . . . .. ... L o oo 2

1.3 Alguns problemas variacionais . . . . . . . . .. ... ... ... .. 8

1.4 Solugao de Ritz-Galerkin . . . . . . .. ... ... .. ... 13

2 Equagoes com condigoes de Dirichlet 21
2.1 Imtroducao. . . . . . . .. .. L 21
2.2 Meétodo de diferengas finitas . . . . .. ... 22
2.3 Problema variacional discreto . . . . . . .. ... oo 24
2.4 Estabilidade . . . . .. ... Lo 31
2.5 Convergéncia . . . . . . . ... .o 36

3 Equacao de Poisson com condicao de Neumann 47
3.1 Imtroducdo. . . . . . . . . .. 47
3.2 Meétodo de diferencas finitas . . . . . . .. ... 48
3.3 Problema variacional discreto . . . . . .. ... ..o L0 50
3.4 Estabilidade e convergéncia . . . . .. .. ... oL 53

4 Sistemas de equacgoes diferenciais 59
4.1 Introdugdo. . . . . . . . . . 59
4.2 Problema de elasticidade . . . . . . .. ... oo 60
4.3 Meétodo de diferencas finitas . . . . . . .. ... ... 63

5 Alguns resultados numéricos 67
5.1 Imtroducao. . . . . . . . . . .. 67
5.2 Equacaode Poisson . . . ... ... ... .. 0oL 67
5.2.1 Condigao de Dirichlet . . . . . ... ... ... .. ..... 67

5.2.2 Condigdo de Neumann . . . . . ... .. .. ... ... ... 73



vi INDICE

5.3 Problema de elasticidade . . . . . . . . ... ... L. 76

Bibliografia 81



Capitulo 1

Alguns resultados em
problemas variacionais

1.1 Introducao

A andlise da estabilidade dos métodos de diferencas finitas que nos propomos
estudar neste trabalho é baseada em desigualdades para a estabilidade de formas
bilineares adequadas, que estao associadas a tais métodos. Atendendo a este facto,
neste capitulo introduzimos alguns conceitos e estudamos alguns resultados fun-
damentais que nos permitem concluir desigualdades para a estabilidade de formas
bilineares abstractas definidas em espagos de Hilbert (desigualdade (1.47)) e que
foram apresentados em [9)].

Assim, na Secg@o 1.2 introduzimos os conceitos bésicos associados a formas
bilineares: continuidade, elipticidade, coersividade. Estudamos alguns resultados
de existéncia e unicidade para a solucao de problemas variacionais.

Na Seccao 1.3, concretizamos alguns dos resultados apresentados na sec¢ao an-
terior para problemas variacionais associados a problemas diferenciais fortemente
elipticos. Consideramos condicoes de fronteira de Dirichlet homogéneas e nao
homogéneas e ainda as condigoes de fronteira ditas ”"naturais”.

Finalmente, na Secgao 1.4, estudamos alguns resultados de convergéncia para
a solugao de Ritz-Galerkin tendo por hipdtese a condigao de estabilidade da for-
ma bilinear (condi¢do (1.36)). A finalizar este capitulo, mostramos no Teorema
1.23 que a desigualdade para a estabilidade (1.47) é vélida mediante certas con-
digoes entre as quais destacamos a existéncia de uma solugao tnica do problema
variacional homogéneo e a coersividade da forma bilinear.
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1.2 Formas bilineares

Seja V' um espago de Hilbert real relativamente ao produto interno (.,.)y e
denotemos por |||y a norma induzida por este produto interno. Prova-se que o
espaco dual de V, V/, é um espaco de Banach para a norma

[v'[lv: = sup | <v',0>viv |, (1.1)
Il =1

em que < v',v >y/«y denota a imagem de v por v'.
No espaco dos operadores lineares definidos de V em V', L(V, V"), consideramos
a norma
[Allvi—v = sup [Avv-. (1.2)

ve
lollv=1

Definigao 1.1 A forma bilinear a(.,.) : V x V — IR diz-se continua (ou limi-
tada) se existe uma constante Cp, > 0, tal que

la(v, w)| < Crlollvllwlv, Yo,w e V. (1.3)

Proposicao 1.2 Uma forma bilinear a(.,.) : V x V. — IR € continua se e s¢
se existe A € L(V, V"), dnico, tal que

a(v,w) =< Av,w >vixv, Yo,w eV (1.4)

[Allv: v < CL. (1.5)

Demonstragao: Seja v € V. Se a(.,.) é continua entdo a funcional linear
©y € V' definida por
@U<w> = a(v,w), w e ‘/a

¢é limitada. De facto

lpullvr = sup [y (w)| < Crljv]v.

weV
flwllv=1
O operador A : V — V' definido por Av = ¢, é linear e satisfaz

HAHVQ_V = sup ||A’UHV/ S CL.
veV
llvllv=1
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Reciprocamente, se A € L(V,V’), entdo a(.,.) : V x V — IR definida por
a(’U, w) =< A’U, W >VIxV,
é uma forma bilinear que verifica

la(v, )] < [|4vllvllwly < [Alvev ol llwllv, Yo, w € V.

Dizemos que A é o operador associado & forma bilinear continua a(.,.).
Seja a*(.,.) a forma bilinear adjunta de af(.,.), isto é,

a*(v,w) = a(w,v), Yv,w € V.

Verifica-se facilmente que o operador dual de A, A’, estd associado a a*(.,.).

Sejam af(.,.) uma forma bilinear continua definida de V.x Vem R e f € V'
Consideremos o seguinte problema

determinar v € V tal que a(u,v) = f(v), para todo v € V, (1.6)

designado por problema variacional. Pela Proposigéo 1.2, o problema (1.6) é equi-
valente a

determinar u € V tal que < Au — f,v >y xy= 0, para todov € V, (1.7)

ou ainda,
determinar v € V tal que Au= f em V. (1.8)

Deste modo, averiguar se o problema (1.6) tem solugao dnica é equivalente a
verificar a existéncia do inverso do operador definido na demonstragao da Proposi-
¢ao 1.2. O resultado seguinte estabelece uma condigao necessaria e suficiente para
que (1.6) tenha solugao unica.

Proposicao 1.3 Seja A € L(V,V') o operador associado & forma bilinear
continua a(.,.). As segquintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) existe A=t e A= € L(V', V) ;

(i1) existem €,€' > 0 tais que

inf{sup{|a(v,w)| : w eV, |Jw||y =1} :v eV, |jv]|ly =1} =€ >0, (a)

inf{sup{la(v,w)| :v €V, |v||ly =1} :w eV, ||w]|ly =1} =€ > 0. (b)
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Demonstragao: Suponhamos que existe A~! € L(V', V). Entao

| < Av,w >vyixy |

inf  sup J|a(v,w)] = inf sup
veV weV veV eV ||UHV||U)HV
llollv =1 |jw|v=1 V70 w0

‘ < AAilvl,w >Sviky |

= inf sup
veviwey AT vllwllv
v'#0 w#0
= inf ! sup [ <vhw >y |
vev' [A7 v ey [[wl[v
v #0 w#0
!
I 1%

vev' [[A7 ||y
v’ #0
= 1/|A vy,

logo vale (1.9a) com € = 1/||A7||y—y/. Da mesma forma se prova (1.9b) com
¢ =1/ A vy
Provemos agora a implicacao contrdria. De (1.9a) vem

sup{|a(v,w)| : w € V, [lw|ly =1} > ¢||v|lv, Yv €V,

ou seja,
|Av||v: > €|lv||v, Yv e V. (1.10)

Assim, Av é a funcional linear nula se e s6 se v = 0 e portanto 4 : V. — V' é
injectivo. Com o objectivo de provar que A é sobrejectivo, mostremos que

Z={Av:veV}cV’

é fechado.

Seja {z,} (n € IN) uma sucessdo em Z tal que ||z* — z, ||y — 0. Provemos que
z* € Z. Se zn, zm € Z, entao existem vy, v, € V tais que Av, = 2z, € AvVy = Zp,.
De (1.10) temos

HUm - UnHV < Hzm - ZnHV’/G'

Atendendo a que {z,} é uma sucessdo de Cauchy entao existe v* € V tal que
v, — v* e, deste modo, z, = Av, — z*, pois A é continuo. Logo concluimos que
Z é fechado.

Consideremos a decomposicio de V' em Z @ Z+, em que!

Zt ={zxeV':(z,2)v =0, Vz € Z}.

v/ é um espago de Hilbert com produto interno (v/,w’)y: = (J;lv/,J;lw’)v em que
Jy € L(V, V') é o isomorfismo de Riesz.
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Suponhamos que A ndo é sobrejectivo. Entdo existe 0 # w’ € Z1 e, pelo
Teorema da Representacao de Riesz, existe v; € V' que verifica

< w’,v Syrixy= (’Ul,v)v, Yv e V.
De igual modo, para v € V existe vy € V tal que
< Av,u >Syrgy= (Uz,u)v,vu evV.

Seja u = v;. Vem
< A’U,’Ul Syixy= (Uz,vl)v,

e portanto
a(v,v1) =< Av,v1 >vixy= (v2,v1)v = (Av,w’ )y =0, Yo €V,

o que contradiz (1.9b). n

Como consequéncia do resultado anterior, se vale (1.9) entdo o problema (1.6)
tem uma unica solucao. O teorema seguinte estabelece esta conclusao.

Teorema 1.4 Se a forma bilinear continua a(.,.) satisfaz (1.9), entao (1.6)

1
tem uma tinica solucdo u = AL f que verifica ||lullv < = ||f]lv:-
€

Defini¢ao 1.5 Uma forma bilinear a(.,.) definida de V x V em IR diz-se
V-eliptica se € continua e se existe uma constante > Cg > 0 tal que

a(v,v) > Ce|v|%, Yo € V. (1.11)

A condicao de elipticidade (1.11) é uma condigao mais forte do que a condicao
de estabilidade (1.9), no sentido em que se af(.,.) verifica (1.11) entao verifica (1.9).
Mais ainda, atendendo ao Teorema 1.4, vale o resultado seguinte.

Teorema 1.6 Se af(.,.) é V-eliptica entdo (1.6) tem uma tdnica solugao.
Demonstragao: Seja v € V, com ||v||y = 1. Entao
sup{la(v,w)| - w € V, Jwlly = 1} > Ja(v, )| > Cp,
e portanto concluimos (1.9a) com € > Cg. Analogamente obtemos (1.9b) com

EIZCE. |

Vejamos seguidamente uma condigao mais fraca do que a condigao de eliptici-
dade (1.11).

2A Cg chamamos constante de elipticidade.
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Definigcao 1.7 Sejam U eV espagos de Hilbert tais que V' tem mergulho com-
pacto em U. A forma bilinear a(.,.) diz-se V-coerciva se é continua em V x V e
se existem Cg > 0 e Cx € R tais que

a(v,v) > Cg|v|3 — Cx|v||3, Yv e V. (1.12)

O Teorema da Representacao de Riesz define uma isometria entre o espaco de
Hilbert U eoseudual U’, I : U — U’. Deste modo, U e U’ podem ser identificados.
Assim,se V C U, entao V Cc U C V.

Proposicao 1.8 Sejam U e V espacos de Hilbert tais que V' tem mergulho
compacto em U.
(a) Se a(.,.) é uma forma bilinear V -coerciva entdo a forma bilinear af.,.),

a(v,w) = a(v,w) + Cx (v, w)y, Yv,w €'V,
com Cg da Definicao 1.7, é V -eliptica. 3
(b) Se A € L(V,V') é o operador associado a a(.,.) entdo A = A+ CkglI € o
operador associado a af.,.).

Demonstragao: (a) Como af(.,.) é V-coerciva entao

a(v,v) = a(v,v) +Ck(v,v)r
Cillvlli — CxlvllE + Ck (v,v)u
Cellv|j}, Yv eV,

Y

logo af(.,.) é V-eliptica.
(b) Notemos que

< Iv,w >prxy= (v,w)y, Yo,w € U,
e, como V C U C V', entao
< Iv,w >yrxp=< Iv,w >yxy, Yo,w € V.

Logo
(U,UJ)U =< IU,U) >VIixV, Vv,w € V’

0 que nos permite concluir o pretendido. [

Da Proposigao 1.8, juntamente com a Teoria de Riesz-Schauder (Teorema
6.4.12 de [9]), obtemos o resultado que se segue.
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Teorema 1.9 Sejam U e V espagos de Hilbert tais que V' tem mergulho com-
pacto em U, a(.,.) uma forma bilinear de V-xV em IR, V-coerciva e A o operador
que lhe estd associado.

Para cada \ € €, tem-se apenas uma das sequintes afirmacaoes:
(i) (A= X"t e L(V', V), (A =X)"t e L(V',V);
(i) X € valor préprio de A.

Se A é valor préoprio de A, Av—Nv = f,f € V', tem pelo menos uma solugao
seesdsefl E(NS

Demonstragao: Pela Proposigao 1.8 temos
(A+Cxl) e L(V,V') e (A+CgI)"t e L(V',V),

e, assim, a aplicagdo K = (A + CxI)"'I:V — V estd bem definida.
Para p € C\{0} obtemos

K—pul=—-puI-p'K) = —p(A+Cgl) A+ Cgl—p 1}
—pu(A+ CrI)™ A= AD),

1
com A\ = — — Ck.
Como aplicagao K é compacta, a Teoria de Riesz-Schauder pode ser aplicada
a K — pl. Atendendo a
A=A =—p YA+ CkI)(K — pl),

concluimos o pretendido. [

Notemos que nas condi¢oes do Teorema 1.9, se 0 ndo é valor préprio de A,
entao o problema (1.6) tem solugdo tnica.

No que se segue consideramos os espagos H§(2) e H*(2), s > 0, que tém
mergulhos em L?((Q).

Denotamos por ||.||s a norma usual no espago H*(2) e por ||.||—s a norma no
espaco (H*(Q)), s > 0.

3FE’(\) representa o nticleo de A’ — \I.
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1.3 Alguns problemas variacionais

Seja © um subconjunto aberto de IR", limitado, com fronteira I" de Lipschitz
e seja L o operador diferencial

Lu= Y > (-1)P'D?(aag Du), ue C*"(Q), (1.13)

lal<m [B]<m
em que, para § = (§1,82,.,&n) € NG e [§] =370, &,

D olél
02810252 .. 0aS

(1.14)

Definigao 1.10 O operador diferencial L diz-se uniformemente eliptico em )
se existe € > 0, tal que

> ap@)E T = ¢, Vo € Q.6 € R™ (1.15)

lal=[8]=m

No caso de termos apenas an,g € L*°(Q) deveremos substituir ”"para todo
x € ¥’por ”"quase por toda a parte de 2”.

Seja g uma funcao definida em €2. Consideremos o problema diferencial
Lu=gem Q. (1.16)

O problema anterior pode ser complementado com varios tipos de condigoes
de fronteira, estando intrinsecamente relacionados com estas ultimas, diferentes
problemas variacionais que estudamos seguidamente.

Consideremos entao o problema (1.16) com as seguintes condicoes de fronteira
- designadas condigoes de fronteira de Dirichlet homogéneas -

(911, 8 2 8 m—1
uf(),a—nf(), <8_77> uO,...,<8—n> u=0em I, (1.17)

em que an representa a derivada segundo a normal unitaria exterior a I'.

Sejam af.,.) a forma bilinear definida de HJ*(2) x HJ*(2) em IR

a(u,v) = Z /aagD“uDﬁvdx (1.18)
lal.|8]<m ¢
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e f a funcional linear

f(v):/ﬂgvd:c. (1.19)

Atendendo a que, para u € C*™(Q) N HF'(2), se tem

Z Z (—l)lﬁ‘ADﬁ(aagD“u)vdx

la]<m |B]<m

a, DB
Z Z /QaagD uD"vdx,

la|<m |B|<m

(Lu,v)o

associamos ao problema diferencial (1.16), (1.17), o seguinte problema variacional
determinar v € Hy*(2) tal que

a(u,v) = f(v), paratodo v € HJ*(Q). (1.20)

Observamos que a solugao de (1.20), designada solugédo fraca do problema di-
ferencial (1.16), (1.17), pertence a HJ*(2) mas niao necessariamente a C?™((2).
Seguidamente estudamos algumas propriedades da forma bilinear af.,.).

Teorema 1.11 Se anz € L™(R) entdo a forma bilinear definida por (1.18) é
limitada em HJ"(2) x HJ* ().

Demonstragao: Atendendo a que existe C' > 0 tal que

ja(u, o)l < Y Naasllz= @I D*ullollD vllo < Clullmlvllm, Yu,v € HE' (),
leef,|BI<m

concluimos o pretendido. [

Vejamos seguidamente em que condigdes a forma bilinear a(.,.) ¢é
H}(2)-eliptica.
Notemos que em H}(Q), ||.|[1 e |.|1, com

o= | D ID|3, v e Hy(5), (1.21)
|a]=1

sao normas equivalentes. Logo existe Co > 0 tal que

[ofi = Callvllf, Yv € Hy (). (1.22)
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Teorema 1.12 Sejam Q limitado, m =1 e ang € L>®(Q). Se L é uniforme-
mente eliptico e é igual a sua parte principal * Lo, entdo a(.,.) é H}(Q)-eliptica.
Demonstragao: Seja, em (1.15), £ = Vu(x). Vem
a+ - 8'11 51} 2
D aas(@)[Vo(@)* = Y ay() o —(2) 5 —(2) > €[ V(@)
< Ox; Oz
], Bl=1 i,j=1
e portanto

a(v,v) > e/Q \Vo(z)|*da.

Atendendo a (1.22), obtemos
[ 1Vo(@)da = Calol.
Q
Logo af(.,.) é H(Q)-eliptica com constante de elipticidade Cr = € Cq. n

Nas condigbes deste teorema, o problema variacional (1.20) tem uma unica
solugao. Na verdade, pelo Teorema 1.6, concluimos o seguinte resultado.

Teorema 1.13 Seja a(.,.) uma forma bilinear HJ"()-eliptica com constante
de elipticidade Cg. Entdo existe uma tUnica solugdo do problema (1.20) que satisfaz

1
[ullm < Z=[1fll-m-
E

-

Teorema 1.14 Seja @ um conjunto limitado. Se m =1, aag € L°(Q) e L é
uniformemente eliptico, entdo a(.,.) é H}()-coerciva.

Demonstragdo: Consideremos a decomposicao a(.,.) = da'(.,.) +a”(.,.) em
que

a'(u,v) = Z /Qaag(x)Do‘u(x)D’Bv(x) dx

lo]=[B]=1

a'(u,v) = / aop(2)Du(z) DPo(z) dz.
lal,lgl<1 79
lal+][<1

4A parte principal de L é Lo = (—1)™ Ela\:\ﬁlim Dﬁaag D,
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Atendendo aos Teoremas 1.11 e 1.12, as formas bilineares anteriores sao, res-
pectivamente, H}(Q)-eliptica e limitada. Sejam C, a constante de elipticidade de
a'(.,.) e C/ >0 tal que

a’(v,v) > —Cf|v|j3, Vv € Hy(Q). (1.23)

Conjugando (1.22) e |v|? < |[v]|2, concluimos que 0 < Cq < 1. Logo existe
C > 0 tal que
[ollx < Cllvllo + Callvll1,

e portanto
C N 2 1
—og ) V16 2 Iy, Vo € Ho(). (1.24)
De (1.23) e (1.24) deduzimos a desigualdade
c \2
a’(v,v) > -C} vl|3, Yv € Hi(Q). (1.25)
1-Cq

Finalmente, atendendo & elipticidade de d/(.,.) e a (1.25), vem

C
1-Cq

2
a(v,wzc;;nv%cz( ) lol2. Vo € H (),

o que prova o pretendido. [

Vejamos seguidamente um resultado de existéncia e unicidade de solugao de
(1.20) quando a forma bilinear é H{*(2)-coerciva.

Teorema 1.15 Seja Q limitado e a(.,.) uma forma bilinear HJ"(2)-coerciva.
FEntao tem-se apenas uma das sequintes alternativas:

(i) O problema (1.20) tem uma unica solu¢do u € HJ*(Q);

(i) Exzistem e,e* € HJ*(2) nao nulos tais que

ale,v) =0, a(v,e*) =0, Yv € HJ* ().

Demonstragao: Como H{'(f) tem mergulho compacto em L*(Q) entdo o
Teorema 1.9 é aplicado. L]

Estabelecemos alguns resultados que caracterizam a forma bilinear af.,.) as-
sociada ao operador L considerando as condigbes de fronteira homogéneas (1.17).
Seguidamente consideremos essas condigoes substituidas por

u=¢em [ (1.26)
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e o operador L definido por (1.13) com, m = 1.

Seja af.,.) a forma bilinear (1.18), com m = 1, definida de H'(Q) x H}(Q) em
R.

Associado ao problema diferencial (1.16), (1.26), consideremos o seguinte pro-
blema variacional

determinar u € H'(Q) tal que u = p em I" e
a(u,v) = f(v), para todo v € Hg(L). (1.27)

Observamos que se existe ug € H(2) tal que ug|, = ¢ (em que |, denota o
trago de ug), entdo o problema variacional (1.27) é equivalente a

determinar u* € H} () tal que
a(u*,v) = f(v) — a(ug,v), paratodo v € H}(Q). (1.28)

De facto, se u* € Hg () é solugao de (1.28) entdo u = ug + u* é solugao de
(1.27). Reciprocamente, se u é solugdo de (1.27) entdo ug = u e u* = 0 satisfazem
(1.28).

Desta forma concluimos o resultado seguinte.

!

Teorema 1.16 Se o problema (1.20) tem solug¢do inica para todo f € (Hl(Q))
entdo o problema (1.27) tem solugdo tnica se e s6 se existe ug € H'(Q) tal que

Uolr = ©.

Consideremos finalmente o problema diferencial (1.16) com condigdo de fron-
teira

n n
ou
Bu = Z ij i + Zamum =pem I, (1.29)
i,j=1 i=1
em que n;,j = 1,...,n, sdo as componentes da normal unitaria exterior a I".

Seja a(.,.) a forma bilinear (1.18), definida de H™(Q2) x H™(Q2) em IR, e seja

f(v) :/Qg(:v)v(:v) dw+A¢(w)v(w) ar. (1.30)

Atendendo a

(Lu,v)p = a(u,v) — /F(Bu)v ar,

entdo podemos associar ao problema diferencial (1.16), (1.29), o seguinte problema
variacional

determinar v € H™(Q) tal que a(u,v) = f(v), paratodov e H™(Q). (1.31)

A condi¢do Bu = ¢ é chamada condigao de fronteira natural.
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Teorema 1.17 Se a3 € L™(Q) entdo a forma bilinear definida por (1.18) é
limitada em H™(Q) x H™(Q).

Demonstragao: A demonstracio deste teorema é andloga & do Teorema 1.11.
|

Para formas bilineares H™(2)-coercivas é valido o resultado seguinte.

Teorema 1.18 Sejam Q € C%' limitado e a(.,.) uma forma bilinear
H™(Q)-coerciva. Entao tem-se apenas uma das sequintes alternativas:

(i) O problema (1.31) tem uma unica solu¢do u € H™(Q);

(i) Ezistem e,e* € H™ () ndo nulos tais que

ale,v) =0, a(v,e”) =0, Yo € H™(Q).

Demonstragao: Atendendo a que H™(£2) tem mergulho compacto em L?(2)
entao o Teorema 1.9 é aplicado. L]

1.4 Resultados de convergéncia para a solucao de
Ritz-Galerkin

Consideremos o problema variacional
determinar u € V' tal que a(u,v) = f(v), para todo o v €V, (1.32)

associado a um problema diferencial.
Seja Viy um espaco de dimensao finita tal que

Vy CV, dim(Vy) = N, (1.33)
e seja uy € Vi a solucao do problema
determinar uy € Vi tal que a(uy,v) = f(v), para todo o v € Vy. (1.34)
A solugdo upy é chamada solucao de Ritz-Galerkin do problema (1.32).

No resultado seguinte é estabelecida uma condig¢ao necessaria e suficiente para
a existéncia da solucao de Ritz-Galerkin.
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Teorema 1.19 O problema (1.84) tem solugao unica un que satisfaz a esti-
mativa

1 1
< — , < — ’y 1.35
Junl < =17l < —Ifllv (1.35)
se e so se existe ey > 0 tal que
inf{sup{|a(v,w)| : w € Vi, |w|ly =1} :v € Vi, |lv|lv =1} =eny > 0.  (1.36)

Demonstragao: Resulta imediatamente do Teorema 1.4, pois em espagos de
dimenséo finita (1.9a) e (1.9b) sdo equivalentes. "

Vejamos seguidamente estimativas para o erro, u —uy, em que u € V é solugao
de (1.32) e uy é a solucdo de Ritz-Galerkin.

Teorema 1.20 (Céa) Seja a(.,.) uma forma bilinear continua que verifica
(1.36). Sejam uw €V e uy € VN as solugées de (1.32) e (1.84), respectivamente.
Entao

Cr. .
Ju—unllv < (1+=%) inf [lu—w]y. (1.37)
EN  w€EVN

Demonstragao: Atendendo a que u e uy sdo, respectivamente, as solugoes
de (1.32) e (1.34), vem

aluy —u,v) =0, Yv € V.
Assim, para v,w € Vi, com ||v||y = 1, temos
aluy —w,v) = a(fuy —u] + [u — w],v) = a(u — w,v)
e, pela continuidade de a(.,.), vem
la(un —w,v)| < Crfu—wllv o]y = Crllu —wlv.

Atendendo a (1.36), obtemos
1 CrL
luny —wlv < —sup{la(un —w,v)| : v € Vi, [loflv =1} < —=lu—wlv,
EN EN
e finalmente

Cr
l[u—unllv <[lu—wlly +|lw—un|v <1+ J)HU*MH\%

No teorema anterior assumimos que o problema (1.32) tinha solucdo. Vamos
agora estabelecer condigoes suficientes para a sua existéncia e unicidade.
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Teorema 1.21 Seja V; = Vy, C V(i € N) uma sequéncia de subespagos tais

que

lim d(u,V;) =0, VueV. (1.38)

1— 400
Se a(.,.) € continua e verifica (1.36) com €; > € > 0, para todo i € IN, entao existe
uma dnica solugdo do problema (1.32) e a solugdo de Ritz-Galerkin u; = unp,
satisfaz

lu — w;|lv — 0, quando i — +o0.

Demonstragio: Provemos que Z = {Av:v eV} C V' sendo A: V — V’
o operador associado a forma bilinear af(.,.), é fechado. Sejam { f,,} uma sucessao
em Z convergente para f* e u, o objecto de f,, n € IN. Atendendo a que

Hum - un”V < H.fm - fn“V’/g

entao f, é uma sucessao de Cauchy. Logo existe u* € V tal que u,, — u*. Pela
continuidade de A vem que f* = lim f,, = lim Au,, = Au*, logo f* € Z. Deste
modo concluimos que Z é fechado.

Provemos agora existéncia de solugdo de (1.32), ou seja que A é sobrejectivo.
Facamos a demonstracao por reducio ao absurdo. Suponhamos que existe f € Z+,
com || f||y» = 1. Pelo Teorema da Representagao de Riesz, existe —vy € V' tal que
f(v) = (—vf,v)y, Vv € V. Em particular f(vy) = —(vf,vs)v. Logo

flop)==(f, /v =-1 e a(w,vy) =< Aw,vy >y/xy=0, Yw € V.
Sejam u; € V;, (4 € IN) as soluges de Ritz-Galerkin. Entao a(u;, vy) = 0, isto é,
a(ug,vy) — flvg) = 1.

Decompondo vy em wv; + t;, com v; € V;, por (1.38) podemos garantir que
ltillv — 0, quando i — co. Logo

1 = alu,vy) — f(uy) = alus, vi) — f(vi) + alug, ts) — f(ts)
= a(wi,t;) — f(t:)

L= la(ui, t:) — f(t:)] < [Crlluillv + [[fllv] l[Ellv-

Como ||ui||lv < ||fllv:/€ e ||t:|lv — 0, obtemos uma contradi¢ao. Logo A é sobre-
jectivo. Assim para cada f € V' existe u € V que é solugdo de (1.32).
Atendendo ao Teorema de Céa, deduzimos que

C
lu = uilly < (1+ =2)d(u, Vi) =0,

i
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e, como a solucao u; de (1.34) é unica para todo ¢ € IN, entdo da convergéncia
anterior concluimos a unicidade da solugao w. [

A condigao (1.36) tem um papel fundamental nos resultados anteriores. E fcil
verificar que a referida condigao é valida quando a forma bilinear é eliptica. Nos
resultados seguintes provamos que a condigao (1.36) também é valida para formas
bilineares coercivas.

Sejam U e V espacos de Hilbert tais que V tem mergulho compacto em U.
Para A € C seja ay(.,.) a forma bilinear

ax(u,v) : VxV = C, ax(u,v) = alu,v) — Mu,v)y, (1.39)

e sejam
wA)= inf sup |ax(u,v)], (1.40)
ucV vEV
llullv=1 ||y =1
w;(A)= inf sup |ax(u,v)]. (1.41)

ueV; vEV;
llullv=1y|[,=1

Proposicao 1.22 Sejam A C € um conjunto compacto e a(.,.) uma forma
bilinear V -coerciva. Se a sequéncia de subespagos V; verifica (1.38) entdo existem
constantes C > 0 e n(i) > 0, independentes de A € A, com .ligl n(i) = 0, tais

11— 100

que
wi(A) = Cw(X) — n(i). (1.42)

Demonstragao: Consideremos os operadores Z(\) : V =V e Z;(\): V = V;
definidos por

z=Z(A)u éasolucdo de a,(z,v) = (A — p)(u,v)y, Yv €V,

zi = Zi(Mu é a solugao de a,(z;,v) = (A — p)(u,v)y, Yv € V;,

u €V ecom u=—Ckg (Ck da Defini¢ao 1.7).
Atendendo a que se tem

ap(u—=z,v) = alu—2zv)—plu—=z0)y

u(1,9) — (2, 0) + (0 — )y 0)er — (0= )y o)
ul,0) — O — ), 0)o

= ax(u,v), YwevV,
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pela definigdo de w(A), vem

wA)[lully < sup Jar(w,v)] = sup |ay(u—z,0)| < Csllu—zlv,
veV veV
llvllv=1 llvllv=1

com Cg = ||[A—pl|vv.
Observamos que para u € V e v; € V;,

ax(u,v;) = au(u — %, V;)

e portanto

sup |ax(ug, v;)]
v; €V v; €V}
[lvillv=1 [lvillv=1

sup |au(u; — 2i,v;)| > Cgllui — zi||lv

> Cpllui—2llv =z = zllv]
> CplC5'w\) = 1IZ(N) = ZiMlvev]|luillv.
Assim,
inf - sup - ax(ui, vi)] 2 Cp [CsrwN) = 1Z(N) = ZiN)lvv] ,
uillv =1 qu],-iueva
ou seja

wi(X) > CpCs'w(A) = CpllZ(\) = Zi(N)llv—v.
Se para, C = CpCg' e n(i) = Cpsup || Z(X) — Zn,(A)|lv—v, se tem
AEA

lim sup ||Z(A\) — Z;(N)||vev =0, (1.43)
A

11— 400 A€

entdo (1.42) fica demonstrada. Provemos (1.43) por reducao ao absurdo. Supo-
nhamos que existem ¢ > 0, n; > i tais que

sup HZ()‘) - an()‘)”VHV >€, VieN.
AEA
Entéo existem u,, € V, |lun,|| =1 e Ay, que verificam

11Z(Ani) = Zni (An)]un,

i

v (1.44)

DN

Atendendo a que A é compacto, existem A\; € A, u; € V, com limA; = A" e
limu; = u*. Pelo Teorema 1.21

I[Z(N*) = Zn; (A)]u*|lv — 0.

J
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Mas
11Z(A) = Zn; Ai)lusllv
< M2 = 2ONugllv + 11Zn;(Aj) = Zny N)]uillv
FNZ2A) s = wllv + [ Z0; (M) g = w"llv
FZA) = Zn, )] ||y = 0,
o que é uma contradi¢do com (1.44). "

Introduzimos seguidamente o conceito de valor préprio e vector proprio de uma
forma bilinear.
Seja A € € tal que existe e € V', e # 0, que verifica

ale,v) = Me,v)y, Yv € V. (1.45)

A X chamamos valor préprio de a(.,.) e a e fun¢do prépria associada a A.
Atendendo ao conceito anterior, facilmente verificamos que A é um valor préprio
de af.,.) se e 86 se w(\) = 0.
Estamos agora em condic¢oes de provar o resultado seguinte.

Teorema 1.23 Seja a(.,.) uma forma bilinear V-coerciva, em que V é um
espago de Hilbert com mergulho compacto em U. Se o problema (1.32) homogéneo
tem solugdo unica e (1.38) se wverifica para os subespacos V; C V entdo, para i
suficientemente grande, a condicdo de estabilidade

inf{sup{|a(u,v)| :v € Vi, ||v|lv =1} :uw € Vi, Jully = 1} = ¢, (1.46)
€ satisfeita com €; > € > 0.

Demonstragao: Como o problema homogéneo tem solugao tinica entao A = 0
nao é um valor préprio, logo w(0) > 0. Pela Proposicao anterior, para 4 suficien-
temente grande, temos

€, = wi(0) > ¢,
com € = £Cw(0) > 0.

Nas condicoes do Teorema 1.23, podemos garantir a existéncia de uma cons-

1
tante C' = — tal que
€

llly <€ sup 122y ¢y (1.47)
o£vev; |[vllv
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Logo, tendo por hipdteses a condigao de ”aproximacao” para os espagos V;, a uni-
cidade de solugdo do problema homogéneo a(u,v) = 0,YVv € V, e a coercivi-
dade da forma bilinear af(.,.), concluimos a desigualdade de estabilidade (1.47).
Esta sera usada posteriormente na demonstragao da estabilidade de um método
de diferengas finitas a estudar.
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Capitulo 2

Equacoes elipticas com
condicoes de Dirichlet

2.1 Introducao

Na literatura tém surgido alguns estudos que apresentam uma andlise cuida-
da da convergéncia de certos métodos diferencas finitas definidos em malhas nao
uniformes e mostram que a ordem de convergéncia é superior a ordem do erro
de truncatura. Os métodos com esta ultima propriedade foram designados por
supraconvergentes.

Alguns métodos de diferencas finitas para problemas de derivadas parciais
elipticos foram considerados em [3], [4], [6], [16] e [18]. No entanto, métodos
de diferencgas finitas supraconvergentes, para problemas elipticos com coeficientes
varidveis, derivadas mistas e definidos em dominios poligonais de IR?, foram apenas
apresentados em [5]. O estudo dos métodos de diferencas finitas que consideramos
neste capitulo foi apresentado no ultimo trabalho. A analise da estabilidade do
método é baseada nas propriedades de certas formas bilineares estudadas previa-
mente no Capitulo 1.

21
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Consideremos o problema diferencial eliptico, de segunda ordem, com condigao
de Dirichlet

Au=g em )
{ u=0 em, (2.1)
em que
Au = —(aug)s — (bug)y — (buy)z — (cuy)y + dug + euy + fu, (2.2)

e © C IR? representa um dominio poligonal limitado, i.e., a sua fronteira I" é a
uniao de segmentos de recta.

Supomos que A é uniformemente eliptico e que as fungoes coeficiente a, b, c,
d, e e f sao tais que

a,b,ce C3(Q), d,e e C1(Q) e f € C(Q).

Na Secgao 2.2 introduzimos a discretizagao do problema (2.1). Na Secgao 2.3
associamos ao problema de diferencas finitas um problema variacional discreto.
Para isso consideramos triangulagoes especificas do dominio e definimos uma forma
bilinear discreta ag(.,.). Concluimos esta seccdo com o Teorema 2.2 no qual
provamos a equivaléncia entre o método de diferencas e um método de elementos
finitos. Na secgao seguinte, tendo como base a desigualdade para a estabilidade
da forma bilinear ag(.,.), estudamos a estabilidade do operador de diferengas.
Finalmente, na Seccao 2.5, provamos a convergéncia quadratica, relativamente a
norma ||.||1, da solugdo numérica. Atendendo & equivaléncia entre o problema de di-
ferencgas e um problema variacional discreto, concluimos igualmente a convergéncia
quadratica da solugao deste tltimo, relativamente & norma ||.|;.

2.2 Meétodo de diferencas finitas

Sejam h = (hj)z e k = (ke)z duas sequéncias de ndmeros positivos. Para
xo, yo fixos, definimos a malha

Ry =R, x Ry C R?,

com
R, = {xj eER:zj41 =2 +hjt1,] € Z},

Re ={ye € R : yos1 = yo + ko1, L € 2},
e obtemos a seguinte discretizagao do dominio
Qg =QNRy, I'y=ITNRy, QH:QQIRH (23)

Atendendo a que consideramos dominios poligonais, a malha IRy deve verificar
a seguinte condigao:
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(Reg): A interseccao de I' com qualquer rectangulo (z;, j11) X (Yr, Ye41),
formado pela malha IRz, ou é vazia ou é a diagonal do rectangulo.

Figura 2.1: Exemplo de uma malha que satisfaz a condigdo (Reg).

Seja I/?/ 1 o espaco das funcdes vy definidas em Qp, nulas em I'y. Represen-
tamos por v, ¢ o valor da funcdo vy em (z;,y¢) € Ry.

Para cada ponto (x;,y¢) € Ry definimos os seguintes operadores de diferencas
centradas

UV, — UV;_
5;1/2)1“72 _ j+1/2,4 J 1/2,£’ (24)
Tj+1/2 — Tj-1/2
5(1/2),, _ Yit1e ~ Uit 2.5
x Vjtr1/2,0 Ti1 — 5 ( )
U5 — V;—
B2 = M, (2.6)

Tjp1 — Tj-1

em que Tjii/o = j + hjp1/2, xj_ 12 = x; — hj/2. As diferencas centradas
relativamente a varidvel y definem-se analogamente.
Seja Apy o operador de diferengas

Apgug = =082 Puy) — 6.(b6yup) — 6y (bdgup) — 6512 (6P up)
+dozup + edyun + fum. (2.7)

o
Pretendemos obter uy € Wx tal que

AHuH:gem QH (28)
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Seja Rpyu a restrigao da funcao u a malha Qp. O erro de truncatura Ty é
dado por
TH = AHRHU — RHg.

Utilizando o desenvolvimento de Taylor verificamos que, para malhas nao uni-
formes, Ty ¢é incounsistente (ou de primeira ordem, se b = 0).

Se a fronteira I' contém segmentos [y que nao sao paralelas aos eixos coorde-
nados, a aproximacgao para as derivadas mistas nao tem significado para os pontos
P € Qg tais que dois dos seus pontos adjacentes pertencem a I'y. Atendendo a
este facto, se b # 0, assumimos que {2 é uma uniao de rectangulos.

2.3 Problema variacional discreto

Seja a(.,.) a forma bilinear

a(u,v) = /Qauxvm+cuyvy + b (ugvy + uyvy)
dug v+ euy v+ fuvdrdy, u,v€ Hy(Q). (2.9)

Podemos associar ao problema diferencial (2.1) o problema variacional

determinar u € Hj () tal que
a(u,v) = (g,v)o, para todo v € H}(Q). (2.10)

O objectivo desta seccao € definir uma versao discreta do problema variacional
anterior, isto é, associar ao problema de diferencas (2.8) um problema variacional.

o
Para o efeito consideremos em ¥ g o produto interno
o
(ve,wh)n = E WjevjeWje, VH,WH € WH, (2.11)
(z5,y0)€EQH
em que os pesos wj ¢ sao definidos por

R+ hjp1 ke + keyr
2 2

Wy = , (.’L‘j,yg> € Qy. (2.12)

Denotamos por ||.|| gz a norma induzida por este produto interno.

o o
Assim, objectivo desta seccdo é definir ag(.,.) de Wy X Wy em IR e associar
ao problema (2.8) o problema variacional
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o
determinar uy € Wy tal que

ag(ug,vy) = (Ryg,vn)y, para todo vy € V([)/H (2.13)

Consideramos em {2 duas triangulagoes especiais, ’TI({l) e Tl(f), obtidas a partir
da decomposi¢ao
Ry = RYURY,

em que os conjuntos IRS,) e ]Rf,) sao formados pelos pontos (x;, y¢) tais que a soma

dos indices j + ¢ é, respectivamente, par ou impar. Para simplificar a notacao de-
finimos ainda ]Rg’) = ]R(bl[). A cada ponto (z;,y¢) € Ry associamos os tridngulos
Agg,i =1,2,3,4, que tém um angulo recto em (x;,y¢) e, como restantes vértices,
dois dos quatro pontos adjacentes.

Sejam 7, F(IS} e 7, F(IS; as seguintes familias de triangulos

T = {AEZ cQ:(zj,y) eRYie {1,2,3,4}}, (2.14)
T =3AN oy | Al @) e RE™ie{1,2,34) 5,  (2.15)
AET)

o]
em que A representa o interior de A, e seja

T =T VT, s=1,2. (2.16)

A figura 2.2 mostra uma dessas triangulacoes.

VAR
/ N
N
4 ~ | T
\ N /
\ d \ /
/
\ s \
\N| 7 N4
N /T
// > s
~ v/
s ~

Figura 2.2: Triangulacao ’TIE,S). T indica triangulos de TISS%.

Seja PI(; ) o operador de interpolacao segmentado linear relativamente a trian-

gulagao TF(IS), s=1,2.
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O resultado seguinte ¢é utilizado posteriormente no calculo de PI({S )vH, em que

UHGV%H? 5:1,2.

Proposicao 2.1 Sejam A, = {(§,n) : &,1>0,§+n < 1} o tridngulo unitdrio
e P = (z4,v:),t = 1,2,3, os vértices de A € TISS). FExiste uma aplicacdo linear e
bijectiva @ definida em A, tal que (A,) = A.

Demonstragao: Basta considerar a fungao ® : A, — A, com
O(¢,n) =P+ &P~ P1) +n(Ps—P1).

A sua inversa @' : A — A, ¢ definida por ®~*(z,y) = (§,7), com

(z2 —21)(ys —y1) — (23 — 1) (Y2 — y1)
e
- (z —x1)(y2 —y1) — (Y —y1) (w2 — 11) (2.18)
(z3 — 1) (y2 —y1) — (22 — 21)(y3 — y1)
| ]
Sejam va 1,vA 2, VA,3 0s valores de vy nos vértices de A € Tb(,s). Como
PPvn(€,m) = (va2 — van)é + (vas — va)n +va 1, (2.19)

o polinémio interpolador de vy em cada triangulo A,
P](;)UH(I’ Y) = AaT +yay +oa,

obtém-se imediatamente de (2.19), tendo em conta (2.17) e (2.18).

Figura 2.3: Triangulo de referéncia A,,.



2.3. PROBLEMA VARIACIONAL DISCRETO 27

Consideremos em (2.9), u e v substituidos, respectivamente, por PI(;)UH e

5 o
PI(; )vH, ug,vg € Wy e definamos uma aproximagao para cada parcela de
a(PI({S)uH,PI(;)vH)

Seja aa o valor de a no ponto médio do lado de A paralelo ao eixo dos xx e

a'® (g, wy) = Z aA/ P() P( )wH) dzdy. (2.20)
AET(S)

De modo andlogo, seja ca o valor de ¢ no ponto médio do lado de A paralelo ao
eixo dos yy e

) (o, wp) = Y CA/ (P v)y (P wi), drdy. (2.21)
AeTy)

As duas formas bilineares anteriores aproximam os termos de a(.,.) associados as
derivadas de segunda ordem em relagao, respectivamente, a x e y.

Para a aproximacao do termo de af(.,.) associado as derivadas mistas conside-
ramos

W (g, wn) = S bA/ (P )0 (PP wr),

AeT(‘?)
(P v )y (P wn )] dady, (2.22)

em que ba é o valor de b no vértice de A correspondente ao angulo recto.

(xjayé+1)

CA®

ba

(z5,v¢) an (7541, ye)

Figura 2.4: Pontos envolvidos no célculo de aa, ba € ca.

Seja
(P vm)aw = Pivn(wa,ya), (2.23)
em que (za,ya) é o ponto médio do lado de A paralelo ao eixo dos zz. Definimos

de modo anélogo (P;;)UH)Avy sendo, neste caso, (xa,ya) o ponto médio do lado
de A paralelo ao eixo dos yy.
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Consideramos na aproximagao dos termos da forma bilinear af(.,.) associados
as derivadas de primeira ordem as seguintes formas bilineares

A9 (v, wr) = Y [PY (dwa))as / (P vy dady, (2.24)
AeTS) A
€
g, wr) = Y [P (ewn)]ay / (P vy, dady. (2.25)
AeTS) 4
Finalmente,
O (vg, wy) = Z wjef (x5, ye)vjew;e. (2.26)
(z5,y0)€EQH

Seja ap(.,.) a média aritmética
1
ar = 5(ay’ +aj). (2.27)

definida em I/f/H X I/f/H, em que
al®) = al®) 4 &) 4 ) 4 gl 4 ) 4 FO) g =1 2, (2.28)

No resultado seguinte é estabelecida a relagao entre a forma bilinear ag(.,.) e
o operador de diferengas Ap.

Teorema 2.2 Sejam Ay o operador de diferencas definido em (2.7) e ap(.,.)
a forma bilinear definida em (2.27). Entdo

CLH(’UH,’LUH) = (AHUH,U)H)H, V’UH,’LUH eEWgn. (229)

Demonstragao: Seja vy € I/?/ g uma funcao que se anula em todos os pontos
de Qg excepto o ponto (z;,ye).

Em cada uma das triangulagoes ’TISS) ha apenas quatro triangulos
A;i = 1,2,3,4 em que (PI(;)UH)w é nao nulo. Esse triangulos estao represen-
tados na figura 2.5 e foram numerados de forma a que (PI(JS)UH)w e (PI({S)wH)w
tenham as mesmas expressoes em A;,i = 1,2, 3,4, quer este pertenga a Tb(,l) ou
7.



2.3. PROBLEMA VARIACIONAL DISCRETO 29

VA IR \ /
/ N N \ P 7/
/
N \ s
/ AQ Al N AQ N7 Al
VAV Ay Phd As, N \A4
\ - 4 ~
N| 7~ 7 ~N
(1) (2)
TH TH

Figura 2.5: Triangulos que contribuem para o célculo de a*)(.,.).
Entao

wjt1,e — Wie Ve hjpike

a'® (vgr, wr) —a(Tj11/2,Ye)

hjvr hje 2
Wj.e — Wji—1,0 V5.0 hjke+1
h; h; 2
Wj,e — Wji—1,0 V5.0 hjke
h; h; 2
Wit1,0 = Wie Vje hjrike

+a(zj_1/2,Ye)

+a(zj_1/2,Ye)

—a($j+1/2, yz)

hj1 hjyrn 2
e portanto
a® (vg, wr) = <f§§1/2)(a§§1/2)vH),wH>H, s=1,2. (2.30)
Da modo andlogo
A (vg,wyr) = (—5751/2)(05751/2)111{),11111)[{, s=1,2. (2.31)
E facil verificar que
d® (v, wir) = (dépvm, wi)m, s =1,2, (2.32)
e
e vy, wy) = (edyve, wir)u, s =1,2. (2.33)

Para as derivadas mistas, o contributo de cada uma das triangulagoes é dife-
rente. Suponhamos, por exemplo, que j + ¢ é par. Para o cdlculo de b(!) temos
que considerar apenas os quatro tridngulos que tém angulo recto em (z;, y¢).
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Entao
b _ g (Mt Wikt = Wie | Vje Wil — Wi hjt1kesa
(UH,’U)H) - _jvé<h_ k k h 2
j+1 +1 +1 J+1
by (Lt WL T Wik Vgt Wit — wj—l,f>hjké+1
I k k h 2
j 041 041 j
b (Ll Wit = Wikt gl Wik = Wity hjky
I h; ke ke h; 2
by g( et Wit ~ Wiy Vit Wikl — W hjy1ke
—bje - ==
hjs1 ke ke hjs1 2
= 0.
AN
/ N
/ AN
/ N
/ N N
7 Ag Aq N
7|
N Ag Ay Phd
7
AN -
AN 7

Figura 2.6: Tridngulos de 7, b(,l) que contribuem para o célculo de b,

)

Na triangulagao 7, F(IZ hé oito triangulos que contribuem para a expressao de

b(2)(vH,wH).

s/
\ /
\ AS AQ 7
\ /
\ s
As LT A
Ag,// \\ Ag
~N
s Neg| A7 N~
/ ~N

)

Figura 2.7: Triangulos de 7, 15,2 que contribuem para o célculo de b(2).
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Assim, explicitando b (ver, wpr ), obtemos

1
2
PP, wn) = —Sbievswiien — 5w e

1 1
+505,04105,0Wj— 1,041 + 501,005, 00j1,041
1

—5bi-1evieWi—1e-1 = Sbje-10. 0101

1 1
+5bie-1Viewi+1,e-1 + 5j11.005. 001101,

e é facil deduzir a igualdade

1
5[b<1>(vH,wH)+b<2>(vH,wH) = (=0a(b0yvn) — 0y (b0pvr ), wr) gy . (2.34)

De (2.30), (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) concluimos (2.29). "

Observamos que se o problema nao tem derivadas mistas basta considerar
aH:aS),s:lous:Z

Nesta sec¢ao comegdmos por considerar o problema variacional (2.10) e defini-
mos o problema variacional discreto (2.13). Este tltimo ¢ induzido considerando

as formas de quadratura definidas e traduz um método de elementos finitos linear.

2.4 Estabilidade

Seja A a sucessao de vectores (hj, k¢) em que Hpor = m%x{hj, ke} — 0.
3

A demonstracao da estabilidade do método de diferencas finitas introduzido é,
como j4a referimos anteriormente, baseada na desigualdade para a estabilidade da
forma bilinear.

Comecemos por notar que vale o resultado seguinte.

Proposicao 2.3 Suponhamos que problema variacional (2.10) homogéneo tem
solugdo unica. Entao, existe uma constante C tal que, para Hy,q, suficientemente
pequeno, se tem
a(Py v, P wn)

1P w ||y

1P vyl <O sup L um €Wn, s=1,2.  (2.35)

0w EW i
Demonstragao: Pelo Teorema 1.14, af(.,.) é H}(Q)-coerciva.
Seja

Vg = {PI({S)UH cvg € Wat
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Atendendo a que para todo v € Hg(£2) se tem

lim 0d<’l), Vi) =0,

maz

entdo, pelo Teorema 1.23, concluimos que existe C' > 0 que verifica (2.35). L]

Com o objectivo de estabelecer uma desigualdade andloga a (2.35) para a forma
bilinear ag(.,.), consideremos seguidamente alguns resultados auxiliares.

Lema 2.4 Sejam vy, wy € Vi)/H, H € A, tais que
1P vl < C, |PS wi |l < Ca, s € {1,2}, (2.36)

com C7 e Co constantes positivas. Entdo
(i) 0 v wi) = (a(Pf v, (P wn)s )
. s s s s s (HeA)

(i) ) (i, wir) = [ (B va)e (P win)y )+ (6P vm)yy (P wi)2) |20,

s s s HeA
(ii) o (vir,war) = (e(Pfva)y, (P wi)y ) =

(Hen),

0.
Demonstragao: Seja A € 7, F(IS). Como a funcao coeficiente a é continua em
Q, entao

s s s s HeA
aA/(Pé)vH)w(Pé)wH)wdxdy—/ a(x,y)(PI({)vH)w(PI({)wH)wdxdy(—e>)0.
A A

Esta convergéncia é uniforme em relacao a A, e portanto, somando sobre todos os
tridngulos, provamos o pretendido. A demonstracao de (ii) e (iii) é andloga & de

(i). "

A proposicao seguinte é usada na demonstracao do resultado andlogo ao Lema
2.4 para as formas bilineares associadas as derivadas de primeira ordem.

Proposigao 2.5 Seja A, = {(&,n) :&,n >0, +n <1} o trigngulo unitdrio.

Se v € linear em A, entdo
Lo 2 2 2
S1V7(0.0) +2(L0) + 0?0, 1] < [ v*(€m) dedn. (2.37)

“w

Demonstragao: Sejam v; = v(0,0),v2 = v(1,0),v3 = v(0,1). Como v é linear
em A,, entdo
v(&n) = (v2 —v1)§ + (v — V)N + v

Assim,
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P
V3 + v3 + V3 + v1vy + VU3
12

Os valores proprios desta matriz sao Ay = A2 = 1 e A3 = 4. Logo,

L
[NCRSE
<
[\
vV
-
=4
SN

2
[Ul UQ’U3] 1
1

A drea de A ¢ denotada por |A].

33

1 pl—¢
/ 2(€n) dedy = / / (02— 01)€ + (v3 — o) + o1 dde
A 0 0

Proposicao 2.6 Seja Ty uma triangulacao de Q. Sejam va 1,VA,2,0A,3 08

o
valores de vg € Wy nos vértices de A € Tg. Entdo existe uma constante C

positiva tal que

D 1A[(van? + [vasl + vasl) < Cll Paonl.
AETH
Demonstragao: Por definigao, temos que
1Promlf =) / | Pyvy|? dady.
AeTy /A

Considerando a Proposicao 2.1, temos

/ Pron? dedy = |detd] / [(Prrvs) (®(¢, ) dedy
A Ay

PN /A |(Prrvm) (D€, m))|? dedn,

em que P estd definida na proposicao referida.
Atendendo a Proposicao 2.5, obtemos
1
[ \Pron) @6 m)P dedn > 5(loa P+ losal + oas

“w

%),

(2.38)
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e portanto, somando sobre todos os triangulos, concluimos o pretendido. n

Na demonstracao do lema seguinte utilizamos o conceito de convergéncia dis-
creta de uma sucessdo de funcionais lineares, considerado em [21]. Sejam (LZ(Q2)) e
(L3(Qp))’, respectivamente, os espagos duais de L3(2) e LE(Qx), H € A. Dizemos
que a sucessao de funcionais lineares {ly} converge para [ se

V{’UH}A S HL%(QH),VU S Lg(Q) : ||’UH - RH’UHH - 0= ZH<’UH) — l(’U).
(2.39)
Usaremos a notagao lg—1.

Lema 2.7 Se vy, wy € Vi)/H, H € A, verificam (2.56), entio

d® (v, wi) — <d<P1(;)UH)waPI(;)wH)O — 0 (H € A),

e(s)(vH,wH) — (e(Pg)vH)y,PI(j)wH)o — 0 (H € A),
s=1,2.

Demonstragao: Sejam v e w € H}(Q) os limites de P](_IS)UH e P](_IS)UH, res-
pectivamente. Entao

(e(Pf vy, P wnr ) — (evyw)o (H € A).
Pretendemos mostrar que
e vy, wy) — (evy,w)o (H € A). (2.40)

Consideremos as funcionais lineares Iy € (L3(Qy)) el € (LE(Q))" definidas
por
lg = e(s)(vH,.) e 1= (evy,.)o.

Provemos que g —l.

Atendendo a que a convergéncia anterior é equivalente & estabilidade de {lg }a
e a consisténcia de {{g}a com [ ([21]), provemos que estas tdltimas propriedades
sao validas.

Atendendo a Proposigao 2.6, temos

e v, wn))* < C D [ 1P vn)yl? dady
AeT
< 3 AP wr)anl® + (P wr)ael® + (P wr)asl)
AeT
< ONPF va)yllBII P wrll3,
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e portanto concluimos a estabilidade de lg.
Seja ¢ € C§°(Q). Como C§°(Q2) é denso em LZ(f2), para provarmos a consis-
téncia referida basta demonstrar a convergéncia

la(Ru¢) — U(¢) (H € A),

ou seja
e (v, Rip) — (evy,d)o (H € A). (2.41)

Como a funcao seccionalmente constante vy definida por
Vi (a,y) = (P (eRud)lay, (v,y) € A, A€ TS,

converge para e ¢ em L2(£2), de

e (v, Rud) = (P 0r)ys b )o,

resulta imediatamente (2.41). "

Lema 2.8 Nas condi¢des do lema anterior,
O, wi) — (fFPP v, PP wi)o — 0 (H € A).

Demonstracao: Usando os mesmos argumentos da demonstragao do lema
anterior e atendendo a que, para ¢, ¢ € C§°(Q), se tem

fORu¢, Rup) — (fé,9)0 (H € A),

concluimos o pretendido. [

Com os Lemas 2.4, 2.7 e 2.8 demonstramos que para as sequéncias {vgy}a e
{wp } A nas condigoes (2.36)

0% (v, wir) — a(PY vy, P wy)| — 0 (H € A). (2.42)
Da Proposigao 2.3 e de (2.42) resulta o teorema seguinte.

Teorema 2.9 Suponhamos que problema variacional (2.10) homogéneo tem
solugdo unica. Entdao, existe uma constante C' tal que, para Hpq. Suficientemente
pequeno, se tem

lag (ve, wy)|

IPS vyl <O sup vm €W, s=1,2. (2.43)

075UJHEV([)/H HPI(;)wHHl
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Conjugando os Teoremas 2.2 e 2.9, obtemos

AHUH,'U)H H
sup |<(S)—)| > HPI(JS)UH||1,
O?éwHGVC[)/H ||PH ’U)H||1
ou seja
1 (s) o
lArvrll-sm = EHPH villi, Yog € Wa, (2.44)
em que
A
lAgvnll 1= sup LAV wE]

oconersy 1P wml

A desigualdade (2.44) traduz a estabilidade de Ap.
2.5 Convergéncia

Consideremos, na desigualdade (2.43), vy = Ryu — up, em que u e uy S40
respectivamente, as solugdes do problema diferencial (2.1) e do problema de dife-
rengas (2.8). Pelo Teorema 2.2

lag(Rpu,wy) — (Rug, wr) |

1PS w1y

1P (Riu = ug)ll < C sup
OinGV({)/H

)

e portanto uma estimativa para a norma do erro obtém-se estimando
ang(Rau, wn) — (Rag, wi)n.

Para o efeito consideramos a contribuigao de cada parcela da forma bilinear ag (., .).
As norma usuais dos espagos H"(A) e W™*°(A) sao representadas, respectiva-
mente, por |||, € |

r,00,A-

— o]
Sejam u € C*(Q) e vy € W . No que se segue escrevemos u em vez de Ryu.
Consideremos a seguinte contribuicao

Ton = aA/(PHu)w(PHvH)wdxdy,
A

em que A é um triangulo de Tf(ls).
Assumindo que A tem como vértices (z;,v1), (T, Yer1), (Tj41,Ye), vem

Ujr1,6 — Ujp
Ta,A = aj+1/27gjhij/ (PHUH)I d.’Edy
j+1 A
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Mas
Uje = Ujpr/2.0 — <Uw>j+1/2,é% + (Uw>j+1/2l h?gl
(Ummm)jJrCl,E%’
Ujiste = Ujyij20+ (Ua)jr1/.0 hj;l + (Uza)j11/2,0 h?gl
+(uxm)j+§2,e%,

com Tt € [T, Tj41/2] € Tjtc, € [Tj41/2, Tj41]. Logo

3
Uj+1,6 — Uje h‘+1
e " = = () je1/2,0 + [(awa) e e + (awe)jrcad] =g
J
Mais ainda,
(uxxx)jJr(l,Z + (uxxx)j+(:2,f o ( )
9 = urxr)a+C3,Ev
COM Tjy¢y € [Tjacy, Titcal-
Conjugando as expressoes obtidas, vem
Vit1,e — Vi Njp1keqt
Ta,A — (auw>j+1/2,f ks 2 It + + Ra,l
hj+1 2
com
hin
|Ra,1 < %4 HaHoo,A”uwww”oo,A/ |(Prvm )| dvdy.
A
Por outro lado,
hji1 h3 i
(aum)j+1/2,é = (auas)j,f + ((aux)x)j,Z 9 + ((aum)mr)j,ET
h3
+1
+<<auw>www)j+gufi—8’
e
hiiq
(aux)j—i-l/Q,é = (aux)jJrl,E - ((aux)x)jJrl,f% =+ ((aur)m)jJrl,f
h3
+1
_<<auw>www>j+gzyfi—8’

COM Tjtg, € [T),%j41/2] € Tjtg, € [Tjt1/2,Tj41]-

2
hjﬂ

37
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Obtemos finalmente

Vj4+1,¢ Vje
Ton = [(auw)j+1/2,f }iﬂ - (auw)j+1/2,12h_j ] A + Ra,1
J+1 J+1
kotq hji1
= 5 [(auw)ﬁu - ]2 ((auz)z)j+1,e| Vi+1,e

2
+Rap, (2.45)

k h;

em que R, satisfaz a estimativa

h2
j+1
‘Ra,Q < ;4 (”anoo,A”uwww”oo,A+3H(a“w)ww”oo,A)/A‘(PHUH>w|d$dy
i,
+ 12 [(ate)zazlloo,al Al(Jvj,e] + [vjt1,e])-

Consideremos agora a contribui¢do de T, A em todos os tridngulos A. O desen-
volvimento (2.45) é andlogo para qualquer orienta¢do. Atendendo a que vy =0
em I, obtemos

k h;
I S e e o
AeTS) (z,90)€QH
ki h;
2 () = (e )y v

ke ;
4 aun)io = s 3o
ke J+1
== |(auz)je + ((aug)a)je | vje + Ra,
ou seja,
hi +hii1 ke +k
> Taa= > [ S 2““<<aux>x>j,wj,e]+Ra, (2.46)
Ae’]’;f) (zj,9e)€EQH

em que R, satisfaz

h2
< Z [_A(||a||OO,A||Urm”00,A +3[[(ats)zzlloc,a) [ |(Prvm)s|dzdy
A

Rl 2

AeTS)

h2
+75 [1(@ua)aaalloo,alAl(Jvas +vas +vass))]:
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Notamos que

h2
[Ra| < Z [24(HaHooA”Urrr”ooA+3||(aur)xx”ooA+2||(aur)rm”ooA)
AeTS

( /A ((Pagor)sldudy + |A|( T loash)l,

ou ainda, pela desigualdade de Holder

|Re| < C Z |ARA (lalloo,alltuzzzlloo,a + [[(atiz) ez |1,00,4)
AeT{?

[N

>

1
KI(/ |((Prvm)o|dedy + |Al(Jval +vaz] + vasl))?
AeT A

Mas atendendo a Proposicao 2.6, vem

|(Prve)eldedy + /[A|(Joaa] + [vae] + [vas])

> |k

AeT
<(C Z PHUH ‘ d:cdy—i—\A\( +‘UA3| D
AeT
< O Proul?.
Concluimos deste modo que
1
2
[Rol <C | Y |ARA(lallco,allteraliooa + 1(ate)sel1,00,a)? | 1Prvm 1
AeT
(2.47)
Finalmente, de (2.46),
o' (Ryu,vy) = —(Ru(atg)z,ve) g + Ra. (2.48)
De igual modo se prova que
C(S)(RHU,UH) = *(RH(Cuy)y,UH)H + R, (2.49)

em que R, satisfaz uma estimativa semelhante & de R,, com 0/9y, ka e ¢ em vez
de 0/0x, ha e a, respectivamente.
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Seguidamente consideramos a contribuicao associada ao termo das derivadas
mistas

%(b(l) +0@).

Detalhamos apenas a parte correspondente a (bu,),, que denotamos por bé@)
Consideramos, em primeiro lugar, o coeficiente de v;, que figura em
bg;?(RHu,’l}H>, s=1,2.
Seja

Tyn = bA/(PHU)m(PHUH)ydxdy.
A

Consideremos os 4 triangulos de ’TI({l) que contribuem para o coeficiente de v; ¢
( j+e par) e que estao representados na figura seguinte.

)

Figura 2.8: Tridngulos de T]gl tais que T3 A, contém o factor v g.

Atendendo a igualdade

4
biv

> Tha, = 5 (W10 = wj1,0)vj000 = (W10 = uj-1,0)v5,01]

=1

4 . ~ e
vem que Zi:l Ty A, , efectivamente, nao apresenta qualquer contribuicao para v; ¢.

Consideremos agora a triangulagio 7, 122). Nesta triangulacao existem 8 tridngu-
los com vértice em (z;,¥y¢), sendo nula a contribuicao de 4 deles para o coeficiente
de v;¢. Vamos considerar seguidamente os 4 restantes.

Seja A7 o triangulo de vértices

(xjayé)’ (xjayf—1>7 (xj-i-l?yé—l)-

De A7 tem-se o seguinte coeficiente de v; ¢

1
Toa = Sbje-1(Ujene-1 = uje-1),
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)

Figura 2.9: Triangulos de TI(JZ tais que Ty A, contém o factor v; g.

ou ainda

1 1
Ton = gbyeussne —uje) = 5lbje(ujere = uje)lyke
1 k2 1 k3
+§[bj,€<uj+1,f - ujl)}yy% - E[bjw(Uj-&-lm - “jm)]yyyév

com Yy € [ye—1,Ye].
Notemos que também se tem

1
Ton = Sbje(ujre — uje) = |A|[(buz)ylje

1
+§|A|[kf<buw)yy - hj+1<buww>y]j7é + By 1,

onde Ry ; satisfaz

1 i 1 3k}
‘Rb,l = _§<bj,€(“www>61,f>y J6 ke + §<bj,€(“ww>ez,é>yy JZ %
1 k3

_§<bj,é(“w)63m>yyyhj+1 Fé,

COM Ty, Tey, Tey € [Tj, Tjt1)-

41

Sao obtidas expressoes analogas para as contribuigoes dos outros 3 triangulos.

Consideremos agora a soma sobre os 4 triangulos. Obtemos
Tpo = —wjel(bug)ylje
1
5 (0 + g ) (k7 — ki) [(buz )yl

1
+§(h5 - h?-',-l)(k@ + ke41)[(buaa)ylj e
+Rp,2,

(2.50)
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como coeficiente de v, em

1

i(bgg; + 02 (Ruu, va). (2.51)

Ry 2 corresponde a soma de R ; proveniente dos quatro tridngulos.
Com o objectivo de obter (2.51) notamos que, para v;,, = vj,, = 0, se tem

n2
Z [(bux)yy]j,f(ktg - ktg-s-l)vjl
Z:nl
2 v v
j0+1 — Uje
= Z kg—rl[(bum)yyy]j,ﬂﬁ%f + kgﬂ[(bur)yy]j,fﬂjkij-
l=n1—1 0+1
De facto
n2
2 12
Z [(bua)yylje(ky — Kiy1)vie
é:’nq
n2
= Z [(b“w)yy}j,fklgvj,f - [(b“w)yy]jyfkl?-i-lvjl
é:’nq
71271 no
= ) (buw)yyljerakiavien — Y [(bua)yyls kv
l=ni—1 l=n1
n2
= Z kg+1[((bux)yy)j,f+1 — ((bua)yy)j,elvj,e
E:nlfl
ki1 ((bua)yy)jerr [vje01 — vl
com Ye+o € [Ye, Ye+1]- Da mesma forma se prova que
m2
D [(buaw)ylje(h) = 13, 1)v50
Jj=m1
s v v
i+1,6 — Vjt
= 2 Wal0uen)aliseevie + l(bua)y e T,
Jj=ma J

COM Um0 = Umy t = 07 Tjte € [xj’xj"rl]'
Multiplicando (2.50) por v, ¢ e somando em Qy obtemos

1
5 (05) +0E) (Reru, vir) = —(Ri (buz)y, ver ) + Ry, (2.52)
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em que Ry satisfaz

Ryl < C[ Y |Al(hA +K4) (2.53)
AeT

(1Bt yyl1F oo,a + 1 (Btza)y I1F so.a + [ (OUzza)y 2, a)1 /21 Prrosal1.

Consideremos finalmente os termos de primeira ordem. Seja

Ton = [Puldom)as / (Pu)adady.
A

Para A com vértices (z;,Y¢), (%, Ye+1), (Tj41, Ye), temos

dj1,0041,0 + djevje U1, — e hjp1kepr

Tyn =
’ 2 hjt1 2
Como
h? h3
Ujt1,0 = Uj e+ (Um)j,éthrl + (Um)j,e ha + (ummm)j+p1,E]T+17
e
h2 h3
Uje = Ujt1,e — (Uz)j1,0h41 + (“ww)j-S-MJTH - (uwww)jm,@%’
COM Tt , Tjtpy € [j,j41], entdo
dj41,0V541,0 djevis
Ton = [%(uw)jﬂ,z + 5 (o)
d'+1,w j+1,0 h2'+1 d',ev',e h2'+1 h'+1ke+1
+Ra1, (2.54)

em que Rq; satisfaz

hi
[Ranl < =5 ldlloo,alluzee oo, al Al(Jvj1,el + [vj.e])- (2.55)
Somando (2.54) sobre todos os tridngulos, obtemos
> Tua = D wiede(u)jevse
AeTS (%5,90)€EQH
ke + ke
+djo(ugs)je(h3 ) — h3)=——"2v; )] + Ry,

8
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em que R é a soma dos termos correspondentes a (2.55). Ou ainda,

Y Tan = > [wjedje(u)jevje) + Ra,

AeT (25,y0)€QH

em que Ry satisfaz

1/2
[Ral < C | D |ARAIAIZ alluseellZo,a + 1(due)eZea) | I Prval
AT
(2.56)
Desta forma concluimos que
d(s)(RHu,vH) = f(RH(dux),vH)H + Ry. (2.57)
De igual modo se prova que
e (Ryu,vy) = —(Ru(euy,), vy) g + Re, (2.58)

em que para R, vale uma estimativa analoga.

Denotemos o diametro de A por diamA. A proposigao que se segue é conse-
quéncia imediata do que acabamos de mostrar.

Proposicao 2.10 Sejam u € C4(Q), vy € W Entio

ag(Ryu,vy) = (Ru(Aw),ve) g + 7o (u, ve),

com

1/2

i (w,om)| < C'| D 1A(diamA)* (ualf con + luylF o) | I1PrOEL,
AETH

em que C depende dos coeficientes de A e € independente de Ty e u.

Na proposigao anterior 7y é uma das triangulagoes definidas em (2.16).
O resultado seguinte resume o que provamos.
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Teorema 2.11 Suponhamos que o problema variacional (2.10) tem solugdo
tinica e que a solu¢io u do problema (2.1) estd em C*(Q). FEntdo, para Hpays
suficientemente pequeno, o problema de diferencas finitas (2.8) tem solugao unica,

o
ug € W, que satisfaz
1/2
Teon| - (2.59)

|Paur — PuRpully < C | > |Al(diamA)*|lu|
AeTy

Demonstragao: A existéncia e unicidade de solucao é consequéncia do Teo-
rema 1.19. Provemos agora a estimativa (2.59). Atendendo ao Teorema 2.9

‘CLH<’LLH — RH’LL,UH)‘

|Prug — PuRpulph < C  sup ol
O;AUHGV?/H HEHIL

- lag (up,ve) — ag(Reu, vy)

076'UH€V?/H ”PHUHHl ,

e portanto pelo Teorema 2.2, vem

|Prumg — P Rpullp <
(Agup,ve)g — (Ru(Au),ve)g + 7a (u,vg)|
| Prrv 1

C  sup
075UHEVCE/H

Finalmente, considerando u e uy, respectivamente, as solugoes de (2.1) e (2.8),
obtemos

(Rag,ve)u — (Rag,ve)g + Ta(u, vg)|

|Prug — PgRyul; < C  sup P
0£vEEW n P
- ¢ sw |7a (u,vp )|
0£vEEW n P

A convergéncia quadrética do método de diferengas finitas (2.8) é consequéncia
imediata da desigualdade (2.59). Atendendo a que o erro de truncatura tem ordem
inferior a dois, o Teorema 2.11 estabelece a supraconvergéncia do método (2.8).

A solucao uy para a qual obtivemos a convergéncia quadrética é a solugao
do problema de elementos finitos linear (2.13). Logo esta apresenta convergéncia
quadrética relativamente & norma ||.||1, isto é, o método de elementos finitos (2.13)
é superconvergente.

Finalmente observamos que sao conhecidas estimativas de erro para a solugao
de elementos finitos linear que mostram a convergéncia quadratica relativamente
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a norma ||.]o e a convergéncia linear relativamente & norma ||.||1, para triangu-
lagbes quase uniformes. Tais estimativas podem ser vistas, por exemplo, em [9].
Mais ainda, em tais estimativas de erro, a constante de erro depende da trian-
gulacao, mais especificamente, depende da menor amplitude dos angulos internos
dos triangulos da triangulagao.



Capitulo 3

Equacao de Poisson com
condicao de Neumann

3.1 Introducao

No capitulo anterior estuddmos métodos de diferencas finitas para problemas
elipticos definidos em dominios poligonais e provamos a supraconvergéncia da
aproximacao obtida com tais métodos. Neste capitulo pretendemos estender a
métodos de diferencas finitas para problemas elipticos com condicao de Neumann
para a fronteira, os resultados ja estudados, usando os argumentos apresentados
no Capitulo 2.

Na Seccao 3.2 introduzimos a discretizagao da equagao de Poisson com condigao
de Neumann definida num dominio rectangular. Na seccao seguinte é definida a
forma bilinear discreta ap (., .) associada & versao discreta do operador de Laplace,
Apg, e consideramos um operador de fronteira discreto, Br, de modo ser vélida uma
versao discreta da igualdade de Green (Proposicdo 3.1). Finalmente, na Secgao
3.4, estudamos a estabilidade do operador de diferencas e provamos o teorema
de convergéncia que estabelece a convergéncia quadratica da aproximagao obtida
utilizando Apg.

Observamos que a discretizagao por diferencas finitas de problemas elipticos
com condigoes de Neumann, definidos em dominios rectangulares, foi anterior-
mente estudada utilizando uma abordagem diferente , por exemplo em [3], [4] e
[23].

47
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3.2 Meétodo de diferencas finitas

Consideremos a equagao de Poisson com condicao de Neumann para a fronteira

—Au=g em?)
Qu = em [, (3.1)
on

em que  =|0,a[x]0,b[ ¢ I" denota a sua fronteira.
0
Geralmente um problema com condigao de fronteira 8_u = @ em I' tem solugao

tnica. Tal ndo é verdade para o operador de Laplace A. Prova-se facilmente que
se u é solucao do problema de Poisson (3.1), entéo

/Qg(x’y) drdy = —/Fw(x,y) ar (32)

e u + ¢ também é solugao, qualquer que seja a constante c.

Admitimos no que se segue que vale (3.2).

Com objectivo de definir a discretizacao do problema, seja A uma sucessao de
N + M — uplos positivos,

(h,k) = (hiyoe, ANy K1y oo kpr ),
que verificam

N M

> hj=a, Y kp=b, (3.3)
j=1 =1

Tj=Tj-1 +hj7]:177N7 yE:y571+k37£:17“~7M7

em que xg = 0, yg = 0. Consideramos em Q a malha

QO = {(z,90) 1§ =0,....N,0=0,.... M} (3.4)

e tal como anteriormente, seja I'y = Qg N I
Iremos considerar posteriormente na definicao da discretizacao da equagao de
derivadas parciais (3.1) em pontos de 'y, os seguintes pontos ficticios

(x—1,90), (@N+41,Ye), £=0,..., M,

(xj,y-1), (zj,ym+1), 5=0,...,N,

em que

T_1 =29 —h1, anp1 =N + AN, Y1 =Yoo — k1 € Yu+1 =ym + k.
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Seja I'f; o conjunto de pontos ficticios e Wi o espago as fungoes vy definidas em
Qg U I'f;. Denotamos por Ay, o seguinte operador de diferencas, versao discreta
do operador de Laplace,

A = 59(01/2) (59(01/2)%[) + 5751/2)(5751/2)%7@), up € Wi (3.5)
Sejam dy, e d,, os operadores de fronteira definidos por

O, g 0 = T, Oatlj e (3.6)

O, Wje = 1y, Oy e, (3.7)

para ug € Wy, em que (nwj,nye) denota a normal unitaria exterior a {2, em
(zj,ye) € I'm.

=]

3
<
\
=7
<

¥

4

*

|

1

'
PO 0 D SRV S A I
B T T s =
*—»4—————0——————4‘—————6-0——*

1

1

|

|

1

|

|

1

1
PR S A S S -

|

+

4

Figura 3.1: Malha Qp, I'}; e operadores de diferencas.

Discretizando (3.1) com os operadores Ay, d,, e d,,, obtemos o problema de
diferencas

7AHUH:g em QH <3 8)
§nIUH+5nyuH:g0 em ['y. ’

Notemos que associdmos duas direcgoes normais aos vértices do rectangulo. A
cada um desses pontos correspondem duas equacgoes do tipo

(5%111-1 + (5nyuH = .
Por exemplo, para o ponto (z,y) = (0,0) consideramos as normais

n= (Oa 71) e n= (7130)7
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a que correspondem as equagoes

byuo0 = —¢(07,0)

61‘“0,0 = _@<Oa 0+>a

em que
©(07,0) = lim o(z,0) e ©(0,07) = lim ©(0,y).
z—0t y—0+

3.3 Problema variacional discreto

Sejam
a(u,v) = / Vu(z,y).Vu(z,y)dzdy, Yu,v € H(Q) (3.9)
Q

flv) = /Qg(l’,y)v(l’,y) dﬂ?dy+/F90(I,y)v(x,y) ar, Yve H'(Q).  (3.10)

Ao problema (3.1) podemos associar o problema variacional
determinar v € H'(Q) tal que a(u,v) = f(v), para todo v € H(Q).  (3.11)

E nosso objectivo definir uma versao discreta do problema variacional anterior.
Sejam Ty uma das triangulagbes de €2 definidas por (2.16) e ag(.,.) a forma
bilinear discreta definida em W3, x W} por

CLH<’UH,U)H> = Z / [(PHUH);U<PHU)H>1- + (PHUH)y<PHwH>y] dxdy. (3.12)
AETy A
Consideremos em W}; o produto interno
(Or,wE)g = Y Wi, (3.13)
(z5,y0)€QmH
em que os pesos wj ¢ sao definidos por

hi+hjp1 ke + ko1
5 5 ,i=1,..

wje = GN-—1,0=1,...,M—1,

_ hkeA ke _ hy ket ke

B 5 YW, 5 5 A=1,.... M —1,

wo,¢
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wjo = J+21+171’wj7M: g+23+1 ;/1’].:1’.“7]\[_1’
hl k‘l h1 kM hN kl hN kM

w, = — — ., W, = — . W = — — . W = —

0,0 9 9 0,M 9 9’ N,0 9 9’ N,M 9 9

Tragando as mediatrizes dos segmentos de recta que unem pontos adjacentes
da malha obtemos uma particao de 2 em rectangulos, como mostra a figura 3.2.
Cada peso w; ¢ corresponde & drea do rectangulo ao qual (z;,ye) pertence.

*OF * * * * oo
1 1 1 i i i 1 1
. -
e e e e Sl [EERF SR —H-
¥ t t i
1 1 I i i 1
1 1 1 ! i 1
. .
1 1 1 1 1 1
1 1 ] ! 1 1
Rl B & Safnded nfaded Eededeiel i - — - R Sufieied nladeed L ladndei nlniat & & Tl
1 1 ] ! ! 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
] ! ! ! ! ]
T T T T T T
1 ] ! ! I 1
1 1 ! ! 1 1
1 1 1 1 1 1
Bt B B e ol e - — - R Sufiied nladedd L Dt bt 5 B Jutadd
1 1 1 1 1 1
! ! ! ! 1 1
] ! ! ! ! 1
T T T T T T
I ! I I I 1
1 1 1 1 1 1
el 2u f Julied b i it A Jutieil b b 2utiid it A 2uiniey bl b th Sl
] 1 I I 1 I
£ 4 * * * * ok

Figura 3.2: Pesos wj ¢.

E f4cil constatar que

(=028 P vm), wi) e = Y / (Prvm)s(PrWEH)2
AeTy VA
M—1
ke + ke
Z 5 0200,6Wo,¢
=1
k k
Jr?l(;zzvo,owo,o + TM(SIUO,JVIWO,JVI
M-
" ke + ko1
-3 5 aUNewnNe
—1
k1 kv
—75xUN,0wN,0 - T&WN,MU)N,M,

(3.14)

sendo também valida a igualdade andloga para a variavel y.
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Seja L?(I'y) o espaco das fungoes de rede definidas em I'y. Neste espago
consideramos o produto interno

(vH, WH)ry = Z wr; ,Vj,eWs e, (3.15)
(zj,y0)€lH
em que
ke+ Kk
W, 5+213+1’ =0,N, =1, M —1,
hi+h
ijli J+2J+1’ 17 3N717€:0’M7
hy 1 hn | k1
Uloo =g TR e T T
hi  kum hn  ku
S =g T v =y Ty

Seja By um operador de fronteira definido por

O Vg0 se j=0,N{=1,...., M —1,
O, Vi, sej=1,....N—1,4=0,M,
" :
——(k10y, + h1dy, )v; sej=0,=0
- h+k(17lz 10ny )V5,L ) )
Brvje = %(kﬂ/ﬂ?% +hiby, v sej=0,0= M, (3.16)
#ﬁ{kl(klénz +hN(S,7y)’Uj7g se _] = N,g = 0,

m(kM(snz‘f'hNény)Uj,f Sej:N,EZM.

_ kmby, 401y, Br =34 Km0y, +hndn,
BF B }L]‘Ti_k{‘kf 1 IF ’r]Iy IBF 7I 1 }LN+k]VI

-4 ; } ] 7 —¢-

RN N P — . A — [ D | FE, Lok
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

At i R | TEmm———= i Dt L T
| i i i i i

Br =6, ! ! ! i 1 |Br =90y,

; | | | i i

——f A ———— bm————— - B . fm E
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

[ S - | I R [ P — | N Lo
\ \ ! i H !

- ;-L 1 1 1 1 1 k_

o k16n1'+ 15711/ ! B 6 ! ! 7‘ 16% +hN57,y
Br = =7 =%y Br = =

Figura 3.3: Operador de fronteira.

O resultado seguinte é consequéncia da igualdade (3.14), da correspondente
igualdade para a varidvel y e da definigdo do produto interno (.,.)r,,.
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Proposicao 3.1 Sejam Ay, ag(.,.) e Br definidos em (3.5), (3.12) e (3.16),
respectivamente. Entao
(=Apvg,wy)n = ag(ve, wr) — (Brow, wn)ry, (3.17)

para vy e wg € Wi

Atendendo & igualdade (3.17), associamos a (3.8), o seguinte problema varia-
cional
determinar uy € W} tal que

apg(um,ve) = (Rug,ve)u + (Pu,vH)ry, Yon € Wi, (3.18)
em que
Git=@i0 j=0N, 0=1,.... M—1ouj=1,....N—1, {=0,M,

. k1¢(0,07) 4+ hip(0F,0) k1o(1,0%) + hne(17,0)
©Yo0,0 = y, PN,0 =

hi + k1 hn + k1 ’
()5 _ k;M<p(0,1_)+h1<p(0+,1) ~ _ k'M@(l,l_)‘i‘hN(P(l_,l)
0,M hi+ kv ’ ’ hn + kum .

3.4 Estabilidade e convergéncia

Atendendo a que
a(v,v) = [lv]|f = [lv]3, Yv e H'(Q),

entao forma bilinear af(.,.) é H'(Q)-coerciva.
Para a funcao constante ¢

a(u,c) = 0,Yu € H(Q),

e portanto, uma condigdo necessdria & existéncia de solugao de (3.11) é f(1) =0,
ou seja,

/g(w,y) dxdy = —/ o(x,y) dr,

Q r

que é a condigdo (3.2) que admitimos ser valida. Como a(.,.) é simétrica, pelo
Teorema 1.9, temos que (3.2) é, também, uma condigdo suficiente para que (3.11)

tenha solugao.
Na proposicao seguinte mostramos a unicidade de solugao no espago

V:{veHl(Q):/ﬂv(x,y) dxdy = 0}.
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Proposicao 3.2 A forma bilinear definida em (3.9) é V-eliptica

Demonstragao: Pela desigualdade de Friedrichs ([1]), existe uma constante
positiva Cq que satisfaz

lv— o < Calv|i = Cav/a(v,v), Yo € HY(Q), (3.19)
em que

- 1/
v=— [ v(x,y) dzdy.
a Jo 'Y

Se v € V entao v = 0 e portanto
0]l < Cda(v, v),

logo
[0]Ig + o]} < (1+ C)a(v,v).

Deste modo vem
1

2
2 m“@”l, Yv e V.

a(v,v)
A continuidade de af(.,.) é consequéncia imediata do Teorema 1.17. n

Vejamos seguidamente um resultado de estabilidade para a forma bilinear
CLH(., )
Seja
Vg = {UH S W;} : Pgog € V} (3.20)

Como a(.,.) é eliptica em V concluimos o resultado seguinte.

Proposicao 3.3 Euxiste uma constante positiva C, tal que

|Pyvglli < C  sup \a(Prver, Prwg)|
0£wy EVi | Prwg |1

, Vog € Vg. (3.21)
Atendendo a
ag(vg,wy) = a(Pgvg, Phwy), Yog,wy € Vi,

de imediato obtemos para ag(.,.) uma desigualdade andloga a (3.21).
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Teorema 3.4 Fxiste uma constante positiva C, tal que

|Pyomlli <C  sup lar (vr, wi)|

0wy EVH ||PH’U)H||1

Utilizando a desigualdade (3.22), facilmente obtemos uma estimativa para
|PrRrw — Pryup|1, com u e up, respectivamente, as solu¢oes dos problemas
(3.1) e (3.8), estimando

ag(Rgu,wy) — (Ruag,wn)g — (PH, WH) ry -

Seja u € C*(€2). Temos

Z / (PaRpu)z(Prvg). drdy

AETH
N M
ZZ UJ, 1—U] 1,6—1 Vje—1 — Vj—1,0-1 <323>
J=1 =1 h; h;
Ujp — Uj—1,0 Vj,0 — V-1, hyke .
’ Yo € W
L— )T V€W
Atendendo a
2 3
Ujp — Uj—1,0 hj j
# = (Uw)j—l,ﬁ(um)j—l,é7j+(uwm>1—1,fz§]+(uuu% LSy 24 (3.24)
e
h2 H

Uje — Uj—1.¢

h.
hj -2 + (Umrr)jl_g

= () — () ;

com Tj_¢,,Tj—¢c, € [xj—1,%;], substituindo de forma conveniente (3.24) e (3.25)
m (3.23), obtemos

Z / (PuyRpu),(Prvp), dedy =

AETy

I
Mz
NE

wj,e(um)j,e Vj.e

7=0¢=0
M—1
ke + ke M
+ [%(%)N@ UNe] + é(ur)N,O uN,0 + 7(Um)N,MUN,JV[
=1
M—1
ke + ke k kwm
= Y (o vos] = (w0 voo — 5 (ux)o.ar vo.u

1

+
=~
g
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em que R, satisfaz

1/2

Z |A|h4A(||UrrrHooA + ||(Ur)mH1,0<>,A)2 | Prvml-
AETH

|R;| < C

Uma estimativa analoga é vélida para

Z /A(PHRHU)y(PHUH)y dzdy.

AETH

Provamos, deste modo, o seguinte resultado.

Proposicao 3.5 Seja u € C*(Q) solugio de (3.1). Entdo

apg(Ruu,vy) = (Ry(—Au),ve)u + (Pu,ve)ry + 7a (U, vE), (3.26)
em que
1/2
o (u,0m)| < C | Y |A[(diamd)* (a3 o a + luyl3 con) | 1PavVEIL,
AETy
(3.27)

com C' independente de u e da triangulagio Ty .

A estimativa obtida para o erro de truncatura (3.27) e o resultado de estabili-
dade 3.4 permitem-nos obter uma estimativa para o erro global.

Teorema 3.6 Suponhamos que a solucdio do problema (3.1) pertence a C*(Q).
Entao o problema (3.18) tem solugdo tinica ugy € Vi que satisfaz
1/2

|Paruss — PuRagul < O | 3 [Aldiamad) fulfca| . (328)
AETy

em que u € a solugdo de (3.1) que verifica fQ Py Ryudxdy = 0.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.4, vale a seguinte estimativa

- R
|Prupg — PgRguli < C  sup o (un 1 VH)|
0#£vn Vi | Prrvm

— O sup lag(up,ve) — ag(Reu, vy)|
O#vm €V | Prvm |1

. (3.29)
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Atendendo a (3.26) temos

ag(um,vy) —ap(Ryu,vy) = (=Agum,vu)y + (Brug,ve)ry
—(Re(—Au),vu)m — (PH,VH) Yy

—TH (ua UH)a
ou seja,
ag(um,vg) —ag(Rpu,vg) = (Rug,vm)m — (PH,vH)ry

—(Rug,vu)m + (PH,VH)ry
—7r (U, vH). (3.30)

Conjugando (3.29) com (3.30), obtemos

|Prupg — PuRpuli < C  sup M
0#vg EVH ||PHUHH1

Observamos finalmente que a desigualdade (3.28) traduz a convergéncia qua-
drética do método de diferengas finitas (3.8). Atendendo & equivaléncia entre o
método de diferengas e o método de elementos finitos linear (3.18), obtemos ainda
a convergéncia quadrética relativamente & norma ||.||; deste tltimo método.
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Capitulo 4

Sistemas de equacoes
diferenciais

4.1 Introducao

Nos Capitulos 2 e 3 estuddmos a convergéncia de métodos de diferencas finitas
para equacoes com derivadas parciais elipticas. Atendendo & equivaléncia entre
os métodos anteriores e certos métodos de elementos finitos, obtivemos também a
convergéncia quadratica da solugao dos ultimos métodos.

Na modelacao matematica de muitas situagoes fisicas surgem sistemas de equa-
¢oes diferenciais. Atendendo a este facto, os métodos de diferencas finitas para sis-
temas de equacoes diferenciais assumem um papel de relevo na resolugao numérica
de certos problemas.

Neste capitulo pretendemos estender alguns resultados obtidos no Capitulo 2
a métodos de diferencas finitas para sistemas diferenciais. Assim, consideramos
um problema de elasticidade caracteristico da Mecanica dos Sélidos e estudamos
métodos de diferengas finitas que generalizam os considerados anteriormente. Na
Seccao 4.2 apresentamos o problema de elasticidade plano e introduzimos um pro-
blema variacional associado. Seguindo [1], nesta secgio estudamos alguns resul-
tados de existéncia e unicidade da solucao do ultimo problema. Na Secgao 4.3
introduzimos o método de diferencas finitas e, utilizando a técnica largamente
usada nos capitulos anteriores, estudamos as suas propriedades de convergéncia.
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4.2 Problema de elasticidade

Sejam v = (v1,v2)" e T = (7 ;j)1<i,j<2 fungdes de duas varidveis. Definimos
div v = vy /0 + Ova /Oy, rot v = —Jvy/dy + Ove /O,

_( Ovi/O0x Ov /0y
grad v = < Ova/O0x  Ova /Dy )’

e(v) = % (grad v + (grad v)"),

. B 87’11/8x+8712/8y
div = ( 87’21/8x+8722/8y ’

Consideremos no conjunto das matrizes reais de ordem 2, Mayo(IR), o seguinte

produto interno
2 2
A:B= Zzai]‘bi]‘,

i=1 j=1

em que A = (a;;) e B = (b;;). Por tr(A) denotamos o trago da matriz A,

tr(A) = ai1 + a2,

r=(01) =(1 %)

Consideremos um material elastico que na auséncia de forcas externas ocupa
a regido limitada por Q (com fronteira I" de Lipschitz). Supomos que o material
é homogéneo e isétropo, i.e., as propriedades eldsticas sao as mesmas em todas as
direccgoes.

Admitimos, por simplicidade, que Q ¢ IR? (sendo o tratamento andlogo quando
Q Cc R?).

Representamos por u = (u1,u2) o vector de deslocamento dos pontos de
quando o corpo estd sujeito & acgdo de uma forga f = (f1, f2).

Por o(u) denotamos as tensdes definidas por

e, finalmente, sejam

o(u) = 2pe(u) + Mr(e(u))l,

em que (e(u));j, 1 < 4,5 < 2, representam as componentes de deformacao asso-
ciadas ao deslocamento u e 1 e A denotam as constantes de Lamé.
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Se g descreve o deslocamento dos pontos da fronteira, prova-se que o desloca-
mento u é solucao do problema de condicao de fronteira

{ —divo(u)=f em (4.1)

u=4g em [

Consideremos em H3(Q) = H () x H}(Q) a norma

1/2
ol = (losll3 + [al13) 7%, v = (v1,02) € HE(9),

e em L2(Q) = L3(Q) x L%(N2) a norma

1/2
lvllo = (ll1ll + Ilv2ll) ™ v = (v1,v2) € L(9).

Definimos seguidamente um problema variacional associado ao problema (4.1).
Seja u a solugdo de (4.1). Integrando por partes obtemos

/ fudzdy = 7/ div o(u).v dxdy
Q Q
= /{Q,ue(u) + Atr (e(u))l}: grad v dedy,
Q

para todo v € H§(Q2).

Seja

a(u,v) = / 2ue(u) : e(v) + A div u div v dedy, v € HY(Q),v € H3(Q). (4.2)

Q

Atendendo a que

—_

grad v = €(v) + 5( rot v)x,

A tr(e(u)) I: %( rot v)x =0,

Atr(e(u)) I:e(v) = A div u div v,
associamos ao problema (4.1) o problema variacional
determinar v € H*(Q) tal que u, =g e
a(u,v) = / fvdxdy, paratodo v € Hj(9). (4.3)
Q

Provemos seguidamente que o problema (4.3) tem solucdo tnica.



62 CAPITULO 4. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Proposicao 4.1 FExiste uma constante positiva C' tal que

/ e(v) : e(v) dedy > C|v||?, Yo € Hg(Q). (4.4)
Q
Demonstragao: Seja v € H§(2). Temos
. R LR AR BN ALY
[ ey sctwy oty = 5 [(GEP+ (G2 + (G2 + (2P dudy

1 [,0v1.5 _Ovidvy  Oua,
= — 22— —= 4 (—==)° dzdy.
+2/Q<8:c)+ 8y8x+(8y> ey
Atendendo & igualdade

0vy Ovs Ovy Ovs

i) = - 4.
Oy or dxdy | or By dxdy, (4.5)

entao

81}1 2 81}1 8’1)2 8’1)2 2 / 81}1 8’1)2 9
Ov1ys 90010V (V239 gy — [ (2 4 P2y2 gy >
/Q<aa:> 25, o T gy ) W= | (G T, dvdy =
e portanto
1
[ ew) s etw) dady = 5(af? + [uaf}),
Q

Como vy,v2 € HE(Q) e as normas |.|; e ||.]|1 sdo equivalentes nesse espago, con-
cluimos (4.4). "

Como consequéncia imediata da proposicao anterior obtemos a elipticidade da
forma bilinear (4.2).

Teorema 4.2 A forma bilinear a(.,.) definida em (4.2) é H§(Q)-eliptica.

Demonstragao: Atendendo a
a(v,v) = / 241 €(v) : e(v) + A div v div v dady, Yo € Hg(Q)
Q
e, como a segunda parcela é sempre nao negativa, pela Proposi¢ao 4.1, vem
a(v,v) > 2uC||v||3, Yo € Hy(Q). (4.6)

Suponhamos que existe w € H'(Q2) tal que w), = g. Seja u* = u —w. O
problema (4.3) é equivalente a determinar u* € H(Q), tal que

a(u®,v) = / foudaxdy — / 2 e(w) : €(v) + A div w div v dady, (4.7)
Q Q
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para todo v € H§(Q). Pelo Teorema 1.6 concluimos que (4.7) tem solugao tnica,
logo (4.3) tem também solucado tnica. Desta forma, provdmos o resultado seguinte.

Teorema 4.3 Se existe w € HY(Q) tal que w|, = g entdo o problema varia-
cional (4.8) tem solugdo unica.

4.3 Método de diferencas finitas

Seja 2 uma unido de rectangulos e sejam Qp, Qp e I'y definidos por (2.3).
Denotamos por Wy o conjunto das fung¢ées vy = (v1y, v2p) definidas em Qp, ou
seja, Wy = Wy x Wy

Atendendo a igualdade

0 0y 0?us

Ox? 0y? 0xdy
—divo(u) = —(2u+A) — —(n+A) :

D?ug 02us 0?%uy

y? 2 dxdy

consideramos, na definigdo de uma aproximagao para a solugao de (4.1), o seguinte
método de diferencas finitas

Agug = f em Qg
{ ug =g em Iy, (48)
em que
S/ (50/DYy 50D (50D Yo
Apug = —(Q2u+ ) —u
551/2) (53(/1/2))u2H 5&1/2) (5£1/2))U2H
(5y5wu2H
() . (49)
§y5xu1H

Consideremos em () as triangulacdes ’TI({S), s = 1,2, definidas por (2.16). Seja

PYvg = (PG vim, P vam),
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em que P](JS )viH, i = 1,2, representa o polinémio interpolador segmentado linear

de v;g € Wx relativamente a 7, I({S).
Consideremos a forma bilinear ag(.,.) : Wi X Wi — IR definida por

1
ar = 5(ay’ +a). (4.10)
em que
o9 (u _ 9 e(POur) (PO
W umvn) = Y| Rpe(Pylun) : e(Py o)
AeT A

A div (PP uy) div (PSvy)) dedy,  (4.11)

ug,vg € Wy, s =1,2.
Para wg, zg € Wg consideramos

oy, zm) = Y [ (P wr)e(PY zr), dady,
AeT

ag(/z)H(wHaZH) = Z (PI(;)wH)y<P1(;)ZH)y dxdy,
AeT( 4

S 1 S S S S
agyn(wmzn) =5 Y | (PR wm)e(Pzn)y + (P wn)y (P 2 dwdy.
AeT(

Atendendo a (4.5), ¢é fcil verificar que

a(zj)(uH, vg) = (2p+ )‘)aisg?H (uim, vim) + p az(JZ)H(ulH’ viH)

+(i+ Nal)y (uam, v1m)
+(2p+ Nals )y (war, vamr) + prally (uam vam)

e+ Nal)y (uip, van), ug € Wi, ogWa.  (4.12)

Em Wy consideramos o produto interno

(ue,ve)e = (uig,vig)e + (UeH, Vo) H

= Z Wj’g(uljy[’l}lj‘e + Ugjy[’UQj‘e), (413)
(z5,y0)€Qu

em que

hj 4 hjp1 ke + ke

5 5 (4.14)

Wije =
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Notemos que
(Agumg,va)g = —Q2u+A) (5551/2) (5£1/2)U1H),U1H)H

_u (5072 (5072
K ( v (9 ulH)ale)H
_(/’L + A) <6y6(L‘U/QHa U1H>H
—2u+ N (60725072
(2p+ )( o (0 UZH)’U2H>H
i (36 ). v,
=+ A) (0ydzurm, vam) g - (4.15)

Atendendo as igualdades (4.12) e (4.15) facilmente podemos generalizar para
o caso vectorial os resultados estudados no caso escalar.

Teorema 4.4 Sejam Ay o operador de diferencas definido por(4.9) e ap(.,.)
a forma bilinear definida por (4.10). Entao

(AHUH,’UH>H = CLH<UH,UH>, Vug € Wy, Yvg € Wy. (4.16)

Atendendo a que

a(lj)(vH,wH) = a(PI(;)vH,PI(;)wH),VUH,wH € Wx

e a(.,.) ¢ H}(Q)-eliptica, entdo, pelo Teorema 1.6, concluimos a desigualdade para
a estabilidade de ag(.,.).

Teorema 4.5 Fxiste uma constante C' tal que

lag (vE, wy)|

Prov <C su
|| H HHl— p ||PHwH||1

o
0wy EWH

, Yo € W (4.17)

Atendendo a (4.12), (4.13) e as estimativas deduzidas na Seccao 2.5 do Capitulo
2, é facil provar o resultado seguinte.

Proposicao 4.6 Sejam u € C4(Q) = C*(Q) x C4(Q) e vy € Vci/'H Entao

apg(Ruu,vy) = (Ru(—div o(u)),ve) i + 7a(u, vm),
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com
1/2
i (u, o)l < C | Y Al diamA) fullf o n| |1 ProAlL,
AeT(

em que C € independente de u e de ’TI({S), s=1,2.

Conjugando a Proposicao 4.6 com o Teorema 4.5 obtemos o resultado de con-
vergeéncia.

Teorema 4.7 Suponhamos que a solucio u do problema (4.1) pertence a C*(Q).
Entao o problema de diferencas finitas (4.8) tem solugdo unica uy € Wy e eziste
uma constante positiva C' tal que

1/2

1P ur — Py Ruully <C | 7 |A|(diamd) ul} o a| . 5=1,2, (4.18)
AeTS

C independente de u e de Tb(,s).

Demonstragao: Como af.,.) é eliptica, pelo Teorema 1.19, o problema (4.8)
tem solugao unica. A estimativa para o erro resulta da Proposigao 4.6 e da de-
sigualdade para a estabilidade (4.17).

O teorema anterior permite concluir que a aproximagdo ug = (u1m,u2m),
solucdo de (4.8), tem convergéncia quadratica para u = (u1,us), solugdo de (4.1),
relativamente & norma |.|[;. Deste modo, as aproximagdes para as componentes
do deslocamente apresentam convergéncia quadrética relativamente & norma ||.||;
e as aproximagdes para as componentes das tensoes e deformacoes apresentam
convergéncia quadratica relativamente & norma ||.||o.



Capitulo 5

Alguns resultados numéricos

5.1 Introducao

Neste capitulo pretendemos ilustrar a eficiéncia dos métodos de diferengas fini-
tas estudados nos capitulos anteriores. Para o efeito consideramos a sua simulagao
em alguns problemas diferenciais elipticos definidos em dominios de diferentes geo-
metrias. Na Secg¢ao 5.2 consideramos a equagao de Poisson num dominio poligonal
de IR?, com condicéo de Dirichlet para a fronteira. Em seguida o mesmo problema
é considerado num dominio rectangular, com condi¢cao de Neumann. Finalmente
na Seccao 5.3 apresentamos a simulagao do método estudado no Capitulo 4.

5.2 Equacao de Poisson
5.2.1 Condicao de Dirichlet

Seja  =]0, 1[x]0,1[. Consideremos a equagao de Poisson com condicdo de
Dirichlet

—Au=f em
{ U= em I (5.1)
e a sua aproximacao definida por (2.8), ou seja,
7AHUH:f em QH (a) (5 2)
ug = ¢ em 'y, (b) ’
em que
Aguje = 68D (60 Py ) + 002 (50D uy ). (5.3)

Obtemos assim uma equagdo para cada ponto da malha (x;,y.) € Qg e por-

tanto uma equagao para cada componente da funcao uy = (Uj7g)(mj’y£)€QH.

67
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Notamos que o célculo de Agu;, envolve o valor da fungao ug em 5 pontos
da malha. Assim, para cada x = (z;,y,) € 0g temos

—Agug(x) = Z Lxeup(§),

e

em que
2 2

hjhjt1 ) kokoyr

se & =x

se x — ¢ = (hy,0)

hj(hj+12+ hj)
T sef—x=(hjs1,0
Lxg = hj+1(hj+21 + hj) ¢ (g+1,0)
. sex—&=(0,k
kz(k‘é+12+ ke) &= 0.k

———  sef—-x=(0,k
RS ¢ (0, k1)

0 caso contrario.

Como conhecemos o valor de ug nos pontos de 'y, reduzimos o nimero de
equagoes a resolver. Usando (5.2b) obtemos o seguinte sistema

Z LX§UH(£) = QH(X)v X € QHv (54)
£eQu

em que gy = Ry f + ¢ e opg = — Z Lxep(€).
el
O sistema anterior pode ainda ser reescrito na forma

Lyug = qu,

em que Ly é a matriz
L = (Lxe)x.ccon
ung = (up (X)xean € g = (qu(X))xean-
Uma vez que os indices x € 2 nao estao ordenados, Ly nao é uma matriz no
sentido usual, apesar de definir uma aplicagao linear. Uma possivel ordenacao é

(ml?yl)a ($1,y2>, <x17y3)a ey (ml?yM—1>a
(IZ’yl)a (x27y2)’ (I2ay3)7 R (IZ’yl\/lfl)a
. . . ) (5.5)
(xN—17y1>7 (xN—layQ)a («TN—laZUS), sty (xN—layM—1)~

Consideremos a decomposicao do vector ug, cujas (N — 1) x (M — 1) com-
ponentes estao ordenadas segundo (5.5) em N — 1 blocos, correspondendo a cada
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bloco uma linha de (5.5). A decomposi¢ao em blocos dos vectores uy e ¢m induz
uma matriz Ly com estrutura tridiagonal por blocos

Ty B
Ay T B
A2 T3 B3
Ly = . . . ) (56>
An-3 Tn_2 Bn_2
i An—2 Tn-1 |
em que
2 42 -2
hihit1 ) k1ka kzz(k1+k2)2 )
ko (ko +k3) hihit1 YT k3 (ko +k3)
Ti = )
—2 2 2 —2
Fyv—2(kpr—2+kpr—1) hihiqy klwz—2k]\4—1 Eyvi—1(kpr—o+kpr—1)
- 2 2
Env—1(kar—1+kar) Fifhizt T Far—1kar
(5.7)
parai=1,...,N—1e
-2 -2
A; = I,Bj=——= | (5.8)

hjp1(hjt + hjt2) hjt1(hj + hjya)

em que I é a matriz identidade de dimensao (M —1)x (M —1),j=1,...,N —2.

Na resolugao do sistema que conduz a ug, consideramos algoritmos que tiram
partido da estrutura esparsa da matriz ([2]).

Exemplo 1: Consideremos o problema (5.1) com as fungoes f e ¢ definidas
por

f(z,y) = (2 + y?) sin(mzy)

0 se (x=0,0<y<1)ou(y=0,0<z<1),
plz,y) =< sin(ry) sex=1,0<y<]1,
sin(rz) sey=10<z <1l
Este problema tem por solugao

u(z,y) = sin(rzy), 0<z,y<1.

Na figura 5.1 apresentamos o grafico de u.
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Figura 5.1: Solugao u.

Consideremos o dominio  discretizado com uma malha nao uniforme 2 H1,
talque N =M =8 e

hi=hy=hs =0.1, hy = hs = 0.2, hg = hy = hg = 0.1,
ki =ho=ky =0.1, ks = ks = 0.2, kg = ky = ks = 0.1.

Seja Q2 a malha representada na figura 5.2, obtida de Qp.1 tracando uma
nova linha entre cada duas e consideremos ainda a malha 2,3, obtida de Qg >
pelo mesmo processo.

Figura 5.2: Malha QH,Q.
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Figura 5.3: Solugao do problema, considerando y = 0.7
(- solugao exacta e solugdo numérica).

Na tabela 5.1 apresentamos os resultados obtidos. *

| Malha |  Dimensao | hZ . | k2. | [[Prun — PuRpul |
QH,l N=8M=28 0.04 0.04 0.0113992
QH,2 N=16,M =16 | 0.01 0.01 0.00315622
Qps | N=32,M =32 0.0025 | 0.0025 0.000819999
Tabela 5.1

Este exemplo ilustra de forma clara a convergéncia quadrética do método,
quando o erro é medido com a norma ||.|1.

Exemplo 2: Para este exemplo vamos considerar o dominio poligonal repre-
sentado na figura 5.4.

A construc@o das malhas terd de ser de acordo com a condi¢ao (Reg). A malha
QHJ da figura 5.5 é regular. Seja QHQ a malha obtida de QHJ, tragando uma
nova linha entre cada duas.

As matrizes do sistema sao semelhantes as obtidas para dominios rectangulares,
variando apenas a dimensao das submatrizes ( algumas das matrizes A; e B; terdo
mais uma linha ou uma coluna de zeros, pois podem néo ser quadradas ).

10s algoritmos foram implementados no programa Mathematica, Version 3.0.
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0.5 1 x

Figura 5.4: Dominio.

O problema (5.1) com as fungdes f e ¢ definidas por

f(z,y) = 602% — 402> — 40y + 1202y — 602>y + 60y* — 120zy? — 20y>

e(z,y) =0,
tem solucao

u(z,y) = 102y (y — 1)(y + 2z — 2).

Os resultads obtidos, que figuram na tabela 5.2, ilustram a convergéncia quadrética
estabelecida no Teorema 2.11.

| Malha |  Dimensao | h2,. | k2o | |Paus — PuRpul; |
f:ZHJ N =15M =10 0.01 0.01 0.00834092
Qo | N=30,M =20 | 0.0025 0.0025 0.00219513
Qs | N=60,M =40 | 0.000625 | 0.000625 0.000560955

Tabela 5.2
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0.5 1 x
Figura 5.5: Malha QHJ .

5.2.2 Condigao de Neumann

Consideremos agora a equacao de Poisson com condi¢ao de Neumann

—Au=f emQ
Qu =¢ eml, (5.9)
n

em que 2 =|0, 1[x]0, 1].

Estabelecemos no Capitulo 3 as propriedades de convergéncia do método de
diferencas

{ 7AHUH:f em QH (a) (510>

577111,[{ + 5,7yuH =¢ emly. (b)

Para x € I'y, a igualdade (5.10a) ¢é obtida usando valores em pontos de I'j;.
Estes podem ser eliminados através de (5.10b). Obtemos assim um sistema da
forma

LHUH = dqH (5.11)

de (N +1) x (M + 1) incégnitas, que sdo as componentes de ug (x),x € Qf.

Se os pontos de x € Qy estiverem ordenados como em (5.5), entdo Ly é da
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forma ~ _
Ty 2Bq
Ao T By
A T B
Ly = o . (5.12)
An—2 Tn-1 By
2An_1 Tn
Ccom
2 2 -4
hihiy1 © koki k1(ko+k1)
—2 2 4 2 —2
k1 (k1+k2) hihitq k1ko ko (k1+k2)
Ti = )
—2 2 + 2 =2
Fav—1(Bpr—1+Fkp) hihip1 k}szl’fM Fa (Rar—1+kar)
- 2
kg (kpg+Fpr+1) Ry + EvEM 41
(5.13)
parai=0,...,N,e
-2 —2
Aj= I, Bj=——= T (5.14)

hjv1(hji1 + hji2) hjt1(hj + hjt1)

em que I é a matriz identidade de dimensao (M +1) x (M +1),j=0,...,N—1.
A matriz do sistema (5.11) é singular e tal como o problema continuo, o
problema discreto nem sempre tem solugdo. Em [9] sdo apresentadas condigoes

necessarias e suficientes para a existéncia de solucao. Prova-se também que quais-
quer solugoes de (5.10) diferem por uma constante.

Exemplo 3: Consideremos em (5.9) as fungdes f e ¢ definidas por

f(z,y) = m*[sin(nx) + sin(7y)]

p(r,y) = —m.
A fungao
u(z,y) = sin(mz) + sin(my), 2,y € [0,1],

¢ solugao do problema assim definido.
Seja Qp 1 a discretizacao de 2 tal que N=M=12 e

hy =hy =0.05, h; =0.1,j=3,...,10, hyy = b1z = 0.05,

ki =hy =005 ke=0.1,0=3,...,10, ki1 = k1o = 0.05.
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Consideremos também a malha QHQ que se obtém pelo refinamento de QHJ
tracando uma nova linha entre cada duas linhas. Seja Q3 a malha obtida da
mesma forma de H,2.

Na tabela 5.3 apresentamos os resultados obtidos. Observamos novamente
que o erro associado & solugdo numérica, quando medido com a norma ||.||1, é
quadréatico.

| Malha |  Dimensdao | h2,.. | ki. | IPrun — PuRuul |
Qup | N=12,M =12 0.01 0.01 0.308177
Qpa | N=24,M =24 0.0025 0.0025 0.0878872
Qps | N =48, M =48 | 0.000625 | 0.000625 0.0246353
Tabela 5.3

Exemplo 4: Podemos escrever a solugao u do problema anterior da forma
u = uy + ug, em que u1 é a solugdo de (5.9) com

[z, y) = % sin(my),

gp(my):{ 0, se (x=0,0<y<lou(z=10<y<1)
’ —m, se(y=0,0<zx<l)ou(y=10<z<1),
e usz é a solugao do problema andlogo com respeito a varidvel z.

Notemos que u; e us sao constantes ao longo das direcoes dos eixos coordenados
xx e yy, respectivamente.

Para a aproximacio de u;, consideremos as malhas Q H1, 9] H.2, Q H,3, €m que
h; =0.5, j = 1,2, nos trés casos e kg, £ =1,..., M, com os valores do exemplo
anterior, para cada uma das malhas.

Na tabela que se segue apresentamos os resultados obtidos para up 1.

| Malha | Dimensao | h2., | k2., | |Puuiz — PuRpuil |
S:)HJ N=2M=12 | 0.25 0.01 0.0903043
S_)HQ N=2M=24] 0.25 0.0025 0.0224514
Qs | N=2,M =48 | 0.25 | 0.000625 0.00559349
Tabela 5.4

Se no calculo das aproximagoes para us usarmos malhas correspondentes, obte-
mos melhores resultados do que no exemplo anterior, resolvendo sistemas de di-
mensao consideravelmente menor.
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5.3 Problema de elasticidade

Nesta secgao vamos considerar o problema de elasticidade e a respectiva dis-
cretizagdo, estudados no Capitulo 4, com Q =]0,1[x]0, 1].

Sejam u = (u1,us2) a solugdo do problema continuo (4.1) e uy = (w1, p,u2,1)
a solugéo do problema discreto (4.8).

Para a construcao da matriz do sistema vamos utilizar uma ordenacao segundo
(5.5), considerando primeiro as componentes de u1 g e depois as de usz g.

Obtemos um sistema da forma

Ly My Ul H q1,H
= , (5.15)
My Ly U2 g q2,H
em que Ly é a matiz tridiagonal por blocos
_ T B -
Ay T B
Ay T3  Bs
Ly = ) ) _ , (5.16)
An—3 Tn_2 Bn_2
i An—o Tn-1 |
Ccom
202ptA) | 2p —2u
hihipn k1ka ko (k1+k2)
Zou 2 2 —2u
ko (kg +k3) hihiy1 T kak3 k3 (k2 +k3)
T, =
—2p 2(2p+X) 2p —2p
Fav—2(kpr—2+kpr—1) hihiy1 Ev—2knv—1 Enp—1(kpr—o+kar—1)
—2p 2@pt+N) | 2
kv —1(kpr—1+kar) hihiy1 Ev—1km
(5.17)
parai=1,....N —1,e
—22u+ A —2(2u+ A
A; = QutN g o Z22mtN (5.18)

hjp1(hjsr + hjt2) hjt1(hi + hjya)

em que I é a matriz identidade de dimensao (M —1)x (M —1),j=1,...,N —2.
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A matriz My é dada por

My

0 -
Co, 0 —Cq
Cs 0 —Cs
Cn—2 0

Cn-1

—Cn-2
0

77

, (5.19)

sendo 0 a matriz nula de dimenséo (M — 1) x (M — 1) e C; a matriz

[0 Ci1
—Ci2 0 Ci2
—C;i3 0 Ci,3
C;, =
—Ci,M—2 0 Ci,M—2
i —Ci, M—1 0
com
A )
Cio= i=1,...,N—1, £=1,...

(hi + hig1) (ke + kogr)

O sistema (5.15) é equivalente a

ou ainda

{

em que

Lyui, g+ Mguo,g = q1,0
Mygui, g + Lrus, g = q2,H,

(L + Myg)(vi,50) =q¢,50 + 92,8
(Lg — My)(vo,m) = Q1,0 — 42,H,

V1,H = U1,H + U2 H

V2,H = U1,H — U2,H-

(a)
(0)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Notamos que as matrizes Ly + My e Ly — My sao tridiagonais por blocos. Desta
forma podemos resolver separadamente os sistemas (5.22a) e (5.22b), bastando

finalmente tomar
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V1,H + V2.H V1,H — V2,H
ul’H = —_—.

2 ¢ tzH =T
Exemplo 5: Vamos considerar no problema (4.1) os seguintes dados :
A=1pu=0.5,

fi(z,y) = folz,y) = 72 [0.4 cos(n(x +y)) + 0.1 cos(m(z — y))],
g1(x,y) = g2(x,y) = 0.

O problema assim definido tem solu¢ao u = (u1,ug), com

ui(x,y) = uz(z,y) = %sin(mc) sin(my).

Na figura 5.6 estao representados os pontos da malha QHQ na sua posicao
inicial. Podemos observar a solucao numeérica na figura 5.7, onde aparecem os
mesmos pontos deslocados.

Sejam Qg1 a discretizagao do dominio, com N=M=8,

hj=01,j=1,...,6, h; =02,j=71,8,

kg=01,0=1,...,6, kg=02,0="1,8,

QHQ o refinamento de QHJ e QH73 o refinamento de QHQ, obtidos como nos
exemplos anteriores.

Na tabela 5.5 apresentamos os resultados obtidos, que ilustram a estimativa
de erro estabelecida no Teorema 4.7.

| Malha |  Dimensdao | h2 . | k2. | |Paus — PuRaul: |
Quy | N=8,M=8 | 004 | 004 0.0427604
Qo | N=16,M =16 | 0.01 0.01 0.011163
Qs | N=32,M =321 0.0025 | 0.0025 0.00269675

Tabela 5.5
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Figura 5.6: Discretizagio do dominio, Q5.

Figura 5.7: Solugao numérica.
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