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Prefacio

No estudo da convergéncia de métodos de diferengas finitas, diversas aborda-
gens tém vindo a ser usadas, sendo a mais amplamente divulgada introduzida em
1956, por Lax e Rychtmeyer ([48]). Nesse trabalho, a andlise do erro é baseada nos
conceitos de estabilidade e consisténcia, sendo obtido um majorante para a norma
do erro da discretizacao que depende da norma do erro de truncatura. Esta abor-
dagem apresenta limitacoes quando o método de diferencas finitas é definido sobre
malhas nao uniformes. Foi observado em 1962, por Tikhonov e Samarskii ([71]),
e mais tarde por Hoog e Jackett ([41]), Kreiss et al. ([47]), Lazarov, Makarov e
Weinelt ([49]), Levermore, Manteuffel ¢ White ([51]) e Manteuffel e White ([54]),
que as estimativas induzidas pelo erro de truncatura podem nao revelar as reais
propriedades de convergéncia. De facto, nestes trabalhos, é mostrado que al-
guns esquemas de diferengas finitas apresentam um erro de discretizagao global
de ordem superior a do erro de truncatura. Esta propriedade foi designada por
supraconvergéncia.

Em 1988 Grigorieff ([39]) recupera, no contexto dos métodos de diferengas fini-
tas para problemas elipticos unidimensionais, definidos a partir de malhas nao
uniformes, os resultados de Lax e Rychtmeyer. Para o efeito, neste trabalho, a
estabilidade é estabelecida recorrendo a normas duais. Deste modo, tal como nos
trabalhos anteriormente referidos, foram obtidas, para certos métodos, proprieda-
des de convergéncia que ficavam “escondidas” na abordagem clédssica. Atendendo
a generalidade da abordagem, podemos afirmar que este trabalho apresenta uma
perspectiva unificadora no estudo da supraconvergéncia. Note-se que na dedugao
da desigualdade de estabilidade sao fundamentais certos resultados de Teoria da
Convergéncia Discreta. E de realgar que estes argumentos foram anteriormente
utilizados, sendo exemplo disso o artigo de Courant, Friedrichs e Lewy ([18]),
publicado em 1928, onde, na prova de existéncia de solucao de certos problemas
diferenciais, sao introduzidas sucessoes de aproximagoes definidas por diferencas
finitas e a sua convergéncia é estabelecida recorrendo a resultados de compacidade.

A utilizacdo de normas duais tem vindo a ser considerada também na andlise
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de métodos de diferengas finitas para problemas bidimensionais, sendo exemplo
disso as publicagoes de Bojovié e Jovanovié¢ ([9]), Ferreira ([26]-[29]), Ferreira e
Grigorieft ([30]), Jovanovi¢ e Popovié¢ ([43]), Marletta ([55]). Por exemplo, em
[29] e [30] a estabilidade do método considerado e a estimativa supraconvergente
do erro, foram estabelecidos a partir da identificaggo do método de diferencas
finitas com um método de elementos finitos segmentado linear adequado. Deste
modo, & estimativa supraconvergente, no contexto dos método de diferencgas finitas,
corresponde uma estimativa superconvergente para a solugao de elementos finitos.

O fenémeno de superconvergéncia de solugoes de elementos finitos tem sido ob-
servado por diversos autores. Em 1969, Oganesjan e Ruhovec apresentam, em [57],
resultados relativos a métodos de elementos finitos para equacoes elipticas bidi-
mensionais. Na década de 80, surgiram os primeiros estudos de superconvergéncia
do método de elementos finitos misto entre os quais destacamos os apresentados
por Arnold e Brezzi ([3]), Douglas e Roberts ([21]), Douglas e Wang ([22]). Final-
mente, e sem pretendermos ser exaustivos, referimos outros trabalhos onde o tema
da superconvergéncia é abordado: Brandts ([13], [14]), Douglas, Dupont e Wheeler
([20]), Durén ([24]), Goodsell e Whiteman ([35]), Jovanovié, Ivanovié e Siili ([42]),
Lesaint e Zlamal ([50]), Levine ([52]), Wheeler e Whiteman ([75]), Zldmal ([78],
[79))-

Os métodos de diferencas finitas mais amplamente divulgados sao os métodos
de diferencas finitas centradas nos vértices. No entanto, em certos contextos, como
por exemplo a resolugao de problemas relacionados com a indtstria do petréleo, a
maioria dos c6digos tem como base outra versao dos métodos de diferencas finitas:
os chamados métodos de diferencas finitas centradas nas células. Esta escolha esta
relacionada com os modelos fisicos em relagao aos quais o ultimo método é mais
conveniente ([63]). A convergéncia dos métodos de diferengas finitas centradas nas
células foi estabelecida por Forsyth e Sammon em [31], Weiser e Wheeler em [74].
No artigo de Manteuffel e White [54], sdo apresentados teoremas de convergéncia de
segunda ordem para os dois tipos de métodos. Se forem usadas malhas uniformes,
os dois processos sao idénticos, excepto possivelmente no tratamento da fronteira,
e o erro de truncatura é geralmente de segunda ordem se for admitida regulari-
dade suficiente para as fungoes coeficiente da equacao diferencial. Para o caso de
malhas nao uniformes, o estudo da convergéncia torna-se mais interessante. Os
métodos de diferengas finitas centradas nos vértices tém um erro de truncatura de
primeira ordem enquanto que os métodos de diferencas finitas centradas nas células
revelam-se localmente inconsistentes.

As propriedades de convergéncia de métodos de discretizacido para problemas
elipticos assumem relevancia no estudo de métodos numéricos para problemas
parabdlicos. De facto, a construcao de métodos para problemas parabdlicos com
condigoOes iniciais e de fronteira é, muitas vezes, o resultado de duas fases de
discretizacao: a discretizacao espacial e a discretizacao temporal. Na primeira
fase, o operador diferencial correspondente as derivadas espaciais é discretizado
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usando, por exemplo, diferengas finitas. Daqui resulta um sistema diferencial or-
dindrio que é integrado, na segunda fase, de modo aproximado, sendo utilizado
um método numérico especifico. No estudo das propriedades de convergéncia da
aproximagao definida a partir da abordagem referida, tem especial relevo a quali-
dade da aproximacao espacial. Assim, os resultados de convergéncia de métodos
de discretizagao de problemas elipticos sao importantes na dedugao das proprie-
dades de convergéncia de métodos numéricos para problemas parabdlicos. Sao
referéncias cldssicas neste contexto os trabalhos [69], de Thomée, e [72], de Verwer
e Sanz-Serna, sendo o primeiro relativo a métodos de elementos finitos e o segundo
a métodos de diferencas finitas.

O objectivo desta dissertacao é o estudo de propriedades de convergéncia
de métodos de discretizagao, definidos em malhas nao uniformes, para equagoes
diferenciais elipticas de segunda ordem. Estabelecemos propriedades supracon-
vergentes considerando condigoes de regularidade para as solugoes do problema
continuo menos restritivas que as usualmente exigidas na literatura. Embora o
estudo incida especialmente sobre métodos de diferencas finitas, as técnicas uti-
lizadas permitem concluir que as propriedades estabelecidas valem também para
as solugoes de certos métodos de elementos finitos lineares totalmente discretos.
Sao ainda objecto de estudo as propriedades de convergéncia de aproximagoes
semi-discretas para problemas parabdlicos.

Os objectivos propostos na elaboragao desta dissertagao nao incluem considera-
¢oes relativamente a existéncia, unicidade e regularidade de solugao dos problemas
diferenciais.

A divisdo em capitulos desta dissertacdo foi motivada pela técnica utilizada
na obtencao dos resultados de estabilidade dos diversos métodos de discretizagao
estudados. Houve necessidade de utilizacao de diferentes normas duais para esta-
belecer a estabilidade, consoante o tipo de método em estudo (diferencas finitas
centradas nos vértices ou diferengas finitas centradas nas células). Apresentamos
seguidamente, de uma forma sumadria, os quatro capitulos que constituem este
trabalho.

No primeiro, designado por Método de diferencas finitas centradas nos vértices
e norma em W, 1’2, comegamos por apresentar o estudo da discretizagao por
diferencas finitas centradas nos vértices de problemas elipticos unidimensionais,
com condigoes de fronteira de Dirichlet e Robin. Seguidamente é feita referéncia
a extensao dos resultados estabelecidos para o caso unidimensional a problemas
bidimensionais. Esses resultados sao generalizados a sistemas de equacoes forte-
mente elipticos. A abordagem que aqui propomos baseia-se no uso de normas
duais. Os métodos de diferengas sao interpretados como sendo métodos de ele-
mentos finitos lineares, em malhas triangulares, combinados com formas especi-
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ais de quadratura. Os métodos considerados tém, em geral, erros de truncatura
de primeira ordem, sendo de segunda ordem apenas em malhas uniformes. No
entanto, prova-se que as solugoes numéricas tém convergéncia quadratica e sao,
portanto, supraconvergentes. Para além disso, as estimativas de erro sao obtidas
considerando a norma no espaco de Sobolev H', o que revela superconvergéncia no
contexto dos métodos de elementos finitos. Os resultados de convergéncia sao obti-
dos assumindo condigoes de regularidade mais fracas para as solucoes do que, por
exemplo, em [39], [41], [47], [54], [64], relativamente ao problema unidimensional,
e em [30], relativamente ao problema bidimensional.

Os resultados principais deste capitulo encontram-se publicados ou foram sub-
metidos a publicagao. O estudo das equagoes elipticas unidimensionais encontra-se
no trabalho de Barbeiro, Ferreira e Grigorieff, [8]. Relativamente ao caso bidimen-
sional referenciamos [29], de Ferreira. O essencial daquilo que apresentamos em
relagao ao estudo de sistemas encontra-se publicado em [5] e [6], ambos de Barbeiro
e Ferreira.

No segundo capitulo, intitulado Método de diferencas finitas centradas nas
células e norma de Spijker, estabelecemos resultados de estabilidade e convergéncia
de métodos de diferengas finitas centradas nas células para problemas elipticos,
com condicoes de fronteira de Dirichlet, unidimensionais. Na andlise desses mé-
todos, prova-se que o erro de truncatura é de segunda ordem, quando sao con-
sideradas malhas uniformes, e é inconsistente, no caso de malhas nao uniformes
gerais. Este facto foi notado por Tikhonov e Samarskii em [71]. Em [63], Russell
e Wheeler mostram a equivaléncia entre um método de diferencas finitas centra-
das nas células e um método de elementos finitos misto, combinado com uma
forma especial de quadratura. A partir deste resultado provam que o método
tem convergéncia de primeira ordem para a solucao e a sua derivada, em malhas
gerais, obtendo assim um resultado de supraconvergéncia. Manteuffel e White, em
[54], deduzem a convergéncia de segunda ordem para vdrios problemas escalares,
considerando métodos de diferengas finitas centradas nos vértices e métodos de
diferencas finitas centradas nas células, em malhas nao uniformes.

Na abordagem que propomos, as desigualdades de estabilidade desempenham
um papel central no estudo do erro. Na obtengao dessas desigualdades usamos
resultados de compacidade discreta. Em primeiro lugar, a estabilidade é estabe-
lecida considerando normas do tipo Spijker. Com o objectivo de generalizar o
resultado ao caso bidimensional, estabeleceram-se desigualdades de estabilidade
a partir de normas de indice negativo. O uso de uma versdao discreta da norma
definida no espaco H 2 no teorema de estabilidade surge naturalmente tendo em
conta o resultado inicialmente obtido com normas do tipo Spijker, considerando
um resultado de equivaléncia de normas. A conclusao de que os métodos tém con-
vergéncia de segunda ordem em malhas nao uniformes nao é, por si s6, inovadora,
sendo exemplo disso as referéncias [54] e [74]. No entanto, o tipo de andlise que
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desenvolvemos tem a vantagem de poder ser estendida a dimensoes superiores.
Para além disso é unificadora no sentido em que tem como base desigualdades de
estabilidade do tipo das j& usadas no capitulo anterior.

No terceiro capitulo, intitulado Método de diferencas finitas centradas nas
células e norma em W}}Q’Q, estudamos métodos de diferengas finitas centradas
nas células em dominios do plano. Tal como nos capitulos anteriores, a escolha da
norma segundo a qual a estabilidade é estabelecida é fundamental no estudo do
erro. O uso de uma versio discreta da norma em H ~2 permite provar convergéncia
quadratica da solugao numérica, em malhas nao uniformes. Forsyth e Sammon, em
[31], e Weiser e Wheeler, em [74], também apresentam convergéncia de segunda
ordem para problemas elipicos, em dominios rectangulares. Nos resultados que
aqui apresentamos sao considerados operadores e dominios mais gerais que nesses
artigos.

No quarto capitulo, designado por Problemas parabdlicos, apresentamos o es-
tudo da semi-discretizacao de problemas de evolucao parabdlicos, cujos estados
estaciondrios sao representados pelos problemas elipticos considerados nos capitulos
anteriores. Discretizamos o operador diferencial relativo as derivadas espaciais
usando os dois tipos operadores de diferencas finitas ja considerados: diferencas
finitas centradas nos vértices e diferencas finitas centradas nas células. O estabe-
lecimento de estimativas de erro supraconvergentes tem por base as estimativas
de erro dos capitulos 1 e 3. Os resultados deste capitulo que dizem respeito a dis-
cretizacao por diferencas finitas centradas nos vértices encontram-se no trabalho
de Barbeiro, Ferreira e Brandts ([7]).

Em cada capitulo desta dissertagao sao apresentados resultados numéricos que
ilustram os resultados de supraconvergéncia. Estes resultados foram obtidos a
partir de algoritmos especialmente concebidos para o efeito e implementados no
programa MATLAB (versao 6).

Este trabalho inclui trés apéndices, intitulados Espacos de Sobolev, Operado-
res elipticos e Convergéncia discreta, onde apresentamos defini¢oes e resultados
classicos que tém um papel relevante nesta dissertagao.
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Capitulo 1

Método de diferencas finitas

centradas nos vértices
1.2
e norma em Wh

O objectivo deste capitulo é o estudo da supraconvergéncia de métodos de
diferencas finitas centradas nos vértices para problemas elipticos de segunda ordem
com coeficientes varidveis. A convergéncia é estabelecida a partir da estabilidade
e da estimativa adequada do erro de truncatura. A desigualdade de estabilidade
é deduzida a partir da identificacao do operador de diferengas com um operador
funcional definido entre um espago discreto e o seu dual. Deste modo, a estimativa
para o erro global relativamente & norma em H' obtém-se a partir da estimativa
para a norma dual do erro de truncatura. No estabelecimento desta estimativa é
fundamental a identificagdo entre o método de diferengas finitas e um método de
elementos finitos segmentado linear. A técnica utilizada permite estabelecer es-
timativas de erro supraconvergentes relativamente a norma no espago de Sobolev
H', exigindo apenas que a solucio do problema diferencial esteja em H?. Resul-
tados anteriores, presentes na literatura, exigem maior regularidade. Por exemplo
em [41], [47], [54] e [65] é assumido que a solucdo tem derivadas continuas até &
quarta ordem. E de notar que, atendendo & identificacao referida, o resultado de
supraconvergéncia para a solucao de diferencas finitas constitui um resultado de
superconvergéncia para a solucao de elementos finitos.

Este capitulo tem trés secgbes. Na Seccao 1.1 é nosso objectivo estudar as
propriedades de estabilidade e convergéncia, no caso unidimensional. Na Seccao
1.2 consideramos a generalizacao dos resultados da primeira seccao a problemas
definidos em dominios bidimensionais. Finalmente, na Secgao 1.3, apresentamos o
estudo da discretizacao de sistemas elipticos.
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Comegamos por definir uma aproximagao de diferencas finitas, em malhas nao
uniformes, de um problema unidimensional. Quando consideramos o comporta-
mento do método numa sucessao de malhas com o passo méximo a tender para
zero, constatamos que o método tem, em geral, consisténcia apenas de primeira
ordem (é segunda ordem se as malhas forem uniformes). Apesar disso, prova-
mos que a solugao discreta é de segunda ordem, sem impdr qualquer restricao
4 malha. E com base na identificagao do método de diferencas finitas com um
método de elementos finitos totalmente discreto que se obtém o resultado de esta-
bilidade (Teorema 1.1) cuja consequéncia é o resultado de convergéncia (Teorema
1.5). Neste tultimo teorema é estabelecida uma estimativa supraconvergente para
a solucao de diferencas finitas, o que permite concluir que o método de elementos
finitos segmentado linear tem convergéncia quadratica relativamente a norma no
espaco H'. Esta propriedade é vulgarmente conhecida por superaproximacao do
gradiente ([73]) ou superconvergéncia ([13], [25], [50], [79]). Este estudo ocupa as
subseccgoes 1.1.1-1.1.3.

O resultado de supraconvergéncia/superconvergéncia do Teorema 1.5 tem por
base a forma divergente da equag@o diferencial. A questdo natural que abor-
damos na Subseccdo 1.1.4 diz respeito a possibilidade de extengdao do estudo a
uma equacao diferencial na forma nao divergente. Constatamos que a resposta é
afirmativa, introduzindo uma discretizagao do problema diferencial nessa forma e
para a qual obtemos um resultado andlogo ao Teorema 1.5.

A discretizacao do termo fonte da equagao diferencial tem um papel de relevo
no estabelecimento de estimativas para o erro da aproximagao. Na Subsecgao 1.1.5
estudamos outro tipo de discretizagdo para este termo, em alternativa a (1.12). A
restricao dos valores do termo fonte aos pontos da malha é talvez a discretizacao
mais comum e permite concluir uma estimativa do tipo da apresentada no Teorema
1.5. Para além dessa, consideramos ainda outras possibilidades de discretizagao
desse termo.

Nos resultados de convergéncia até aqui referidos, sao consideradas estimativas
do erro do interpolador segmentado linear obtido a partir da solucao de diferencas
finitas, relativamente & norma no espaco H'. No entanto o erro é definido em
relacao a projeccao da solucao do problema diferencial no espago das fungoes
continuas e lineares por segmentos. Na Subsecgao 1.1.6 é introduzido um processo
de construcao de uma aproximacao a partir da solugao de diferencas finitas, a que
chamamos poés-processamento e que conduz a uma aproximagao tal que o erro da
solugao numérica é de segunda ordem quando comparada com a solugao analitica
do problema diferencial.

A ilustracao do desempenho dos métodos estudados é apresentada Subsecgao
1.1.7. Como consequéncia das estimativas estabelecidas no Teorema 1.5, intro-
duzimos um critério para a defini¢ado de malhas nao uniformes. Apresentamos
resultados numéricos obtidos a partir de malhas que satisfazem este critério e que
sao comparados com os obtidos a partir de malhas que satisfazem o critério de
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equidistribuicao do comprimento de arco. Sao também apresentados resultados
numéricos obtidos a partir de malhas do tipo Shishkin.

Os métodos de diferencas finitas centradas nos vértices para problemas bidi-
mensionais merecem também atengio neste capitulo. Ferreira obteve, em [29],
resultados de supraconvergéncia analogos aos apresentados na Seccao 1.1 para
problemas do plano. Observamos que, embora essa generalizagao possa parecer
simples, a técnica para estimar o erro de truncatura introduzida na demonstracao
do Teorema 1.5 nao permite obter imediatamente uma estimativa superconver-
gente no caso bidimensional. Na Seccao 1.2 apresentamos as definigoes e resulta-
dos fundamentais de [29], mas omitimos as suas demonstragoes. Esses resultados
sao usados no estudo de métodos de diferengas finitas centradas para sistemas
elipticos, em dominios bidimensionais (Sec¢ao 1.3), e também no estudo de pro-
blemas parabdlicos (Capitulo 4). Por esta razao pareceu-nos importante a sua
inclusao nesta dissertacao.

Na Seccao 1.3 estendemos alguns dos resultados das seccoes anteriores a mé-
todos de diferencas finitas para sistemas diferenciais elipticos. Como exemplo
de aplicagao propomos um problema de elasticidade caracteristico da mecanica
dos sélidos e apresentamos alguns resultados numéricos que ilustram o resultado
de convergéncia. As técnicas de demonstracdo dos resultados aqui apresenta-
dos permitem melhorar os resultados de [5] onde, no contexto de problemas de
elasticidade, as estimativas sao obtidas exigindo condicoes de regularidade mais
fortes para a solugao do problema.

1.1 Caso unidimensional
1.1.1 Introducao

Nesta secgao estudamos a discretizagao por diferengas finitas centradas nos
vértices da equagao diferencial

Au = —(av') + (bu)' +cu=f em (0,R)CR (1.1)
com condigoes de fronteira de Dirichlet
u(0) =7, u(R) =g, (1.2)
ou condicoes de fronteira de Robin
—(au’)(0) + Bou(0) =10, (au')(R) + Bru(R) = Yr. (1.3)

Assumimos que os coeficientes da equacao diferencial sao suficientemente regulares,

a€C[0,R], bccW?>(0,R), (1.4)
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equea(z) >a>0 Vze (0,R).
O método de diferengas finitas que consideramos é definido na malha nao uni-
forme T,
1 ::{O=$0<$1 < < TN-1 <$N=R},

onde h é o vector dos espacamentos
hjZ=$j+1—$j, jZO,...,N—l.

Usamos a notacao I; para o intervalo (z;,%;11), 7 = 0,...,N —1, e I}, para o
conjunto de pontos interiores da malha, I}, := I;\{zo,zn} . Denotamos por W}, o
espago das fungoes complexas definidas nos pontos da rede I;,, munido do produto

interno
N7

(vh,wh)h = Z h

Jj=

=

<

(”Uj'u_)j + Uj+171)j+1), Vp, W € Wh, (1.5)

|

o
e por W}, o subespacgo de W}, cujas fungoes sao nulas nos pontos xg e xy. O produto
interno (1.5) é uma versao discreta do produto interno de L?(0, R), correspondente
aregra dos trapézios composta. Nos espagos anteriores consideramos os operadores
de diferencas centradas §. e § definidos por

(Bovp); = LY=L Gy N, (1.6)
Tjp1 — Tj-1
Vit1 — U4 .
(Ovn)j1je = L2 j=0,...,N -1, (1.7)
Tj+1 — Tj
onde v; := vp(x;) e 412 := xj + h;/2. Na composicdo de operadores usamos
ainda a notacao
Wit1/2 — Wj—-1/2
(dwp); == AL B T (1.8)
Tjt1/2 — Tj—1/2
Pretendemos estabelecer propriedades de convergéncia da discretizacao
Apup, = —6(adup) + 0c(bup) + cup, = fr, em T, (1.9)
com as condicoes de fronteira
uo =%, UN =7R (1.10)
ou
ho
— (adup)i/2 + > [(5(buh))1/2 + coup — fo} + Bouo = 70,
(L.11)

hn-1

(adun)n—1/2 + [(5(buh))N,1/2 +enun — fN} + BrRUN = VR,



1.1 Caso unidimensional 5

sendo (1.10) e (1.11) as discretizagoes de (1.2) e (1.3), respectivamente. Em (1.9),
a funcdo de rede que aproxima o segundo membro de (1.1) é definida por

2 Tj+1/2 ( ) ( )
f~;:7/ f(z)dx, j=0,...,N, 1.12
T o1+ hy Ti_12

onde h_l = hN = O, T_1/2 = Oe ITN41/2 = R.

Denotamos por Rpv a restrigdo da fungao v € C[0, R] & malha I;,. Por vezes,
quando é claro pelo contexto que nos referimos a restricdo, omitimos o simbolo
Ry. Usamos a notacao P, para o operador de interpolacao linear nos pontos de
I,

Seja A uma sucessdo de vectores h, com hyq, 1= max{h;,j =0,...,N — 1}
convergente para zero. Pretendemos analisar o comportamento do método de
diferencas em sequéncias de malhas I, h € A.

O estudo da estabilidade e convergéncia do método de diferencgas finitas é feito
identificando este método com um método de elementos finitos adequado. Na sub-
secgao seguinte apresentamos o problema variacional discreto associado ao referido
método de elementos finitos.

1.1.2 Problema variacional discreto

Pretendemos determinar um problema variacional discreto equivalente a dis-
cretizagdo j& introduzida. Para o efeito consideramos a forma sesquilinear ay (-, -),

N-1

ap(vh, wp) = Z hjaji1/2(Pavn)iiq o (Paton) g /2 — (bvn, (Prwn) )k
=0

+ (C’Uh, wh)h.
(1.13)
No entanto, para as condigoes de fronteira (1.3), a forma sesquilinear deve também
incluir o termo
(60 - b(o))vowo + (ﬁR + b(R))UN’lZ)N,
ou seja, neste caso ap(.,.) é definida por

N-1

an(vh,wp) = hjajr/2(Pron)iir j2(Pnin) iy 2 — (bon, (Prwn))n
7=0

+  (cvn, wn)n + (Bo — b(0))voto + (Br + b(R))oNWN.
(1.14)
Em (1.13) e (1.14), a funcdo (P,wy)" pode ter descontinuidades nos pontos da
malha. Para tais fungbes, o produto interno (1.5) deve ser calculado como a
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soma dos termos correspondentes a regra dos trapézios simples em cada intervalo
(x;,2;+1), usando os limites de (Ppwy)’ correspondentes ao interior nos pontos de
quebra.

Determinar a fungdo up que verifica (1.9)-(1.10) ou (1.9)-(1.11) é equivalente
a determinar, respectivamente, uy € Wj, tal que ug = o, uy = YN €

an(un,vn) = (fa,vn)n  Yon €Wp, (1.15)
ou up € Wy, tal que
ah(uh,vh) = (fh,’l)h)h + YoUo + YRUN Yy, € Wy, (1.16)

Para a demonstracdo dessa equivaléncia basta notar que se uy, verifica (1.9)-(1.10)
ou (1.9)-(1.11), entdo satisfaz

ah(”ha ’U}(l])) = (fha U}(l]))h

ou
ah(uh7 U/ELJ)) = (fha v](lj))h + 705(()]) + ’YRTJE\J[),
respectivamente, para fungoes U;Lj ) € Wy, tais que
U}(Lj)(xj) =1, U;Lj)(xi) = 0 para i # j.

Atendendo a que qualquer fungao de W}, é uma combinacao linear de funcoes desse
tipo, conclui-se o pretendido.

Note-se que os problemas (1.15) e (1.16) podem ser entendidos como dis-
cretizagoes de problemas variacionais associados aos problemas diferenciais (1.1)-
(1.2) e (1.1)-(1.3). Por exemplo, associado ao problema (1.1)-(1.3), consideramos
o problema variacional: determinar v € H'(0, R) tal que

a(u,v) = (f,v)o +100(0) +vL0(L) Vv € HY(0,L), (1.17)

a(v,w) = (av’;w")o — (bv,w")o + (cv,w)o
+(Bo = b(0))v(0)w(0) + (B + b(L))v(L)w(L),  (1.18)

v,w € H*(0, R). Assim, a forma sesquilinear ay(.,.) definida por (1.14) pode ser
obtida de a(.,.) definida por (1.18) aplicando a regra do ponto médio ao primeiro
termo e a regra dos trapézios aos restantes termos. O termo correspondente a (bv)’
também se obtém aplicando a regra do ponto médio a Py, (bvy,), isto é,

N-1

hj(Ph(bvh))j+1/2(Phwh);Jrl/Q-
j=0
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1.1.3 Estabilidade e convergéncia

O principal resultado desta secgdo, o Teorema 1.5, é consequéncia do seguinte
resultado de estabilidade para ay(.,.).

Teorema 1.1 Se o problema variacional associado a (1.1)-(1.2) tem uma dnica
solugdo, entdo existe uma constante positiva C independente de h, tal que para
h e A, com hyq, suficientemente pequeno, se tem

| Pronll o,y < C sup M
S ”PhwhHHl(o’R)

0Fwy, €Wy,

Yy, GVI(}h . (1.19)

O resultado anterior pode ser apresentado, de forma alternativa, como um
resultado de estabilidade inversa para Aj. De facto, a norma

Uh, Wh )h °
o= sup K0l
05éwh61/‘c}h fll1h
com R
lvnllin = | Prvnllaro,r)ys  vh €W,

que induz o espaco que denotamos por W, 1’2, pode ser entendida como uma versao
discreta da norma ||.||_; definida em H~1(0, R). Com esta definicao e tendo em
conta que

o
ap(vp, wp) = (Apvp, wp)n  Yop, wp €W,

concluimos que (1.19) é equivalente a

o]
lonlli,n < CllARvR|| 1,0 Yop €W .

Esta estimativa mostra que, nas condi¢oes do Teorema 1.1, Ay, é invertivel, h € A/,

em que A’ denota uma sucessao final de A. Para além disso podemos concluir que

A;l é estdvel. De facto, Agl considerada como uma aplicacao de (Wh_l’Q, l.|=1,n)
o

em (W, |.]1,n) é limitada uniformemente com respeito a h € A’.

O Teorema 1.1 também é vélido para a discretizacdo (1.16) do problema (1.1)-

(1.3), substituindo, em (1.19), W), por Wj.
A demonstragao do Teorema 1.1 é semelhante & do Teorema 2 de [30] e baseia-se
no facto de af., .) ser coerciva (Teorema 8.2.8 de [40]) e de se verificar a convergéncia

|ah(vh,wh) — a(thh, Phwh)| — 0 (h S A),

[e]
Vh, Wh, eWy.
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Os trés lemas que se seguem sao usados na demonstragao do teorema de con-
vergéncia. O Lema de Bramble-Hilbert (Apéndice A) e a estimativa

lollzsyy < 3 2lloliee,) Vo € L2(1)), (1.20)
sao fundamentais na obtencao da ordem de convergéncia pretendida.
Lema 1.2 Parav € HI+)(1;), s € {1,2}, tem-se
|UI(33j+1/2) - (th),($j+1/2)| < Chi_lHU(SH)HLl(Ij) < Chj'il/zH’UHH(l*S)(Ij)a
j=0,...,N—1.
Demonstragao: Seja w a fungao definida por
w(§) =v(z; +&hy), £€]0,1]. (1.21)
Entao vale representacao
V@ gias2) — (Pa0) (wy072) = 2 [0 (5) = w() +w(0)] = -Aw),  (1.22)
J J
em que A denota a funcional linear

Mo) = (5

5) 9D +9(0). gew(0,1). (1.23)

A funcional anterior é limitada em W7™1(0,1), com r € {2,3}, e anula-se para
g=1,¢e €2 Logo, pelo Lema de Bramble-Hilbert, existe uma constante positiva
C tal que

|)‘(9)| < C||9(T)HL1(0,1)~

Considerando na estimativa anterior g = w, pela desigualdade de Holder,

A(w)]

IN

L[
cmﬁwyunzo@-/’ ) ()] da

r—1/2 N
o ([

IN

j+1 1/2
|U“Mx)2dz> .

Inserindo em (1.22) a estimativa deduzida, resulta
s— s s—1/2 s
V' (2j4172) = (Pav) (xj51/2)] < CRSHPWE |1,y < CRS Plot D ey,



1.1 Caso unidimensional 9

Lema 1.3 Para v € H*(I;) tem-se

|v(xj) + v(zj41)
2

j=0,...,N—1.

—v(@jp1/2)| < ORIV I,y < CRY 0" |21,

Demonstragao: Seja w definida por (1.21). Vale a igualdade

v(x;) + v(@je1) w(0) + w(1) 1
D) = 2000 )

A funcional

9(0) +9(1) g(l

R - 2,1

¢ limitada em W?21(0,1) e anula-se para ¢ = 1 e ¢ = £. Logo, pelo Lema de
Bramble-Hilbert, obtemos

Ao < Cllg"llero,1): g€ WH(0,1).

Atendendo a estimativa anterior e a definicdo de w, pela desigualdade de Holder
vem,

[Aw)]

IN

Tjt1
Cllw" 10,1y = Chj/ [v" ()| dx

J

Tj+1 1/2
Chi/? (/ o (@) 2dz)

J

IN

Lema 1.4 Para v € H*(I;) valem as estimativas

h. Tj+1
(ot o)) = [ o) de] < ORI sy < ORI sy
zj
e
Lot 211, 1 5/2 1
hjv(xji1)2) — v(x)dz| < Chj||v iz, < Ch; 10"l 22 (1)
z;

j=0,...,N—1.
Demonstragao: Seja w definida por (1.21). As funcionais

9(1) +9(0)

M(g) = T /Olg@ds e alo) =o(3) - /Olg@)dg
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sao limitadas em W?21(0,1) e anulam-se com g = 1 e g = £. Pelo Lema de Bramble-
-Hilbert, tomando g = w, vem

Tjt1

%) +otar)) - [ oo o

xj

< Ohyllw" a0y < CR2V laqry) < OBl aay)

m(W—fm&m&)‘

Tjt1

hjv(@ji1/2) — / o(z) da

Lj

(el - [ w91

< Chjllw” |01y < Ch2W |, < Ch?/2||v”HL2(1j).

Provemos seguidamente o resultado de supraconvergéncia.

Teorema 1.5 Seja h € A, com hyee Suficientemente pequeno. Se o problema
variacional associado a (1.1)-(1.2) ou (1.1)-(1.3) tem uma dnica solugdo, entdo
o problema discreto (1.9)-(1.10) ou (1.9)-(1.11), respectivamente, tem uma inica
solugdo uy. Se a solugdo u de (1.1)-(1.2) ou (1.1)-(1.3) satisfaz u € H** (0, R),
s € (1/2,2] , tem-se a estimativa

N-1

1/2
1P R ).y < C( 3 W Nl ) < Ol ooy
§=0
(1.24)
com C' independente de h.

Demonstragao: Apresentamos a demonstragio apenas para o problema, (1.1)-
(1.3). A prova da estimativa (1.24) quando o problema tem condigoes de fronteira
de Dirichlet (1.2) é semelhante e ligeiramente mais simples.

Note-se que o resultado de estabilidade garante a unicidade de solucao, quando
hmaz € suficientemente pequeno.

Atendendo a que uy, é solugdo de (1.16), podemos obter uma estimativa para
| Pn(Rpu — un)| 1 (0,r) considerando, em (1.19), vp, = Rpu — up. Pelo Teorema
1.1, para h € A, com h,,4, suficientemente pequeno, deduzimos sucessivamente

|ah(Rhu - ’LL}“U}L)‘

Pr(Rpu — up) | gro,r) < C  sup
| Pr( i (0,R) 0un e W HthhHHl(O,R)

¢ sup lan(Rru,vi) — (fr, V)n — Y000 — 'YN'DNl’

1.25
00, €W, [ Pronlle o, r) (1:25)
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com C independente de h. Atendendo & defini¢ao de f5, ((1.12)), usando integragao
por partes e soma por partes, obtém-se

N-1

(nsondn = = D [(@)@j41/2) = (bu) (@5512)| (W51 = )

7=0
Pela definicao de ay(+,-) e das condigoes de fronteira, verificamos que podemos
obter um majorante para (1.25) estimando, separadamente, as quantidades

cudz; + [(au')(0) = (bu)(0) |7 — |(au')(R) — (bu) (R)| o

j—1/2

N—-1

T, = hjaji1/2 [(Phu);'-f-l/Q - Ul($j+1/2)} (PW’L);'+1/2’ (1.26)
§=0
N-1

Ty = hj [(bu)(-%’j+1/2) - (ullz,) +2(bU)(xj+l)] (Ph@h);”rl/% (1.27)
§=0
N h.il + h: Tjt+1/2 B

T. .= 2 T (eu ;) — cu)(x) dx|v;. 1.28
Z[ : <><>/wj_m<><>] (1.28)

Observamos que se s > 1/2 entdo H*(0, R) tem um mergulho compacto em
C|0, R]. Portanto, se u € H**%(0, R) entao existe u’(z) para todo = € (0, R).
Consideramos, em primeiro lugar, s € {1,2}.

Estimativa para T,: Pelo Lema 1.2, temos que

s—1/2
W (2541/2) — (Phw)'(x541/2)] < Oh; / [l zavo (1), (1.29)
s € {1,2}. Por outro lado, vale
Tit+1 1/2
hi (Puon)j1 2 = / (Pan)jy1/2 dw < by 7| Prhonlla ;) (1.30)
2
Finalmente, conjugando (1.26), (1.29) e (1.30), obtemos

N—-1

2s 2 1/2
1Ta| < Cllallze<(o,r) (Z hy ||U|\H1+s(1j)) [ Pronllmo,r)- (1.31)
=0

Estimativa para Tj: Considerando v = bu no Lema 1.3, resulta

| (bu)(z;) + (bu)(x;41)
2

— (bu)(z551)2)| < CBY || (0u)" |l 121, (1.32)
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Conjugando (1.27), (1.30) e (1.32) concluimos que

= 40,1112 1/2
T < Clbllwa o, (3 Hdle"12r,)) 1 Povllirs o, (1.33)

=0

Estimativa para T,: Comecemos por notar que vale a representagao
T.=(T1+T1)/2

com
ZTjt+1

T = Ni:l Bj((cu)j + (cu)j41) _/

cu da:} (U + 0j41)
=0 &

N-1 B Tjt1/2 Tjt1
Tpi= [;((cu)jH — (cw);) +/ cudz —/ Cudm] (041 — ).

Tj i+1/2

j=0

A estimativa para T, obtém-se estimando separadamente T e T. Facilmente se
deduz uma estimativa para 77, uma vez que se trata de uma soma cujos termos

hj Tj+1
?((cu)j + (cu)jt1) — / cudz
zj
sao erros da regra dos trapézios. Pelo Lema 1.4 vem

b Tt
?j((cu)j + (cu)j1) — / cudx

zj

< ChY|/(cw)" | L2(z,)-

Como Ppvy, é seccionalmente linear, entao

2

|(vj +vj+1)] = 7

Tit+1 —1/2
/ (Pron)(x) d‘”‘ < 2h; "l Pronll ).
zj

Das duas desigualdades anteriores e da defini¢ao de T}, obtemos
N—-1 - 1/2
IT1| < Clleflwz(0.r) (Z thu”H?(Ij)) [ Pronllz2(0,R)- (1.34)
j=0

Consideremos agora T5. Seja A a funcional definida por

1

1/2
A9 = 3 6 —g0)+ [ g [ geyas gew 0.,
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que ¢ limitada em W11(0,1) e que se anula para g = 1. Tomando g = w, em que

w(§) = (cu)(z; +&hy), € €[0,1],
usando o Lema de Bramble-Hilbert, obtemos a estimativa de primeira ordem

hj Tjt1/2 Tj41
?((Cu)j+1 — (cu);) —l—/ cudx —/ cudz
x T

&) j+1/2

= hilAw)| < Chjllw' |l 1oy < CRYJeul .

Mas o factor (7,41 —¥;) permite estimar 7> com a mesma ordem que T3. De facto,
note-se que

_ _ 1/2
18501 = 5 = B2 | Pavnl e (1)

Assim,
N-1 9

1/
o] < Cllellwro.m (3 Willuldny) IPonlmom. — (1:35)

=0

A desigualdade (1.24) é consequéncia imediata de (1.31), (1.33), (1.34) e (1.35).

Provemos agora que a mesma estimativa é vélida para s € (1/2,1). Consi-
deremos a funcional A definida por (1.23) com domfnio H'*$(0,1). A funcional
anterior é limitada neste espaco e anula-se para g = 1 e g = £. Logo, pelo Lema
de Bramble-Hilbert (Lema A.6), existe uma constante positiva C' tal que

IM9)| < Clglai+s0,1) = Clg | m=(0,1)- (1.36)

Tomando g = w, com w(§) := u(z; + &hj), vem

1 1 2
l9'(§) —g'(n)] 1/2
)l < o[ [ L acan)
_ 1425 |u'(z) — ' (y)[? V2 sv12 0
= o(n /z,./zj o — g dady) " = CR P ey,
ou seja,

W' (254172) — (Phu) (2j41/2)] < Oh§_1/2||u||H<1+s>(1j)~
Desta forma, obtemos para T, a estimativa (1.31). De modo andlogo, procedendo
como anteriormente aquando do estabelecimento das estimativas para (1.33), (1.34)
e (1.35), mas definindo as correspondentes funcionais lineares A\ em H!'*%(0,1),
resultam para T3, e T, as estimativas pretendidas. Obtemos assim a primeira de-
sigualdade de (1.24). A segunda desigualdade resulta de

N-1

D lullfpeeyy < lullfpeeo,m-
§=0
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A demonstragao para s € (1,2) é semelhante & anterior. Note-se em vez de (1.36)
podemos escrever

IM9)| < Clgla+s0,1) = Clg" |me-100,1)

uma vez que a funcional A definida por (1.23) também se anula para g = £2.
|

Escrevemos de seguida a estimativa do erro (1.24) numa forma mais detalhada,
a fim de dar realce & contribuigao das fungoes coeficiente. Atendendo as estimativas
deduzidas na demonstracao do Teorema 1.5, tem-se

N—-1
IPuR oy < €32 (g + 100
§=0
1/2
0 By + e rgy)] a0

A estimativa anterior salienta a regularidade das fungoes coeficiente exigida na
dedugao do resultado de supraconvergéncia. Note-se que podemos enfraquecer a
condigao de regularidade (1.4). Basta que os coeficientes a, b e ¢ verifiquem essa
condicao apenas seccionalmente, desde que os correspondentes pontos de quebra
sejam pontos de Ij,.

A estimativa (1.37) é usada posteriormente na construgdo de malhas adapta-
tivas (Subsecgao 1.1.7).

1.1.4 Equacao diferencial na forma nao divergente

O fenémeno de supraconvergéncia também se verifica mesmo que a equacao
diferencial nao seja apresentada na forma divergente, bastando para isso assumir
maior regularidade das funcoes coeficiente. Por exemplo o método

—ad%up, + béeup, + cup, = fr, em I, (1.38)
Uo =%, UN =R,
conduz a uma aproximagao supraconvergente para a solugao do problema diferen-
cial
—au”" 4+ b +cu=f em (0,R),
U’(O) = 70, U(R) = TR,

se a,b € W3*(0, R), mas mantendo a condicdo optimal de regularidade u €
H3(0, R). Note-se que caso b seja a funcdo nula apenas é necessario assumir que
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a € W2°°(0,R). Para a demonstracao deste facto vamos considerar (1.38) como
uma perturbagdo do método (1.9). Note-se que é suficiente considerar o caso
a = 1 uma vez que, se a # 1, divide-se (1.38) por este coeficiente, resultando assim
uma equacao diferencial cujo termo de segunda ordem é —u’ e com alteracoes
correspondentes nos termos b e c. O segundo membro é da forma Rpa~'f, que,
como mostraremos na parte final da Seccao 1.1.5, corresponde a uma perturbacao
de segunda ordem de (a~!f), em que (a=!f)y(x;) é definido por (1.12) com f
substituido por a=!f. Assumamos entdo que a = 1. Consideramos (1.38) como
uma discretizacao da equagao diferencial

—u” + (bu) + (c = V)u = f.
Da relagao
bj(ujsr —uj—1) = (bu)jtr — (bu)j—1 — [(bj+1 — bj)ujt1 + (b; — bj,l)uj,l}
concluimos que a expressao dentro dos parénteses rectos dividida por hj_; + h;

é uma aproximacgao para b'u. Consequentemente, na analise do erro, aparece o
termo adicional T, em (1.27),

- N Tj+1/2 1
T. = j;o {/ Vudr — 5 ((bj+1 —bj)u(zjr1) + (bj — bj—l)u(ifj—l))]@ja

Tj—1/2
(1.39)
em que vg = vy = 0. Pelo Lema 1.2, obtém-se
[bj1 = bj = hbl ol < CRIO" || L1y,
[bj = bj—1 = 1l jo < CRZ 10" |2, y)-

Tj+1/2
Por outro lado, usando a regra dos trapézios na discretizacao de / bude,

Tj-1/2

pelo Lema 1.4, vem

& hi
[ bude = (W) ) + W) )] < OB 00

Tj—1/2

zj71/2713j)7

Tjt1/2 Iy
‘/ budr — ZJ ((b'w)(z;) + (b’u)(xj+1/2))| < Ch?||(b’u)”||L1(xj7wj+1/2).
zj
Consideremos em (1.39) as estimativas anteriores e ainda as seguintes representagoes

hj / A "
—u(T41/2) + (Tjp1 — t)u"(t) dt,

u(zji1) = w(wjp1/2) + 5
Tiy1/2
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h]‘,1 / Ti-1/2 "
U(.’L‘j,l) = U(.’l?j,l/g) — 2 u ($j71/2) +/ (t — atj,l)u (t) dt

Tj—1

Assim, para estimar Tc, resta considerar o termo
_ 1
=12 [hs(( = (B0)(wj112)) = B3 (B0) (@14172)
§=0
thy oy (W) (xg) — (Bu) (1)) + h?,l(b/u')(xj,l/z)}ﬁj,
uma vez que os outros termos sao de segunda ordem. Note-se que
- 1
L= 32 (@)~ (a)me) +h(6a) (542)
j=0

Jrhj—l((b u)(@;) — (V'u)(@j-1/2) — hj—l(b/u),(xj—l/Q))
2 (V) = 26’ ) (41 2) — B2y (') — 26) (2 /2)] 7,

Sejam

hj— h;
wi(€) 1= (Vu)(e; — €25L) 0 wa(€) i= W)y +€5), €€ 0,1]
Entao, valem as representagoes

(O'u) () — (V'u)(2j-1/2) = hj—1 (V') (x;-1/2) = w1(0) — w1 (1) + wi(1)

('u)(@;) — Ou)(@j41/2) + hy(V'u) (251/2) = w2(0) — wa(1) + wh(1).
Aplicando o Lema de Bramble-Hilbert como anteriormente, com o objectivo esti-
mar A(wy) e AM(wsz), em que

Ag) == g(0) — g(1) +¢'(1),

obtemos
_ 1
T = =2 2[R = 20) (002) — Wy (') = 260 (5-072) 0
j=0
+5S,
onde

N—1
1S < C > B2 ull (1) | Pavnll 2y -
=0
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Verificamos facilmente que vale uma estimativa de segunda ordem para

N

[hi((b’u)/ —20'u") (241 2) — h?,l ((b'w)" - 2b,u/)(xj‘1/2)}6j’
=0

bastando para isso utilizar soma por partes de forma a obter, em cada parcela do
somatoério, a diferenca v;41 — v;.

1.1.5 Aproximagao do termo fonte

Uma questao natural que se coloca diz respeito a regularidade do termo fonte

m (1.1). E manifesto que tal regularidade condiciona o tipo de discretizagao. Se

o termo fonte f pertence a H?(0, R), podemos substituir a discretizacio (1.12)

pela restrigao aos pontos da malha Ry f. A ordem do erro mantém-se. De facto é
suficiente mostrar que

[(fn = R, o)l < Cheuu | Pruvnl a0, R) - (1.40)

Atendendo a que

|(fn — Rnf,on)n| =

S ([ arae - = ) ),

Tj—1/2

IN

N—1 1/2
c( hﬁnf@mj)) 1 Pron s 0.0,
j=0

concluimos o pretendido.

No entanto, se f € H'(0, R) e tomarmos a discretizacio do termo fonte Ry, f
entdo nao podemos garantir que o método seja de segunda ordem. Apresenta-
mos de seguida um método que nao apresenta a ordem de convergéncia anterior,
mesmo que a seja malha uniforme, quando o erro ey, := Py (Rpu — up) é medido
relativamente & norma de L%(0, R).

Consideremos o problema

—u” = fem (0,R), u(0)=u(R)=0,

que tem uma tnica solugdo em H3(0,R) se f € H'(0,R). Assumamos que o
método
—6%up = frpemT), wug=uyn =0,

é de segunda ordem. Entao a sucessdo de fungées (Eh)A, h €A,

Ey, : H'(0,R) — L?*(0, R)
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com

Eh(f) = h_2Ph(Rhu — uh) = h_26h,

é limitada pontualmente (aqui o simbolo h é usado para denotar o espacamento
uniforme) e é também uniformemente limitada. A solugdo aproximada wu; pode
ser escrita da forma

N-1

up(x;) =h g(zj,zr) f(zk), j=0,...,N,
=1

em que g é a funcao de Green do problema continuo,
Yy
R?

(R—x) 0<y<z<R,
gle,y) = =
R

Logo ep(x;) é o erro da aproximagao do integral

R
wl(z;) = / o5, 9) f(v) dy

pela regra dos trapézios, que admite a seguinte representacao

N-1

) = 3= [ e = 0) ot ) ) ) o

k=1 N

Para h € A, seja f = fi, com fj, tal que f,(0) = 0 e a sua derivada f; é uma
funcdo escada com valores em {—1, 1} e que muda de sinal nos pontos zx € Ty11 /2.
Nao ¢ dificil verificar que || f||g1(0,r) ¢ uniformemente limitada enquanto que
| En(fu)llz20,r) — oo (B € A), o que contradiz que (Eh)A seja uniformemente
limitada.

Existem outras possibilidades de discretizac¢ao do segundo membro de (1.1) sem
alterar a ordem de convergéncia. Se escrevermos f da forma f = fIf2) com
fM e Wwhee(0,R) e £ € W2°(0, R), entdao obtemos uma estimativa semelhante

a (1.40) para (f}(Ll)Rhf(z) - f;“vh)h. A prova baseia-se na féormula de Taylor e
integracao por partes. Note-se que

/a:j+1/2 0@ gy /a:j+1/z (f;z) n (f(Q))/(acj)(m _ x])) O dr + S; (1.41)

Ti_1/2 Tj—1/2

com

g /a:_7‘+1/2 f(l)(f@))”(ﬁj)wdx,

i—1/2 2
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& € (wj_1/2,7;41/2). Podemos escrever (1.41) da seguinte forma mais conveniente

Tjt+1/2 1) (2)d B 2) Tj+1/2 (1)d (f(2))/(.13]) h2 (1) h2 (1)
Frr7de = f [ d + 3 ( il — j—lfj—l/z)
Ti_1/2 Ti_1/2

(2) ! . Tjt+1/2
U )W/ Mo — )2 (f0) do+ ;.

2 j—1/2

Depois de multiplicar por v; e somar em ordem a j, verificamos que as duas ultimas
quantidades ja tém a ordem desejada. Para os termos provenientes da expressao
entre parénteses rectos, obtemos facilmente uma estimativa de segunda ordem.
Para o efeito basta utilizar soma por partes, obtendo o factor v;;1 — 7; em cada
parcela do somatdério, de forma semelhante ao que fizemos para obter (1.35).

1.1.6 Pos-processamento

No Teorema 1.5 foi estabelecida a convergéncia quadratica do erro
P (Rpu — up) relativamente & norma ||.||g1(0,7). Vejamos seguidamente um pro-
cesso de construgdo de uma aproximagao continua para u', Kp(Ppup)’, tal que
relativamente & norma |[.||z2¢0,r) 0 erro u' — Kj(Ppup)" é de segunda ordem.
Para obtermos o resultado de convergéncia, temos que assumir que a malha é
regular ([17, §3.1]), isto é, que existe uma constante C' tal que hpan/hmin < C,
Rmin == min{h;,j=0,...,N —1}.

O estudo que fazemos é andlogo ao apresentado em [7] para o caso bidimen-
sional.

Comecemos por observar que se g é uma fungao quadratica em [0, R], entao

(PthQ)I(xjH/z) = q/($j+1/2), j=0,....,N -1,

e como ¢ é uma funcao linear, vale

h; hi_1
I ) — J PR / . J PR ey
q (z;) 7hj,1+hj( W Brg) (25-1/2) + hj,1+hj( W Bhq) (Tj11/2),
j=1,... N—1,
2ho + hy ho
! = ———(PyRnq) — ——(P,Ryq)
q' (o) T F i (PhRnrq)' (z12) h0+h1( wRnq) (73/2),
thl hN72 +2hN71
! =———"" (PyRnq) _ 4 == = T (P,Ryq) _ .
q(zN) hN—2+hN—1( W Bhq) (x N 3/2) I3+ by (PnRpa) (zn-1/2)

Estudamos seguidamente o processo de reconstrugao a partir da derivada da
fungao interpoladora de uma funcao de rede arbitraria. Seja wy € W},. Denotamos
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por K} o operador linear que faz corresponder a (Prpwy)” a fungdo linear em cada
intervalo [z;,x;4+1], cujos valores nos pontos da malha s&o obtidos pelo processo
que descrevemos anteriormente, isto é, K é definido por

hj  wj—wj hj1  wjp —w;

Kin(Pywy)) () = + ,
( h( W) ) ( j) hj—1+h; hj_1 hj—1+h; h;
j=1,...,N —1, e para os pontos da fronteira
2ho + h1 w1 — wy ho wo —wq

Kn(Pown)') (z0) = - ,

(B (Phon)’) (o) ho+hy  ho ho+h1 h
(Kn(Prwn)') (zn)

_ hn_1 WN_1 —WN—2 hNn_2+2hny_1 WN —WN_1
hy—2+hn_1 hn_2 hn_2+hn_1 hn-1

Pretendemos estabelecer uma estimativa para ||u’— Ky, (Pyun)'|| 12 (0, 7). Note-se
que
[u" = Kn(Phun)' [l 2(0,r)
< | = Kn(PuRiw) || 22(0.5) + | Kn (Pu(Rou — up)) | 20,5y (1.42)
Assim, a estimativa pretendida obtém-se estimando separadamente cada parcela
do segundo membro de (1.42).

Seja I; o intervalo que contém os pontos envolvidos no calculo de
(K;L(P;Lwh)’) (JU), x € Ij, isto é,

jo = [.’Eo,xz], Ij = [$j,1,$j+2], ] = ]., .. .7N — 2, ijl = [I'N,Q,I'N].
Lema 1.6 Para w € H3(0, R), tem-se
[w' = Kn(PuRyw) |l 221,y < OV L2 1wl g -

Demonstragao: Sejam w € H?(0,R) e ¢ um polinémio quadrético em fj.
Entao ¢’ = K (PrRpq)’. Pela desigualdade de Holder obtemos
0" — Kn(PoRpw)'|[p2ry) = (w = q)" = Kn(PaRa(w — @) [l L2(1,)
< Vhyll(w—q)' = Kn(PuRa(w — )| =1,
< ‘/Ej(”(w — @)l 1y) + 1 Kn(PaR(w — @) | Lo (1;)) -

Se I; C (0, R), atendendo a que os extremos de Kp, (P, Rpw)’ em I; sdo combinagoes
convexas de (P, Rpw)’, vem

K0 (PhRaw) (| L= (1) < (PaRaw) || poe 7,y < 0]l poc (7,
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Por outro lado, se I; é um intervalo em que um dos extremos é 0 ou R, obtemos
[ K0 (PrRaw) (| L= (1) < 2[(PaRaw)' || oo 7,y < 2[00 || poc 7,

Logo,
I = Kn(PaRuw) ll221y) < 3VEsl1(w = 0l o 70,0 (1.43)

No conjunto dos polinémios quadraticos em I, seja ¢ a “melhor aproximacao” de

w em I; em relagao & norma de W1°°(I;). Entao, obtemos ([17, Teorema 3.1.5.])
1w = @)ll e z,) < CUIP 2wl g, (1.44)

Conjugando a desigualdade anterior com (1.43) e (1.44) resulta o pretendido.

Lema 1.7 Se a malha € reqular entao
[EKh (Prwn) 21y < Cll(Phwn)'ll 2(7,)Ywn € Wh. (1.45)
Demonstragao: Consideremos a passagem a norma do supremo
IKn(Prwn) |21,y < Vil En(Pawn) || Lo 1,)-
A partir das desigualdades
K0 (Phwn)' L= ;) < 1(Phwn) Il (z,y, J =1, N =2,

[0 (Phwn)' ([ Lo (1) < 21 (Phwn) |l ez, 3 =0, N =1,
obtém-se
KR (Prwn) |21y < 20/ Rl (Phwn)' || e (7,

Como (Ppwy,)" é constante em cada intervalo I;, resulta

I(Prwn) 527, = D Pl (Prwn) ez, - (1.46)
I.cl;

Atendendo a que a malha é regular entao
1(Prwn)' | oo 7,y < CHGIY 2N (Prawon) Il 2,

0 que conclui a demonstracao.

Como corolario dos lemas anteriores obtém-se o resultado seguinte.
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Teorema 1.8 Se a malha € regular, nas condicoes do Teorema 1.5, tem-se a
estimativa

IA

C (Bl 50,1y + 1P (Bt = wn) 113 0.1 )

Ohfnar”uHHS(OvR)'

v — Kn(Phun)'llL20,R)

IN

1.1.7 Resultados numéricos

Nesta seccao pretendemos ilustrar a estimativa do Teorema 1.5. Para o efeito,
apresentamos resultados numeéricos para dois problemas usando diferentes estra-
tégias para a seleccao de malhas.

Consideremos em primeiro lugar o problema de convecgao-difusao

—eu(x) —u/(x) + 2u(z) = et em (0,1), (1.47)

com u(0) = u(1) = 0.

Para o primeiro exemplo, seja € = 0.5. A Figura 1.1 ilustra o comportamento
do erro da solugao numérica determinada com o método (1.9)-(1.10), considerando
500 malhas geradas aleatoriamente (N — 1 pontos aleatdrios do intervalo (0, 1)),
onde N varia de 500 a 3000.

No grafico, no eixo das abcissas consideramos o logaritmo do passo méaximo
e o eixo das ordenadas corresponde ao logaritmo da norma do erro |lep||g1(0,r)s
en := Py Rpu — Pyuy. A linha corresponde & recta dos minimos quadrados e tem
declive 2.0815, o que confirma estimativas do Teorema 1.5.

Se 0 < € < 1 a solugéo do problema (1.47) tem uma camada limite em z =0 e
entao é importante considerar malhas adaptadas a natureza do problema. Destas,
destacamos as malhas Shishkin ([44], [46], [61]), malhas Bakhvalov ([44], [46]), ma-
lhas Bakhvalov-Shishkin ([61]) e malhas baseadas em critérios de equidistribuigéo
([45], [53], [58],[62]). Convém referir que o método (1.9)-(1.10) néo é especial-
mente indicado para problemas com camada limite, uma vez que a discretizagao do
termo de conveccao introduz solugdes numéricas com oscilagoes. Na literatura exis-
tem métodos adequados a problemas singularmente perturbados ([45], [46] e outras
referéncias ai apresentadas), onde o termo de convecgao aparece discretizado por
diferencas “upwind”. Mas por vezes, impondo restri¢des a malha, surgem também
discretizagoes com diferengas centradas neste contexto (por exemplo em [44]). O
motivo que nos leva a apresentar resultados numéricos para um problema com
camada limite é o facto de ser conveniente usar malhas fortemente nao uniformes,
o que permite ilustrar o desempenho do método relativamente a esse aspecto. Em
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-6.6

6.8 L L L L L L L L L
-27 -2.6 -25 -2.4 -23 -2.2 -21 -2 -1.9 -18 -1.7

Figura 1.1: Problema (1.47): log(|lex | 1 (0,r)) versus log(hmaz)-

[36] sao apresentados resultados numéricos para um problema deste tipo e com-
paradas varias formas de discretizacao para o termo de convecgao, incluindo a que
nods consideramos.

As malhas adaptativas podem ser divididas em duas classes principais: malhas
escolhidas a priori e malhas que sao construidas através de um processo iterativo
que comega, em geral, com uma malha uniforme. Um exemplo de malhas do
primeiro grupo sao as malhas Shishkin definidas por

{ Toep(i/N), i=0,1,...,N/2,
Ti =

; 1.4
1—(1—7‘051nN)2(1>7V71), i=N/2+4+1,...,N, (1.48)

em que
p(t) =2(In N)t.

Nas tabelas 1.1 e 1.2 apresentamos resultados obtidos com malhas Shishkin, to-
mando, em (1.48), 79 = 2. Para a construgao das tabelas 1.3 e 1.4 foram usadas
malhas Bakhvalov-Shishkin que sdo também definidas por (1.48), mas com

p(t)=—In(1—-2(1—N"ht).

Os resultados correspondem & solugdo numérica de (1.47) usando o método (1.9)-
(1.10) e estao de acordo com a estimativa do Teorema 1.5. Sado também apresenta-
dos os resultados correspondentes ao método de elementos finitos standard obtidos
em [61], onde o erro é calculado usando a norma pesada

102 = ellv" 1 Z20,m) + 1011220, m)-
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Para que os métodos possam ser facilmente comparados, calculamos também o erro
correspondente & solugdo numérica obtida pelo método (1.9)-(1.10) relativamente

a €Ssa norma.

A razao de convergéncia é determinada através da férmula

Método (1.9)-(1.10)
N Rmaw Rmin llenll g1 razao llen e razao
32 6.246e-02  4.332e-05 1.561e-01 1.40 1.678e-03 1.46
64 3.122e-02 2.599e-05 5.918e-02 1.51 6.120e-04 1.54
128 1.561e-02 1.516e-05 2.073e-02 1.59 2.110e-04 1.60
256 7.804e-03 8.664e-06 6.888e-03 1.64 6.959e-05 1.65
512 3.901e-03  4.874e-06 2.205e-03 1.68 2.219e-05 1.69
1024 1.950e-03 2.708e-06 6.861e-04 1.72 6.889e-06 1.72
2048 9.751e-04 1.489¢-06 2.088e-04 1.74 2.094e-06 1.74
4096 4.875e-04 8.123e-07 | 6.240e-05 1.76 6.252e-07 1.76
8192 2.437e-04  4.400e-07 1.837e-05 1.78 1.840e-07 1.78
16384 1.218e-04 2.369e-07 5.342e-06 - 5.347e-08 -
Tabela 1.1: Malha Shishkin , e=1e-04.
Método (1.9)-(1.10) MEF ([61])
N RAmaw Rmin llenll g1 razao llen] s razao llen] e
32 6.250e-02 4.332e-09 1.561e4-01 1.40 1.678e-03 1.46
64 3.125e-02 2.599e-09 5.918e+-00 1.51 6.119e-04 1.54
128 1.562e-02 1.516e-09 2.073e+00 1.59 2.109e-04 1.60
256 7.812e-03 8.664e-10 6.889e-01 1.64 6.958e-05 1.65 1.624e-04
512 3.906e-03 4.874e-10 2.205e-01 1.68 2.219e-05 1.69 5.151e-05
1024 1.953e-03 2.708e-10 6.863e-02 1.72 6.890e-06 1.72 1.592e-05
2048 9.766e-04 1.489e-10 2.089e-02 1.74 2.094e-06 1.74 4.818e-06
4096 4.883e-04  8.123e-11 6.245e-03 1.76 6.257e-07 1.76 1.434e-06
8192 2.441e-04 4.400e-11 1.841e-03 1.77 1.843e-07 1.78 4.211e-07
16384 1.221e-04 2.369e-11 5.382e-04 - 5.384e-08 - 1.221e-07
Tabela 1.2: Malha Shishkin , e=1e-08.
Método (1.9)-(1.10)
N Rmax Romin llenll g1 razao llen e razao
32 6.246e-02 1.249e-05 1.576e-02 2.03 6.458e-04 1.99
64 3.122e-02 6.249e-06 3.850e-03 1.99 1.626e-04 2.00
128 1.561e-02 3.125e-06 9.718e-04 1.95 | 4.067e-05 2.00
256 7.804e-03 1.562e-06 2.510e-04 1.94 1.018e-05 2.00
512 3.901e-03 7.812e-07 | 6.526e-05 1.92 2.552e-06 1.99
1024 1.950e-03 3.906e-07 1.723e-05 1.88 6.404e-07 1.99
2048 9.751e-04 1.953e-07 | 4.688e-06 1.83 1.611e-07 1.98
4096 4.875e-04 9.766e-08 1.315e-06 1.85 4.071e-08 1.98
8192 2.437e-04  4.883e-08 3.639e-07 13.29 1.029e-08 13.37
16384 2.197e-04 2.441e-08 9.182e-08 - 2.576e-09 -
Tabela 1.3: Malha Bakhvalov-Shishkin, e=1e-04.

razao := 10g2 (HP}IR}LU — PhuhHHl(&R)/HPBRBu — PEUBHHl(O,R))a

onde uy, e uj, sdo solugdes numéricas correspondentes a malhas com N+1 e 2(N+1)

pontos, respectivamente.
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Método (1.9)-(1.10) MEF ([61])
N hmaz hmin llen g1 razao [lenlle razao [lenlle
32 6.250e-02  1.249e-09 | 1.561e+00 2.05 | 6.472e-04 1.99
64 3.125e-02  6.249e-10 3.767e-01 2.03 | 1.632e-04 2.00
128 1.562e-02  3.125e-10 9.229e-02 2.02 | 4.090e-05 2.00
256 7.812e-03 1.562e-10 2.283e-02 2.01 1.023e-05 2.00 5.382e-06
512 3.906e-03  7.812e-11 5.672e-03 2.01 | 2.559e-06 2.00 1.353e-06
1024 1.953e-03  3.906e-11 1.410e-03 2.02 | 6.391e-07 2.01 3.393e-07
2048 9.766e-04  1.953e-11 3.487e-04 2.06 | 1.591e-07 2.03 8.497e-08
4096 4.883e-04  9.766e-12 8.364e-05 2.26 | 3.904e-08 2.11 2.126e-08
8192 2.441e-04 4.883e-12 1.746e-05 3.20 9.048e-09 2.51 5.317e-09
16384 1.221e-04 2.441e-12 1.902e-06 - 1.591e-09 - 1.321e-09

Tabela 1.4: Malha Bakhvalov-Shishkin, e=1e-08.

Observamos que a razao tem um valor assimptético préximo de 2. Notamos
também que os resultados obtidos sdo semelhantes aos retirados de [61]. Tal facto
nao ¢é surpreendente uma vez que o método (1.9)-(1.10) é uma variante do método
de elementos finitos segmentado linear.

Nas tabelas 1.5 e 1.6 apresentamos resultados relativos ao segundo tipo de
malhas adaptativas que referimos anteriormente. As malhas tém um nimero fixo
de nds, N + 1, e sao inicialmente uniformes. Os pontos sao movidos de acordo
com os seguintes critérios: equidistricdo do comprimento de arco (Tabela 1.7) ou
equidistribuigdo baseada nos termos que constituem a expressdo do erro (1.37)
(Tabela 1.8). Para cada malha I}, consideramos

o\ 2 x+1
éj = hj 1+ (W) %/ (1 +u/2)1/2 dr,
J T

J

no primeiro caso, e
0~ 05 (la 25+ 100)" 125+ [(ew) By + 1w,y ) (1.49)

no segundo caso. As aproximagoes para as derivadas de ordem dois ou trés sao
obtidas directamente de (1.47) exprimindo u” e «” em funcao de u e v, enquanto
que u e v’ s@o aproximadas pela solucao discreta. Assim, seja C; uma aproximagao

para

2

a2,y + 16w 2,y +(ew) 2,y +|(cu)|?

itz
determinada do modo descrito. Tomamos
5 .
Zj:hjC’j, j:O,...,N—l.

O processo de equidistribuicao é iterativo e consiste em obter (x;,u;) tais que

gj,1%£j7 ]:1,,N—1
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Nos dois casos apresentados o critério de paragem usado foi

c N-1

0

N EO ‘€j Z mjaxﬁj,
j=

para algum ¢y > 1. Note-se que quanto maior for ¢y menor é o niimero de iteragdes
necessario. Os valores das tabelas correspondem a ¢y = 2.

Método (1.9)-(1.10)
N Rmaw Romin llenll g1 razao llen ]« razao
32 4.053e-02 3.092e-05 1.118e+00 1.57 1.685e-02 1.96
64 2.028e-02 1.219e-05 3.757e-01 -0.17 4.342e-03 -0.01
128 1.014e-02 5.354e-06 4.225e-01 1.73 | 4.369e-03 1.77
256 5.073e-03  2.207e-06 1.272e-01 0.52 1.281e-03 0.53
512 2.535e-03 1.250e-06 8.870e-02 1.77 | 8.893e-04 1.77
1024 1.267e-03  5.596e-07 2.607e-02 1.99 | 2.610e-04 1.99
2048 6.337e-04  2.741e-07 6.558e-03 1.47 | 6.560e-05 1.47
4096 3.168e-04 1.365e-07 2.370e-03 2.12 | 2.370e-05 2.12
8192 1.584e-04  6.816e-08 5.458e-04 1.65 | 5.459e-06 1.65
16384 7.921e-05  4.446e-08 1.739e-04 - 1.740e-06 -

Tabela 1.5: Equidistribuigao do comprimento de arco, e=1e-04.

Método (1.9)-(1.10)
N hmaa hmin lenll g1 razao Tenlle razao
32 3.125e-02 3.125e-02 6.457e+00 -0.72 8.982e-02 -0.38
64 1.562e-02 1.562e-02 1.061e+401 -3.40 1.172e-01 -3.49
128 4.572e-02 4.732e-05 2.763e-01 2.74 2.764e-03 2.74
256 1.719e-02 1.245e-05 1.887e-02 2.10 1.889e-04 2.10
512 7.134e-03 4.839e-06 2.982e-03 2.35 2.985e-05 2.35
1024 2.293e-03 1.325e-06 2.069e-04 2.11 2.070e-06 2.11
2048 1.174e-03 6.456e-07 5.040e-05 1.24 5.042e-07 1.24
4096 5.851e-04 4.573e-07 2.121e-05 2.86 2.121e-07 2.86
8192 3.001e-04 1.608e-07 3.145e-06 1.74 3.146e-08 1.74
16384 1.412e-04 8.915e-08 8.470e-07 - 8.473e-09 -

Tabela 1.6: Equidistribuicao baseada na estimativa (1.37), e=1e-04.

A Figura 1.2 ilustra o comportamento da solugao numérica obtida com uma,
trés e cinco iteragoes do algoritmo da equidistribuicao do comprimento de arco.

Observamos, nas tabelas 1.5 e 1.6, que os resultados obtidos considerando a
equidistribuicao baseada em (1.37) sdo mais precisos que os obtidos com o critério
que considera o comprimento de arco.

Apresentamos seguidamente resultados numéricos para o problema

1
—((= + afr —2)*)u) =2+ 2a(z — 7)) (arctan(a(z — 7)) + arctan(az)) (1.50)
e’
com condi¢ao de fronteira de Dirichlet u(0) = u(1) = 0, onde Z e & sdo parémetros.
O problema anterior, retirado de [16], tem por solugao

u(z) = (1 — z)(arctan(a(x — Z)) + arctan(az)).
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04

0.1 0.2

M =3, g =3.673, |lenl| g1 (o, n) =4-836e-01.

o T T T T

00‘02 DO‘OA DO‘OS OD‘DB D‘Dl 00‘12 00‘14 DD‘lG Dﬂ‘lﬁ 0.02
M =5, g =1.239, Heh“Hl(o,R) = 1.272e¢ — 01. Ampliacdo da zona da camada limite.

Figura 1.2: Movimento da malha com equidistribui¢cao do comprimento de arco,
N = 256, € =le-4.
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No primeiro exemplo escolhemos T = 0.36388 e a« = 1. Na Figura 1.3 apre-
sentamos o comportamento do erro da solugao numérica em 500 malhas geradas
aleatoriamente, onde N varia de 500 a 3000. A recta dos minimos quadrados para
a nuvem de pontos tem declive 2.085, o que ilustra a estimativa do Teorema 1.5.

55

-7k

-75 L L L L L L I I I
-27 -2.6 -25 -2.4 -23 -22 -2.1 -2 -19 -18 -1.7

Figura 1.3: Problema (1.50): log(len|| g1 (0,r)) versus log(hmaz)-

No segundo exemplo tomamos o = 100 e a = 1000. Para valores elevados de
« a solucao tem uma camada limite interior na vizinhanca de x = 7.

Nas tabelas 1.7 e 1.8 apresentamos resultados relativos a malhas adaptativas.
Neste caso, em vez de (1.49), usamos

1/2
0~ h} (|au’" ?+% + |(bu)” ?+% + |(cu)” ?Jr% + |(cu)'|§+%> / ,
ou seja, no processo de equidistribui¢ao, em vez de (1.37) usamos a sua raiz
quadrada . Esta alteracao diminui a influéncia dos valores da expressao nos inter-
valos o que permitiu obter melhores resultados para valores pequenos de N. Esta
estratégia de suavizagao da influéncia das derivadas foi considerada, por exemplo,
em [36].

Mais uma vez, as tabelas mostram um valor assimptético para a ordem de
convergéncia préximo de 2.
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«=100 «=10000
N hmaz homin ”EhHHl razao hmax homin ”ehHHl razao
32 || 1.190e-01  2.665c-03  4.461e-01 2.11 || 1.379e-01 _ 2.401e-05  1.23le+01 0.92
64 || 5.883e-02 1.078¢-03  1.033e-01 1.35 || 6.879e-02  1.110e-05  6.521e+00 1.51
128 || 2.940e-02  4.763e-04  4.066e-02 1.86 || 3.436e-02  5.489e-06  2.296e+00 1.63
256 || 1.470e-02  2.431e-04  1.120e-02 1.93 || 1.715¢-02  2.860e-06  7.400e-01 1.56
512 || 7.353¢-03  1.191e-04  2.935e-03 1.98 || 8.578¢-03  1.350e-06  2.516e-01 1.54
1024 || 3.676e-03  5.938¢-05  7.447e-04 1.99 || 4.287e-03  6.729¢-07  8.667e-02  2.05
2048 || 1.838¢-03  2.970e-05  1.872e-04 2.00 || 2.144e-03  3.370e-07  2.099e-02 1.91
4096 || 9.198¢-04  1.485e-05  4.687e-05 2.00 || 1.072e-03  1.685e-07  5.581e-03 1.98
8192 || 4.607e-04  7.423¢-06  1.172e-05 2.00 || 5.359e-04  1.038¢-07  1.412e-03 1.97
16384 || 2.304e-04 3.711e-06  2.930e-06 - || 2.680e-04 4.364e-08  3.602e-04 -
Tabela 1.7: Equidistribuicao do comprimento de arco.
«=100 «=10000
N hmaz homin ”ehHHl razao hmax homin ”ehHHl razao
32 || 2.306e-01  2.408¢-03  1.419e-01 1.08 || 2.097e-01 _ 3.449e-05  3.30le+00 2.06
64 || 1.524e-01  1.271e-03  3.592e-02 1.71 || 1.955e-01  1.822e-05  7.892e-01  1.93
128 || 1.023e-01  6.300e-04  1.101e-02 2.17 || 1.679e-01  9.133e-06  2.069e-01  1.99
256 || 6.675e-02  3.406e-04  2.442¢-03 1.93 || 1.520e-01  4.538¢-06  5.219¢-02 1.99
512 || 4.428¢-02 1.701e-04  6.410e-04 1.92 || 1.234e-01  2.236e-06  1.311e-02 1.96
1024 || 2.926e-02  8.502e-05  1.692e-04 1.92 || 9.168e-02  1.105¢-06  3.371e-03  1.99
2048 || 1.926e-02  4.250e-05  4.485e-05 1.85 || 6.366e-02  5.518e-07  8.459e-04  1.92
4096 || 1.264e-02  2.125¢-05  1.246e-05 1.93 || 3.898e-02  2.931e-07  2.233¢-04  2.00
8192 || 8.284e-03  1.063¢-05  3.276e-06 1.97 || 2.545e-02  1.471e-07  5.571e-05 1.99
16384 || 5.424e-03  5.313e-06  8.357e-07 - || 1.634e-02  7.322e-08  1.400e-05 -
Tabela 1.8: Equidistribui¢ao baseada em (1.37).
1.2 Caso bidimensional

Apresentamos seguidamente a extensao natural dos resultados principais da

Seccao 1.1 a problemas elipticos definidos em dominios do plano.

1.2.1 Introducgao

Seja © C R? um dominio poligonal limitado. Consideremos o problema dife-
rencial eliptico, de segunda ordem

com condicao de fronteira de Dirichlet

u=1

ou condicao de fronteira de Robin

em 01,

Bu = (auy + buy)ny + (bug + cuy)ny +au =19 em 09,

(1.52)

(1.53)
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onde (7, n,) denota a normal unitéria exterior de Of2.

Suponhamos que A é um operador uniformemente eliptico e que as funcoes
coeficiente sao suficientemente regulares (a,b,c € W3°°(Q), d,e, f € W2>°(Q)) e
a € W2(9Q) L. Estas condicdes de regularidade sdao necessérias na obtencao
do resultado de convergéncia do método de diferencas finitas que definimos de
seguida.

Seja H = (h, k), onde h = (hj)z e k = (k¢)z sdo duas sequéncias de nimeros
positivos. Consideramos a malha

Ry :=R; x Ry C R?,

onde
Ry :={z; eR: zj41 =x; + hj, j € L},

com zy € R dado, e Ry é definida analogamente com o vector de espagamentos k
em vez de h.
Consideramos os conjuntos

Qg = QNRy, 0y = 00N Ry, QH ::QHRH.

Os pontos de Qg definem uma particio de 9. Por 7} denotamos os segmentos
dessa particao.

Assumimos que a malha satisfaz a seguinte condicdo de compatibilidade em
relacao a regiao (.

(Geo) A intersecgdo de 02 com qualquer rectangulo (z;,;11) X (Y, Ye41) formado
pela malha Rz ou é vazia ou é uma diagonal do rectangulo.

Representamos por Wy o espago das fungoes definidas nos pontos da malha
Qp.

Definimos operadores de diferencas centradas dc, 0, dcy € 9, de forma analoga
a (1.6)—(1.8), em que os dois primeiros correspondem a diferencas relativas a
variavel = e os tltimos correspondem a diferengas relativas a varidvel y.

Seja Ay o operador de diferencas

AHUH = —(51(0,595’[1,]{) — 6cx(b60yuH) — 5cy(b5wuH) — 5y(C(SyUH) + 5cz(duH)
+ocy(eun) + fum. (1.54)
A discretizagdo da equagdo diferencial (1.51) usando o operador Ay conduz a

equacao de diferencas
AHUH = gH em QH, (155)

1Com a notagio oo € W2 (9Q) queremos afirmar que o € W2°°(T") para cada segmento I'
de 092.
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em que
1 _
gﬂmmw:——/ o(e.y)dudy, (z5,y0) € O, (1.56)
’ Dl I3, ’

onde [y g == (2172, Tj1/2) X (Ye—1/2:Yeq1/2) N, com x50 = x5 — hj_1/2,
Tjy1/2 i= T+ h;/2, sendo y,_1/2 € yg11/2 definidos analogamente, e [CJ; 4| denota
a drea de ;4.

Consideremos (1.55) com a condigao

ug =Yg em O0Qgq,

com ¥y = Ry quando o problema diferencial tem condicdo de fronteira de
Dirichlet. A discretizagdo da condi¢ao de fronteira (1.53) é definida de modo a
ser valida a equivaléncia entre o método de diferencas finitas e um método de
elementos finitos que apresentamos na secgao seguinte. Em [29] é apresentada a
discretizagéo anterior que aqui omitimos, uma vez (1.63) constitui uma forma mais
simples de descrever o método.

1.2.2 Problema variacional discreto

Nesta seccao apresentamos um método de elementos finitos apenas para o
problema (1.51)-(1.53). O caso da condigao de Dirichlet para a fronteira é andlogo
mas mais simples.

Seja af(.,.) a forma sesquilinear

a(v,w) = (avg,wz)o + (bug, wy)o + (bvy, we)o + (cvy, wy)o — (dv,we)o
—(ev,w,)0 + (fo,w)o + (dvme + evny + o, w)paomy,  (157)

v,w € H' (). Ao problema diferencial (1.51)-(1.53) associamos o problema varia-
cional: determinar u € H'(Q2) tal que

a(u,v) = (9,v)0 + (¥, v)200) Vv € H'(Q). (1.58)

De seguida definimos uma versao discreta do problema variacional anterior.

Seja Ty uma triangulacio definida em € tal que os vértices de 7y coincidem
com Q. Os pontos de 9Qy definem uma particao de 9 e denotamos o conjunto
formado pelos segmentos desta particao por 7, f}

Seja Py o operador de interpolagao segmentado linear induzido pela trian-
gulacao 7g.

Considere-se ay a soma de formas sesquilineares

ag:=a+b+c+d+e+ f+, (1.59)
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em que cada parcela estd associada ao correspondente termo de (1.57). As apro-
ximagoes anteriores sao construidas tendo por base os elementos finitos lineares
combinados com férmulas de integracao convenientes. Seja A € 7Ty. Representa-
mos por aa , o valor da funcdo a no ponto médio do lado de A paralelo ao eixo
xx. Tomamos

a(lvg,wy) == Z aA@/(PHvH)x(PHwH)xdxdy, (1.60)
AETy A

v, wg € Wg. De forma andloga, define-se ca,, como o valor da funcdo ¢ no
ponto médio do lado de A paralelo com o eixo yy e

c(vg,wy) = Z CA,y/ (Prvn)y(Paw)y drdy.
AETy a

Seja
(Puvi)a,s == Pava(za,ya), A € Ty,

onde (za,ya) é o ponto médio do lado de A paralelo ao eixo zz. De igual modo,
introduzimos (Prvm)a 4, em que (za,ya), neste caso, representa o ponto médio
do lado de A paralelo ao eixo yy. A aproximacgao dos termos de primeira ordem
define-se do modo seguinte

(v, wy) = —A;H[PH(dUH)]A7x /A (Puitn)s dady,
e(vh,wh) == — A;H[PH(GUH)]A@ /A(PH@H)y drdy.

Tomamos ainda

fon,wr) == Z 50l f (25 ye)vjews e
(z5,y0)EQH

A definicao do termo da forma sesquilinear associado as derivadas mistas, no
caso em que o dominio apresenta pelo menos um lado nao paralelo aos eixos

coordenados, requer a construcio de duas triangulacoes, que denotamos por 7, f(ll)
e Tlgz). Estas sao obtidas a partir da uniao disjunta

R YR )

Ry =Ry UR}/,
sendo Rg) e Rg) os conjuntos de pontos (z;,y¢) € Ry tais que a soma dos indices
j + £ é par e impar, respectivamente. Para simplificar a notagao introduzimos

ainda RS) = R(hl,). A cada pontos (z;,y,) € Ry associamos os tridngulos AY

g v =
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1,2,3,4, que tém um angulo rectangulo em (xz;, y¢) ¢ dois dos pontos vizinhos mais
préximos de (x;,y¢) como restantes vértices. Definimos as tridngulacoes

T =T UTY), L s=12

com
T = {Alco | o ery | ie{1,23,4}
) = {alc (@ U A) @) R ie {1,234}

AET)

onde A representa o interior de A. Na Figura 1.4 apresentamos um exemplo de
uma triangulagao deste tipo. Os triangulos assinalados com a letra 7' correspon-
dem a tridngulos de ’T}(IS%

N
N
NIA
I
N
N 7N /
AN / \
N / N
N
< |7 N
\ /
T /|
\ ;|
\\ / \
\/ \
/ \
T |~
N /
N[/

Figura 1.4: Triangulagao.

Por PI(; ) denotamos o operador de interpolagao segmentado linear associado a

triangulacao 7, }(IS).

Com o objectivo de definir b(vy,wy) introduzimos ba := b(za,ya), em que
(za,ya) é o vértice de A associado com o angulo recto de A. Seja by(.,.) a
seguinte forma sesquilinear

b(on,wa) =5 (07 @, wn) + 07 (v, wi) )

N | =
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em que
b(s)(vH,wH)
- b P(S) ) p(s)f ) P(S) P(S)f dxd
: A .\ (Pr vi)a(Py W)y + (P v )y (Pyy Wi ) | drdy,

AeT

estd associada a triangulacao ’Tf(;), s=1,2.
A discretizagao da funcao ¢ da condigao de fronteira (1.53) é dada por

1
Yu(r;,ye) = 76/1“ Y(x,y)do, (vj,y0) € 0, (1.61)
J je

em que o := |['je|, com I'jg := (21,2, Zj41/2) X (Ye—1/2, Yet1/2) N O
Na definigao de uma versao discreta do problema variacional (1.58) considera-
mos o0s seguintes produtos internos

(vmwp)a = Y | Dielva (s, vo)wa(x;,ve), (1.62)
(z,y0)EQH
no espaco das funcoes de rede definidas em Qp, e
< @YH,XH >H'= Z T P5,6X5,65
(z5,9¢)€02H

no espago fungoes de rede definidas em 02y, que constituem discretizagoes dos
produtos internos de L2(2) e L?(95), respectivamente.
A versao discreta do tltimo termo em (1.57) é definida por

Y(va, wr) =< dvgans + evany + v, wy >g, v, wH € WhH.

Estamos agora em condigoes de definir a solugao de elementos finitos comple-
tamente discreta ug € Wy e que é solugao do problema variacional

ag(um,vp) = (g, ve) g+ < Yu,vg >g  Yog € Wy (1.63)

O problema (1.63) é equivalente ao método de diferengas finitas (1.55) com as
condigdes de fronteira adequadas (deduzidas em [29]).

1.2.3 Estabilidade e convergéncia

Apresentamos seguidamente os resultados de estabilidade e convergéncia.
Note-se que é necessario assumir que o problema (1.58) homegéneo, isto é, com
g =0e 1 =0, tem uma tnica solugao.
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Teorema 1.9 Assuma-se que as malhas Qp satisfazem a condicdo (Geo) e
que o problema variacional (1.58) homogéneo tem uma unica solugao. Entao existe
uma constante C independente de H tal que, para H € A, com H,,.. suficiente-

mente pequeno, se tem

—|aH(UH’wH)‘ Yog € Wy.

HPHUH”Hl(Q) < C sup
0£wne wy || Prwm || H1 ()

Para a solugao de elementos finitos (1.63) tem-se o seguinte resultado de con-
vergéncia.

Teorema 1.10 Assuma-se que as malhas Qg satisfazem a condicdo (Geo) e
que o problema variacional (1.58) homogéneo tem uma dnica solugdo. Entdo, para
H,,00 suficientemente pequeno, o problema discreto(1.63) tem uma unica solugdo.

Seja s € [2,3].
1. Seja u a solugdo de (1.51)-(1.52).

(a) Se Q2 € uma unido de rectingulos e uw € H§(§2), entao

1/2
|Pu(Rpu —um)|lmi@) < C( Z (diamA)2(51)||u|§{s(A)>
AETy

CH; o llull s (o)-

IN

(b) Se Q tem pelo menos um lado obliquo e u € HS(2) N W>>°(Q), entdo

|1 Pr (Rerw — up) i) < Hia 1wl e () + HalZ |l we. o)

2. Seja a solugdo u de (1.51)-(1.53) tal que u pertence a H*(SY), em que Q é
uma uniao de rectangulos.
(a) Se vy € definido por (1.61), entio

[P (Raw —un)llm ) < (W, un) + Ep (U, un)

com

1/2
Eryr(u,up) = C(E (diamA)Q(s_l)||u||§{s(m>
AeTy

CH; b llull (o

IN
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gTIf’I,r(uﬂ uH)
1/2

= O D1 (llualemy + ey ) + 121 a2 sy
LeTH

C (H32 (luallz2o0) + Iyl 2(00) + Holltay 200 ) -

max

IN

(b) Se vy = Ru), entao
1P (Rau—un)|m ) < Ep (W un) + E7p o (w,up) + E1p 1 (¥)
com
1/2

Erg () = C| Y ZPI I + B9 72 s
TeTh

C (HYZ 1015200y + Haas 16" 12000 )-

A

O teorema anterior é uma generalizacao do correspondente resultado apresen-
tado em [30], onde é estabelecida a mesma ordem de convergéncia mas admitindo
que a solugdo continua pertence a C4(£2). Mais ainda, notamos que no trabalho
referido sao consideradas apenas condi¢oes de fronteira de Dirichlet.

1.3 Sistemas elipticos

Nesta seccao pretendemos estender o teorema de convergéncia da secgao ante-
rior para equacoes elipticas escalares, a sistemas de equagoes elipticas.
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1.3.1 Introducao

Consideramos o sistema de n equagoes de derivadas parciais

Zﬁmu,{ =¢g; em Q, i=1,...,n, (1.64)

k=1

com condigoes de fronteira de Dirichlet
U =0 em 09, kK=1,...,n, (1.65)

em que ) representa um dominio como na sec¢ao anterior. Em (1.64) ¢;, denota
o operador diferencial de segunda ordem

ginvn = *(ain(vﬁ)x)m - (biﬁ(vm)r)y - (bin(vn)y)w - (Cin(vn)y)y
+(dmvn)x + (%n%)y + finVk- (166)

Assumimos que o sistema de equacoes de derivadas parciais é uniformemente e
fortemente eliptico, isto é, verifica (B.3), as fungdes coeficiente sdo suficientemente
regulares (aix, bix, Cin € W3®(Q), di, €ix, fin € W2X(Q)) e g; € HY(Q), i =
1...n.

Seja ug € Wg := Wy X --- X Wg (n-vezes), tal que

Agug =gu em Qg

ug =0 em 0Og, (1.67)
onde .
Agupg = [Agunli=1,..n, Ampiumg = ZAH,’L'KUH,K (1.68)
. k=1
Afictas = —03(0i0suH k) — Ocy(bindestrr i) — Ocx(DinbeyUm i)
=0y (CinOyUm ) + Oca(dixtr k) + Ocy(€inUr, k) + firnWH, k-
No segundo membro de (1.67) tomamos gy := [gH i]i=1,....n;

1
9m,i(2j,Ye) = Ol /D gi(w,y) dxdy.
, i, e

Observamos que, se €2 tem pelo menos um lado obliquo, entao existem pontos
(x;,ye) € Qp tais que dois dos seus pontos vizinhos pertencem & parte obliqua da
fronteira. Atendendo a que para esses pontos o calculo de Ayupy involve pontos
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que estao fora do dominio, temos que considerar pontos auxiliares. Por exemplo,
se (x;,ye) € Qu € tal que (zj-1,Y0), (Tj,Yet1) € 0N e (zj-1,Ye11) ¢ Qp, temos
que considerar a condicao auxiliar

n

2> bi(@j,y)um ez, y) = —

k=1 K

NIE

(bm(ﬂﬁj, Yor1)Ur,r(Ti—1,Yot1)

Il
—

+bir (Tj—1, Yo )um (-1, yz+1))-

Para os outros pontos nas mesmas circunstancias definem-se condi¢oes de fronteira
andlogas, introduzindo as alteracoes naturais. Por exemplo, se b;. sao fungoes
constantes, entao temos apenas que considerar

upx(P) = —ug (Q),

onde P e @ sao vértices de um rectangulo formado pela malha, estando um fora
do dominio e outro no interior (sendo os outros dois vértices do rectangulo pontos
da fronteira).

1.3.2 Problema variacional discreto

O resultado de convergéncia da aproximagao definida por (1.67) é obtido como
consequéncia da estabilidade e da estimagao do erro de truncatura. A estabilidade
de Ay, H € A, é estabelecida a partir da identificacdo entre esse operador e
um operador linear de W no seu espaco dual. Com o objectivo de concluir a
propriedade anterior introduzimos seguidamente um método de elementos finitos
segmentado linear completamente discreto.

Consideramos, para s € Ny, o espaco de Hilbert H*(Q) := H*(Q2) x--- x H*(Q)
(n-vezes) munido do produto interno

n

(v, W)k (o) = Z(Uivwi)sv

i=1

v,w € H*(Q), e usamos também a notagao L2(Q2) := H(Q). Representamos por
|-l () & norma induzida pelo produto interno anterior.

Associado ao problema (1.64) consideramos o problema variacional: determinar
u € H}(Q) tal que

a(u,v) = (9,v)r2) Yo € H(Q), (1.69)
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em que a forma sesquilinear af(.,.) em H'(Q) x H!(Q) é definida por

n

a(vvw) = Z {(am(vn)w (wz)x)o + (bifi(vﬁ)wa (wi)y)o + (bm(vn)gp (wl)$)0
+(cin(vn)y (Wi)y) g + (dinvie, (Wi)z)y + (€inti, (Wi)y)y + (finn, wi)o]
(1.70)

Introduzimos seguidamente a versao discreta do problema (1.69). Considere-
mos o espaco W gy munido do produto interno (.,.) g,

n
(e, wma =Y, Y Dielvaila,ye) wai(z;, o),

=1 (z;,y0)€Qn

v, wy € Wp. Denotamos por VOVH o conjunto das fungoes de Wy nulas em 0f.
Representamos por Py o interpolador continuo e linear por secgoes, relativamente
a triangulacao 7g,

PH’UH = (PH’UHJ, ey PH”H,n)y

vy € Wg. Seja ag(.,.) a forma sesquilinear

n
aH(vHawH = Z Qg UHawH +bzrz(vH7wH)+Czn(UHawH)

+din(’UH7wH)+eili(’UH7wH)+fili(vHawH)]7 (171)

(o]

v, wy € Wi, €m que G, bix, Cix, dir, €ix € fix sao definidas de forma seme-
lhante a a,b,c,d,e e f de (1.59), respectivamente, fazendo as devidas adaptagcoes.
Por exemplo, a;,; obtém-se de (1.60) substituindo aa por Gix A, Vg POr Vi, € W
por wp ;. Assim

ain(vHa U)H Z Aix A/ PHUH n)z(PHwH 1)20 dﬂfdy
AETH

Estas defini¢oes conduzem a seguinte versao discreta de (1.69): determinar uy €
VOV g tal que

ag(ug,vy) = (9, ve)y Yom € VOVH (1.72)

No resultado seguinte é estabelecida a equivaléncia dos problemas (1.67) e

(1.72).

Teorema 1.11 Sejam Ap e ay(-,-) definidas respectivamente por (1.68) e
(1.71). Entao

o
CLH(UH,’LUH) = (AHUH,U)H)H Yo, wy EWgH.
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1.3.3 Estabilidade e convergéncia

A andlise do erro é feita a partir do resultado de estabilidade que estabelecemos
no Teorema 1.15. Na sua demonstragao tem um papel de relevo a propriedade de
estabilidade da forma sesquilinear continua que induziu o problema variacional
discreto (Teorema 1.13), bem conhecido para formas sesquilineares coercivas.

O Teorema 1.12 estabelece que a forma sesquilinear a(.,.), definida em (1.70),
é H}(Q)-coerciva, isto é, satisfaz a desigualdade de Garding

a(v,v) 2 Oplvlfn @) — Ok lvlia) Vv € Hy(Q), (1.73)
para algum Cx € R e Cg > 0.

Teorema 1.12 Suponha-se que o sistema de equagoes de derivadas parciais
(1.64) é uniformemente e fortemente eliptico. Entdo a forma sesquilinear a(.,.)
definida por (1.70) é H}(Q)-coerciva.

O Teorema 1.12 permite concluir que af(.,.) verifica as hipéteses do Teorema
8.2.8 de [40], isto é, é valida a condigao de estabilidade (1.74). A sua demonstragao
pode ser consultada por exemplo em [56].

Teorema 1.13 Se o problema variacional homogéneo (1.69) tem uma unica
solugao u = 0, entdo existe uma constante C tal que, para H € A, com Ha,
suficientemente pequeno, se tem

|a(PHvH, PH’LUH)|
| Prwr a1 ()

||PHUH||H1(Q) <C sup Yo € WH. (1.74)

o
0wy EW H

A relagao entre as formas sesquilineares ag(.,.) e a(.,.) é estabelecida no re-
sultado que se segue.

o
Proposigao 1.14 Sejam vy, wyg € Wy, com H € A, duas sucessdes tais que

[Prvmlla ) <1 e [Prwnlla o) < 1.

FEntao
IClH(’UH,’wH> — a(PHUH,PH’LUH)I —0 (H S A) (175)
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Demonstragao Sejam vy ., W € Wo, i,k =1,...,n. Pelos lemas 1, 2 e 4
de [30], temos que

al(-,? (VH k> WH i) — (ain(P](;)UH,m)za (P](;)wH,i)w)o — 0 (H € A),

e as relagoes correspondentes para b, Cix, dix, €ix € fin- Somando em relacao a
i e Kk resulta (1.75).
|

Tendo em conta este resultado, o teorema de estabilidade obtém-se facilmente
a partir do Teorema 1.13.

Teorema 1.15 Nas condicoes do Teorema 1.13, existe uma constante C tal
que, para H € A, com H,q, suficientemente pequeno, se tem

|aH(UH,wH)\

PHUH 1(Q S C sup '
[ e (@) | Prwg a0

o
0AwHEWH

(1.76)

o
vg € WH.

Sejam up e u as solugdes de (1.67) e (1.69), respectivamente. Podemos obter

uma estimativa para o erro |[Pguy — PpRpullmi), a partir do
Teorema 1.15, substituindo, em (1.76), Pyvyg por Pyug — PgRpu. Como
ag(ug,wyg) = (gu,wnH)y, o resultado de convergéncia obtém-se majorando

lag (Rpu,wr) — (9, wr)m|. Seguindo a demonstracdo do Teorema 3 de [5] e
usando o Teorema 1.10 da secgao anterior relativo ao caso escalar, obtemos o
seguinte resultado.

Teorema 1.16 Se o problema variacional homogéneo (1.69) tem uma tinica
solugao, entao, para H € A, com Hp,.. suficientemente pequeno, o método (1.67)
tem uma unica solucao que satisfaz

”PHUH - PHRHU”HI(Q)

1/2
< C ( > (diamA)‘*IIUII%s(A)) + HY 2 lullwe @), (1.77)
AETy

desde que u € H3(Q).

Se 02 nao tem segmentos obliquos, ou seja, se {2 é uma uniao de rectangulos,
entao obtemos a estimativa de segunda ordem

1/2
|Prur — PuRpullpi o) < C ( Z (diamA)4||u||%13(A)> .
AeTy
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1.3.4 Resultados numéricos

Nesta subsecgao apresentamos dois exemplos que ilustram o desempenho do
método (1.67) quando aplicado a problemas de elasticidade.

Consideremos um material elastico que na auséncia de forgas externas ocupa a
regido limitada Q. Supomos que o material é homogéneo e isotrépico. Represen-
tamos por u = (u1,us) o vector de deslocamento dos pontos de 2 quando o corpo
estd sujeito & acgdo de uma forga f = (f1, f2). Por o(u) denotamos as tensoes
definidas por

o(u) = 2ue(u) + Atr(e(u))la,

em que (e(u));j, 1 < 4,5 < 2, representam as componentes de deformacao asso-
ciadas ao deslocamento wu,

€(u) = %(grad(u) + grad(u)"),
com
Our - duy
or Oy
d(u) :=
= oy ous |
or 0Oy

1 e A denotam as constantes de Lamé e I> representa a matriz identidade.
Se ug descreve o deslocamento dos pontos da fronteira, prova-se que o deslo-
camento u é solucao do problema de condigao de fronteira

—divo(u)=g em

u=uy em Of. (1.78)

Note-se que vale a igualdade

(92u1 (92’LL1 a2“2

Ox? oy? 0z0y
—div o(u) = —(2u + A) —p —(n+A)

82U2 82UZ 82U1

oy? o2 dxdy

Vejamos seguidamente que valem as hipoteses do Teorema 1.16. O sistema
(1.78) ¢ uniformemente fortemente eliptico uma vez que satisfaz a condigao (B.3)
com Cy = p. Por outro lado, a primeira desigualdade de Korn permite-nos concluir
que a forma sesquilinear associada

a(v,w) := /Q(Que(v) : e(w) + Adiv(v)div(w)) dazdy,
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é eliptica em H{(€2). Portanto o problema variacional correspondente tem uma
Unica solugdo. Assim, o sistema (1.78) verifica as condigoes do Teorema 1.16. O
nosso objectivo é ilustrar o desempenho do método (1.67) e observar experimental-
mente a estimativa (1.77) quando este é aplicado ao problema (1.78), considerando
diferentes dominios.

No primeiro exemplo consideramos = (0,1) x (0,1), A=1, p = 0.5, up =0
e g tal que o problema (1.78) tem solugao u, de componentes

ur(x,y) = uz(z,y) = 0.1sin(27z) sin(27y).

A Figura 1.5 ilustra o comportamento do erro da solugao numérica em 500 malhas
geradas aleatoriamente, sendo essa malhas formadas por N —1 x M — 1 pontos em
Q, com N e M a variar de 10 a 110. A recta dos minimos quadrados da nuvem de
pontos tem declive 1.8381.

-05

-15r-

—2F

25}

-3k

-35 I I I I I I
-1.6 -14 -12 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Figura 1.5: Problema (1.78), & = (0,1) x (0,1): log(|Prug — PuRpulu (o))

versus log(Hpmaz )-

No segundo exemplo consideramos o dominio poligonal

1
Q= {(xay) € R2 Y Z 0,33 S 17y S 7§$+1}
e a fungdo ¢ tal que o problema (1.78) tem solugao de componentes

uy (2, y) = dwy(x — 1)(y + 052 — 1),  ua(z,y) = 62%y(x — 1)(y + 0.5z — 1).



Apresentamos os resultados obtidos na Tabela 1.9. As malhas ﬁH,l e ﬁH,Q Sa0
tais que x¢9 = yo = 0 com espacamentos

h;j =01, j=1,...,10

ke=0.1,¢=1,...,5 k;=0.05 £=6,...,15,

h; =0.075, j=1,...,4,13,...,16, h; = 0.05, j =5,...,12,
ky =0.075, £=1,...,6, kr = 0.05, k¢ = 0.0375, £ =8,...,11,20,...
ky = 0.025, £ =12,...

) 197

23,

respectivamente. As malhas QH)]», j = 3,4, foram geradas a partir de QH,l e §H72,
respectivamente, introduzindo uma nova linha entre duas linhas que definem a
malha. As malhas QHJ, j = 5,6, sao obtidas da mesma forma a partir de §H73
e ﬁH,4~ Note-se que a condigdo (Geo) se verifica para todas as malhas QHJ-,

j=1,...,6.
malha | nimero de pontos Hpaz llem HH1(Q)
Q. | N=10,M =15 | 0.1 0.00868943
Qe | N=16,M =23 | 0.075 0.00506237
Qms | N=20,M =30 | 0.05 0.00280741
Qa4 | N=32,M =46 | 0.0375 | 0.00165363
Qs | N=40,M =60 | 0.025 0.000981383
Qe | N=64,M =92 | 0.01875 | 0.000590199
Tabela 1.9: Problema (1.78) num dominio poligonal.

A Figura 1.6 estao representados os dados da tabela anterior e ainda valores
que correspondem a outras malhas que verificam a condigdo (Geo). A recta dos
minimos quadrados da nuvem de pontos tem declive 1.536, que é um valor esperado
atendendo & estimativa (1.77).
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-3k

-35 I I I I I I I I
-1.8 =17 -1.6 -15 -1.4 -1.3 -12 -1.1 -1 -0.9

Figura 1.6: Problema (1.78) num dominio poligonal: log(||Pruy — Pg Reulm )
versus log(hmaz)-






Capitulo 2

Método de diferencas finitas
centradas nas células
e norma de Spijker

Neste capitulo pretendemos estudar a discretizagao de problemas elipticos de
segunda ordem unidimensionais, por métodos de diferengas finitas centradas nas
células, definidos a partir de malhas nao uniformes.

Comegamos por verificar, pela analise do erro de truncatura, que os métodos
de diferencas finitas considerados sao inconsistentes. O nosso objectivo é provar a
convergéncia quadratica e, consequentemente, a supraconvergéncia. Uma questao
fundamental que se coloca é a da escolha de normas convenientes para o estabele-
cimento dos resultados estabilidade. Na Seccao 2.2 definimos versoes discretas dos
espagos de Sobolev Wi™"?(0, R) e provamos um resultado de compacidade discreta
relativo a esses espacos. Na Seccao 2.3 estabelecemos o resultado de estabilidade
relativamente a normas anslogas as introduzidas por Spijker em [66]. A partir
desse resultado é deduzida, na Secgao 2.4, a convergéncia quadratica do método.
As normas de Spijker nao nos parecem permitir estender os resultados aqui apre-
sentados a dominios bidimensionais. Por esta razao, e com o objectivo de intro-
duzir a técnica de andlise que consideramos no capitulo seguinte, reformulamos
os resultados fundamentais no contexto de normas duais. Assim, na Secgao 2.5,
definimos normas de indice negativo e estabelecemos uma relacao de equivaléncia
entre estas normas e normas definidas a partir dos adjuntos dos operadores que
induzem as primeiras. Na Secgao 2.6, consideramos as referidas normas na for-
mulacao do teorema de estabilidade e apresentamos o resultado de convergéncia.
A finalizar o capitulo apresentamos, na Secgdo 2.7, dois exemplos que ilustram o

47
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desempenho do método.
Notamos que nos resultados de convergéncia assumimos que a solugao do pro-
blema continuo pertence a H*(0, R).

2.1 Introducao

Consideremos o seguinte problema diferencial
Au:=—u"+b'+cu=f em (0,R)CR, (2.1)
com condigoes de fronteira de Dirichlet
u(0) =0, u(R)="rR. (2.2)

Admitimos que f € C[0,R], b€ H'(0,R) e c € H?(0, R).
Seja
GhZ:{0:$0<l’1<“'<$N:R}

uma malha que define uma particao do dominio em células. No capitulo anterior
consideramos aproximacoes de diferencas finitas para os valores da solugdao nos
pontos da malha Gy. Nesta secgao estamos interessados em aproximagoes para a
solugao nos pontos médios de cada célula, ou seja, para os pontos do conjunto

Ip = {z12, %372, s TN_1/2}
em que
ri_1+x
m]—1/2 = B j, :1,...7N.

Usamos a notacao

hjfl/Q = $j+1/2—l‘j,1/2, j:O,...,N,

onder_y/3 = xgezyy1/2 = zn. Emrelagao ao vector de espagamentos correspon-
dente & malha G, e aos intervalos definidos pelos pontos dessa malha, mantemos
a notacao do capitulo anterior. Consideramos ainda z_; = xg, ty4+1 = 2N €

h,1 Z:.Z'()—.’L’,lzo, hN Z:$N+1—.’L‘N:0.

Denotamos por W, o conjunto das fungdes de rede definidas em

I, =1, U {zo,zn} e por W}, o subconjunto de W, das fungdes nulas em g e
IN-
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Com o objectivo de definir o método de diferencas finitas centradas nos vértices
para o problema (2.1)-(2.2), introduzimos o operador de média

wj—1 + wy

(thh)j_1/2 = fa j:27"'7N71a
Wo w1 WN -1 WN
(thh)l/g = Z + 7; (thh)N,1/2 = T + Tv

onde wy é uma fungao de rede definida em Gj. A forma particular de Mpwy
nos pontos zy/o € ry_1/2 ¢ induzida pela definicio da imagem de wy, pelo ope-
rador de diferengas centradas de segunda ordem nos pontos x1/3 € Ty_1/2. A
discretizacao das derivadas do problema diferencial é definida a partir dos opera-
dores de diferengas

(6vh)j = Zitl/2 7Uj_1/2a ] :07"'7N7
hj-1/2

Wj; — Wj—-1

, Jj=1
hj1 J

((5wh)j,1/2 = 7...,]\7,

onde vy, € Wy, e wy, é uma fungao de rede definida em Gj,.

Sejam Rg, e Ry operadores de restricio pontual as malhas Gy, e I, respecti-
vamente. O operador Ry, ¢ definido como Ry, no conjunto In\{Z1/2, zN—1/2} mas,
no entanto, nos pontos s € ry_1/2 toma a forma,

UN

1

~ (%) ~

(Bnvn) 12 =2 € (thh)N_uQ = UN-1/2 7
Para simplificar a notagao e quando é possivel deduzir pelo contexto que nos refe-
rimos a um operador de restri¢do, omitimos os simbolos Rq, e Rj. Consideremos
a solugao de diferencas finitas u;, € W}, tal que

Apuyp = —52uh + Mh(b5uh) + Rh(cuh) = MhRth em I, (23)
e que verifica as condigoes de fronteira
up =Y, UN =R (2.4)

Observamos que a componente u;_; /o da solucao de (2.3)-(2.4) pode ser inter-
pretada como uma aproximacao para o valor médio de v na célula (z;_1,z;) en-
quanto que as componentes u;_1 € u; da solugdo de (1.9)-(1.10) sdo aproximagcoes
para os valores de u nos extremos do intervalo.

Pretendemos analisar o comportamento da sucessao (up)a, up solugao de (2.3)-
(2.4), em sequéncias de malhas I, h € A.



50 Capitulo 2. MDFCC e norma de Spijker

Comecemos por observar que o método introduzido é inconsistente com o pro-
blema diferencial. Sejam wu e wup solugoes de (2.1)-(2.2) e (2.3)-(2.4), respectiva-
mente. Note-se que

(52uh) _ 1 (Ujps/ —Ujpr/a Ujpr/a — Ujo1)

nao ¢ de facto, em geral, uma aproximacao consistente com u” (41 s2)- O erro de
truncatura Ty, := Ap(Rpu) — Mp(Rg, f), num ponto xj 1/, j =1,...,N =2, ¢é
dado por

hj_1/2 = 2h; + hjyi1/9
(Th)j12 = ( 1= ST ) " (2512)
j
h2i1e—h3 1)
+ j+ /Ghj j=1/ u///(xj+l/2)
he — B Bt — hos
+b;~ 1 =0 (@) + by L (w541)
+O(h} ), (2.5)

em que os dois primeiros termos estao associados com a aproximagao de
u"(2j41/2). O erro de truncatura é portanto geralmente de ordem zero em malhas
nao uniformes. Mas, por exemplo,

4 (Uj+3/2 Uit/ Uit1/2 — uj—l/Q)
hj—1+2hj 4 hjpa jt1/2 hj—1/2

¢ uma aproximagao consistente com u" (41 /2).

Mostramos seguidamente que embora o método seja inconsistente com o pro-
blema diferencial, é consistente com o problema diferencial que se obtém do pri-
meiro por integracao sobre as células da malha. Consideremos o caso mais simples
do problema (2.1)-(2.2),

—u"=f em (0,R)CR, (2.6)

com condicoes de fronteira de Dirichlet homogéneas, e o método de diferencas

finitas
—52uh = MypReg,f emlj, (2.7)

ug =uy =0. (2.8)
Note-se que tomando a aproximacao do fluxo na célula

C Ujt1/2 — Uj—1/2

F; = =1,...,N—1,
! hj—1/2
Fy = — U1/2 ’ N = UN-1/2 7
ho/2 hn_1/2
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podemos escrever (2.7) da forma
Fjp1 — Fy = hy(MyRa, f)js1j2 §=0,...,N—1.

A aproximagao do fluxo, Fjj, é consistente com —u/(z;) uma vez que, assumindo
que u € C3([0, R]), se tem

Fj Z—Ul(l‘j)—FO(hmax), jZO,,N

Por outro lado, integrando ambos os membros de (2.6) em cada célula I;, obtém-se

—u(zj41) +u'(z)) = /1 flz)dz, j=0,...,N—1.

Atendendo a que h;(MyRg, f);j41/2 € consistente com / fl@)dz,j=0,...,N—1,
Iv

J
concluimos o pretendido, isto é, que o método (2.7)-(2.8) é efectivamente consis-
tente no contexto dos métodos de volumes finitos.
Os factores de maior influéncia no erro da truncatura (2.5) sao as quantidades

hj_1/2 = 2hj + hjia/0
h;

que sao pequenas em média. De facto, se denotarmos por I um intervalo de
amplitude |I| que pode ser particionado em intervalos I;, tem-se

hi_1/9—2h; + h;
Z j—1/2 hj J+1/2hj e Z(hj_1/2+hj+1/2) *2|I| :O(hmaz)
IcI J IcI

A constatacao anterior constitui a base do resultado de convergéncia apresentado
em [31].
O objectivo desta seccao é estabelecer a convergéncia quadratica do método

definido por (2.3)-(2.4), sem que sejam impostas quaisquer restrigdes a malha.
[e]

Para o efeito introduzimos o problema variacional discreto: determinar u, €W},
tal que

an(un,vn) = (fa,vn)n Yo, €Wp, (2.9)
onde
N
an(un,vy) = Zhj_1/2(5uh)j(517h)j, fni=MyRq, f
=0
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2

-1
(fhsvn)n = hj(fn)j1/2(On)j11)2-

<.
Il
=)

E fécil verificar que os métodos (2.7)-(2.8) e (2.9) sdo equivalentes. No entanto
ndo nos foi possivel obter para |aj(up,vn) — (fr,vn)n| uma estimativa do tipo
(1.31), quando consideramos malhas nao uniformes gerais. Por este motivo, a
andlise de convergéncia utilizada no capitulo anterior, no contexto dos métodos de
diferengas finitas centradas nos vértices, nao permite estabelecer a mesma ordem
de convergéncia quando aplicada no contexto dos métodos de diferengas finitas
centradas nas células.

A desigualdade de estabilidade desempenha um papel central no estudo do
erro. Na sua demonstracao usamos argumentos da Teoria da Convergéncia Dis-
creta, nomeadamente os conceitos de convergéncia discreta, aproximagao discreta,
consisténcia e estabilidade. Na Seccao 2.2 definimos os espacos de funcoes de rede
que vamos utilizar e demonstramos um teorema de compacidade discreta relativa-
mente a esses espagos. Este resultado é fundamental para provar a desigualdade
para a estabilidade inversa, na Seccao 2.3.

2.2 Aproximacao discreta de W;""(0, R)

Introduzimos seguidamente versdes discretas dos espagos de Sobolev

Wy"?(0, R). Denotamos por I/f/hm’p, m = 0,1,2, e p € [1,00[, os espagos das
fungoes definidas em I, nulas em 0 e R, com a norma

m 1/17
— p
fonlhwer o= (Z vh|wﬁ,p> ,

=0
em que
N
onllon = D hialvj_1yel?,
h =
N
onl?n = D> hioage| (Bun); [P,
h J—O
N
s = Al (),

j=1
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o

S : m,00
ep=0oQ, consideramos o espaco Wh com a norma

th”W}:’n’m = Ogléag}in "l}h|Wﬁ,oo7
em que
\Uh\W;jM = lgagXNKUh)j—l/ﬂ,
ol = max | Gun), .
. 2
‘Uh‘w,f*“’ = 1%z1ng| (6 vh)j_l/z |.

o [e]
O, z
O espago W, * ¢ denotado por L} e a norma correspondente por ||.|| Lr-
Consideremos seguidamente as aproximagoes discretas dos espacos

Wy"P(0,R), 1 < p < oo, e C'[0, R], respectivamente, (W;"*(0, R),II I/f/hm’p) e
(CE*[0, R],II W,,™*). Na primeira aproximacao a convergéncia discreta ¢ definida
por

vp — v em (WIP(0,R),ILW,™P) (h € A) (2.10)

se para cada € > 0 existe p € C§°[0, R] tal que
[v—llwmneor <€ e limsup{|lvn — Rppllwm»,h € A} e,

enquanto que na segunda aproximagao a convergéncia discreta é definida por

vn — v em (CM[0, B, TLW, ™) (h € A) (2.11)

se
||11h - Rh’UHW;anoo —0 (h S A).

O teorema fundamental desta seccdo, o Teorema 2.2, estabelece que toda a

[e]
sucessao em W, ", m = 1,2, limitada, tem uma subsucessdo convergente em

(W0, R), 1T I/(I)/'hmfl’q), e tem um papel central na demonstragdo no resul-
tado de estabilidade. Observamos que Grigorieff apresenta, em [38], um resultado
similar (Teorema II). No entanto, para o caso de malhas néo uniformes, os espagos
discretos normados ai consideradas nao coincidem com os espacos que aqui defini-
mos. Consideremos, em primeiro lugar, o seguinte lema.

[e]
Lema 2.1 Seja (vp)p € 11 Whl’p uma sucessao limitada, com 1 < p < oo.
Considere-se a fung¢do escada

wp(x) == vp(xj_1/2), = €xj 1,25, j=1,...,N,
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e que € nula fora desses intervalos. Seja I um intervalo que contém (xo,xN).
Entao, qualquer que seja 7 € R,

/ jwne+ ) — wn(@)” do < 317+ ) lenly - (2.12)
I
Demonstragao: Para 7 > 0, tem-se
R—1
/ |wp (x4 7) —wp ()P de < / lwp, (2 4+ 7) — wp(2) ! dz
I 0

0 R
+/ |wp (z + 7)|P da —|—/ |wp ()P da.
—T R—T
Seja [ uma funcao definida por
l(z):=j, x€lxj_1,z,]

Entao tem-se

R—1
/ lwp(z + 7) — wi(2)|P da
0

Rt l(w-‘r'r D

< / Z |U1h $k+1/2 U’h(mk—l/?)’) dx
0 k= l(z)
R~ l(w-‘r'r P

<[ (X hacaye (6o ) do
0 k=l(z )
Ry la+7)— l(.LJFT) 1

< / ( > hk 1/2) Do gz |(@on)y” da.
0 k=l(z) k=l(x)

l(z+7)—1

Como Z hr—172 <7 + hpas, obtemos
k=l(x)

R—T1
/ |wp, (x4 7) — wy(2) P dz
0

Ngr_- l(:Dj-‘r‘f')—l

< (T + hinaz)P 1 Z (hj—l Z hi—1/2 |(5vh)k|p)
=0 k—j
ZV J

< (T+hmaa:)p_1 (hk 1/2 5Uh Z h] 1)

k=0 j=s(
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onde Ng_, e s(k) sdo, respectivamente, o maior inteiro e o menor inteiro tais que

Npr—+

Z hici<R—71
i=1

e
l(:cs(k) —|—T) - 1>k
Como
Tk — Tsk) < T
e
k
Z hj 1=K — Tor) + Tsk) — Ts(k)—1 < T + himaa,
j=s(k)
concluimos que
R—71
/ @+ 7) — (@) 4z < (7 + b Plonl? 1 (2.13)
0 h

Por outro lado, tem-se

p
’

0 . N.
/ |wp (x + T)|p dr = / |wh(x)|1’ dz < Zhj_l |wh(xj,1/2)
0

—T

j=1

onde N, é o menor inteiro tal que

N,
Z hio1 >
i—1

Atendendo a que v (2_1/2) = 0, resulta

—T

0 N, -1 )
[ e de <3 hia (X fontayega) - vntasiza))
j=1 k=0

N, Jj—1
= Y hj (Z hi—12| (5”h)k|>p'
j=1 k=0

N, j—1
Como hi—1 <74 hmaz €, para j < N, hip—1/2 < T+ himaz, entao
J /
=1 k=0

0
/ jwp (2 + 7" dz < (T 4 hinaz)? |vn] (2.14)

p 1
. Wh,p
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Da mesma forma que anteriormente, tem-se

N

R
/ |wh(x)‘p dr < Z hj_1 |wh(zj—1/2)|p
Rer j=Npr—+
N N »
< Z hj71<zhk—1/2|(6vh)k|> .
j=Npr—+ k=j

N N
Atendendo a que Z hj—1 <7+ hpaz € th_l/g < 74 hmaz, para

j=Ngr-+ k=j
j > Ngr_,, resulta
R
/ |wh($)‘p < (T + hmam)p|vh|€v1,p~ (215)
R—T h

De (2.13), (2.14) e (2.15) concluimos (2.12).
A demonstragio da desigualdade no caso em que 7 < 0 é andloga.

Teorema 2.2 A sucessao de mergulhos (Jp)a, h € A,
I :Whm,p _}Whm—l,q7
m=1,2el<p,qg< o0, comq<oosep=1, é discretamente compacta.

Demonstragao: Comecemos por provar que sucessao de mergulhos (Jp)a,
[e] o [e]
Jh :W,i’p —L,, é discretamente compacta. Seja (vp)a € II Whl’p limitada.
Provemos que (wy)x € TTW, *(0, R) tal que

wh(mj71/2) = Uh(xjfl/Q)a .7: 075N+ la

e que ¢ linear em cada intervalo [xj_y/0,2j41/2], j = 0,..., N, é limitada. Se
p = o0, entao

[wnllwreo,r) = [lvnlly e (2.16)

Consideremos agora 1 < p < co. Atendendo a que ||.[[w1r0,r) € |-|wi.r0,r) s80
normas equivalentes em W, (0, R), entio

lwn|lw.r0,r) < Clwnlwiro,r)- (2.17)
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Para [wp|w1.r(0,r) vale a igualdade

R 1/p N 1/p
fandworon = ([ W@ d) " = (3 hioaalGonsl?) = oo
=0

(2.18)

Atendendo a que (vp)a € limitada em II I/f/hl’p, de (2.16)—(2.18), concluimos que
(wp)aé limitada em TIW, (0, R) .

Se p > 1, o mergulho de W1?(0, R) em C[0, R] é compacto e logo existem uma
subsucessao A’ C A e uma funcdo w € Cy[0, R, tais que

e [y (@) —w(@)] =0 (he )

e portanto
v, — w em (Col0, R),IL LX) (heN).

Finalmente, atendendo a que
lon = Rpwl| s < Cllon — Rpw| g,
com C' = R4, 1 < ¢ < o0, concluimos também a convergéncia
vp — wem (L9(0,R),IL L) (heN).

Consideremos agora o caso p = 1. Como o mergulho de W11(0, R) em L4(0, R)
é compacto, existem uma subsucessao A’ C A e w € L1(0, R) tais que

wp, — wem LY0,R) (he ).
Provemos que v, — w em (L7(0, R),II E,;L]) (h € A'). Para e > 0, existe p €
C§°l0, R] tal que
lw = @llLso,r) < €

Consideremos a fungao vy,
¢h($) = Sp(xjfl/Q)v j:OaaN+17
e que ¢ linear em cada intervalo [z;_1/2,2j41/2], 5 = 0,..., N, para a qual se tem
R R
Jon = Raellty < [ fun—vnltde = [w—glrds (ne ).
' 0 0

Aqui usamos a convergéncia ¢, — ¢ em L%(0, R). Assim, tem-se

limsup{|lvn — Rrollrs, h € A} <e



58 Capitulo 2. MDFCC e norma de Spijker

Concluimos desta forma a primeira parte da demonstracao, isto é, provamos que
o o
a sucessao de mergulhos (Jp)a, Jh :Whl’p — L, é discretamente compacta.
(e} o
Consideremos agora a sucessao de mergulhos (Jp)a, Jp :th’p —>Wh1’q. Sejam
o
(vp)a € I WhQ’p limitada e wy, definida por
wp(zj) == (6vn);, §=0,...,N,

e linear em cada intervalo [z;,z;41], j = 0,...,N — 1. Tal como anteriormente,
prova-se que existe C' > 0 tal que

lwnllwrr0,r) < Cllonllyze,

ou seja, (wp)a é limitada em IIW1P(0, R). Se p > 1, pelo Teorema de Rellich-
-Kondrachov, existem uma subsucessao A” de A e wy € C[0, R] tais que

omax, | (Ovn); —wi(z;)] — 0 (heA”).

x
Seja wo(z) := / wi (t) dt. Atendendo a que vy = wo(zg) = 0, entdo
0

7j—1

Vj_1/2 — wo(T;_1/2) Z — (dwo)i), 7=0,...,N+1,
=0

e portanto
N N
05172 = wolwj—1/2)] <D |(0)i — wi(@:)| + Y |wi (@) — (Swo )|
i=0 i=0
< _ _ .
< R0r<nza<>§v‘ (6v); — wy(x; ’—l—R ISIlaX |wg (z;) — (dwo)4l,

j=0,...,N+1. Logo

o hax |vj_1/2 —wo(zj_1/2)| = 0 (heA”).

Assim, concluimos que

vp = wo  (h € A) em (C§[0, R], 1T V;/hl’oo)

A demonstracao para o caso p = 1 segue os passos apresentados anteriormente na
primeira parte da demonstracao.
|
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2.3 Estabilidade

Na investigacao das propriedades de métodos para problemas de condigao ini-
cial ordindrios, Spijker constatou, em [66], que esquemas aparentemente inconsis-
tentes produziam solugoes convergentes. A justificacdo para o facto anterior foi
obtida introduzindo normas convenientes para medir o erro de truncatura.

O nosso objectivo é, utilizando normas do tipo das introduzidas por Spijker,
estabelecer uma desigualdade para a estabilidade que permita o uso das referidas
normas na afericao do erro de truncatura e do erro global.

Consideremos os operadores soma

(s ;anh) =0, (=} vh) th Wiz, G=1,...,N,

-1
(2) ) o ( (2) ) — C_
by =0 by 3 = hi_ , =1,...,N+1,
( R Vh 0 ) h U i-1/2 ];0 k—1/2Vk, ]

que constituem versoes discretas do operador de integracao

So(z) = /01' v(y) dy.

—_—
. 2
Definimos os operadores EEL )Eh
o0, respectivamente, por

(EELZ)ZS)%) _ (222)221)%)

:10;5 —>E,’: eX?: L*(0,R) — LP(0,R), 1 <p <

L (@)
i1/ — E(Eh Eh Uh)ij—l/Za (219)

/ / dydz——/ / y) dydz,
j=1,...,N,z €][0,R].

Observamos, pela expressao do erro de truncatura (2.5), que o método (2.3)-
(2.4) é inconsistente com o problema diferencial, relativamente a norma ||.||ze.
No entanto, na parte final desta subseccao, provamos que

j—1/2

||z<2 5 (An(Bw) = fu)ll e = 0 (R € ),

Assim, o estabelecimento de uma desigualdade de estabilidade envolvendo a norma
anterior permite concluir a convergéncia.

Grigorieff apresenta, em [39], desigualdades de estabilidade para métodos de
diferengas finitas usando normas andlogas as de Spijker. A desigualdade (15) de
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[39] inspirou a dedugao de um resultado de estabilidade, Teorema 2.7, onde é usada
a composicao dos operadores definida por (2.19).

Nos lemas seguintes apresentamos algumas propriedades do operador zﬁf)zg).

Lema 2.3 Seja 1 <p < oco. Eziste C > 0 independente de h tal que
@) °
125D onlyrr < Cllonllzy Vo €L (2.20)

Demonstragao: Sejam vy, Gz,f e p € [1,00). Pela desigualdade de Holder,
vem que

IN

N N 1-1/p ;N 1/p
E hjfl"l)j_l/2| <§ hjfl) (E :hjfllvj—1/2|p>
j=1 j=1 j=1

= R"VPllop] . (2.21)

Da estimativa anterior resulta

»@ 1) ) ‘
’( heZh Oh j—1/2

IN

j—1 N
> i Y hualve ol
k=0 /=1

IN

j—1
D a2 RV gl pp < RPTVP ol
k=0
j=1,...,N + 1. Portanto,
DS Vol < 2R [lon [}, (2.22)
h

Da igualdade

(EéZ)Egl)vh)jH/g _ <222)221)vh)

(6= =i o)
j hj_1/2

im1/2 (zg%h)j, (2.23)

j=0,...,N 41, obtemos sucessivamente

p

— N
2)w(l) (1 1 2) (1
‘EEL )Eé Uh gVi'p = JZ::O hj,l/g‘ (Eh )Uh)j - E (Z;l )Eg )Uh>N

IN

N N 1 P
2 1
oSt 50,
k=1

=0

N P
Zhj—l/Q <2R1_1/p||th§> < QPRPHUh”IL{Lv
§=0

IN
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o que conclui a demonstragao para o caso 1 < p < oo.
A desigualdade (2.21) também ¢ vélida quando p = oo com R*~/? substituido
por R. Assim, obtemos a estimativa

—

=S onl oo < 2R2|lonl e

e, considerando (2.23), facilmente estabelecemos a desigualdade

—

2 1
2R, onl e < 2R|vn | ge-

Lema 2.4 Sejal <p < oo. Se (vp)a €11 Z,’; € limitada, entao existem uma
subsucessao A" C A e w € LP(0, R) tais que

PsWa, —w em (LP(0,R),IILY) (he A). (2.24)
Se .
v, — v em (LP(0,R),II L)) (h€A),
entao

SInWy, — 2y em (LP(0, R),ITLP) (h € A). (2.25)

Demonstragao: Seja (vp) limitada em II z,f Pelo Lema 2.3, (E?E\S)vh)/\ é
limitada em II V([)/'hl’p . Atendendo a que, pelo Teorema 2.2, a sucessao de mergulhos
(Jr)a, Jn :V([)/hl’p — E;; , é discretamente compacta, existem uma subsucessao A’ C A
e w € LP(0, R) para as quais é védlida a coge\rgéncia (2.24). -

Pelo Teorema C.1, a estabilidade de 222)221) e a consisténcia de 222)221) com

i\z’ h € A, sdo condigoes suficientes para se concluir a convergéncia discreta (2.25).
O Lema 2.3 permite concluir a estabilidade pretendida. Falta provar a consisténcia.
Seja ¢ € C*°[0, R]. Tem-se

. i
‘/ ply)dy = hk—l‘ﬂ(xk—lﬂ)‘
0 k=1

< Rk max max |¢(z) — @(xr_1/2)| =0 (h€A)

=1,...,N z€[xk_1,2k]

e
Zj-1/2 it
‘/ e(y)dy = hk_l/gw(mk)’
0 =0
< R max max lo(z) — p(z)] — 0 (heA),

k=0,....N z€[ry_1/2,T)41/2]
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portanto

j7

R @) 5(1)
[ [ ewduds - P Rig) | wiap| -0 (hen)
0 0 1/2
€

R z
‘M/ / oy) dydz — 1(2(2)2(1)3}#) x-fl/Q‘ —0 (heA).
R 0 0 R h h N J

Assim, concluimos que

1= e — RuZ2¢)l 1 < RVPISPSV Ry — RiZ2¢|pe — 0 (R € A).

Com o objectivo de simplificarmos a notacéo, introduzimos os operadores A1)
e AS)
AWy = b/ + cu, Ag)uh := My, (bduy) + Ry (cup).

Os lemas que se seguem desempenham um papel importante na demonstracao
do resultado de estabilidade (Teorema 2.7).

Lema 2.5 Eziste uma constante C' > 0 independente de h tal que
2)w(l 1 °
=250 A wnl e < Cllonllnge Von €L (2.26)

Demonstragao: Comecemos por considerar o termo auxiliar

S50 M6 (boy).
Provemos que
152587 Mad (bon) [y < Clonllge- (227)
Atendendo & representacao
h h
(S0an800)) = 2000 + (6o
k 4 2
" h
-1
+30 ((00n) .y + (3un), )
£=2

(2.28)
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k=1,...,N —1, obtém-se

k—1
(E0M800)), = T (Eb0), + 2 (0um), + 3 hisya(60um),
(=2

ju%(a(bvh))1 - %(5@%)),c

b1 /20172 — bovg
_ % + bk—1/20k—1/2 — b1/2V1/2

hi—1 bret1/2Vk41/2 — br—1/2Vk—1/2

2 hi_1/2
_ bovo 4 b1/2v1)2
2
hi—1bgy1/2Vk 4172 + hibr—1/206—1/2
Jr
2hy_1/2

_ bovo + b1/2v1/2

(E;Ll)Mh(S(bUh))N = f + bN+1/2'UN+1/2.

Assim, para j =1,..., N + 1, vale

(Egz)Egl)Mhé(bvh))

j—1/2

= bovo + b1/2v1/2  Pk—1bry1/2Vk41/2 + Mibp—1/2Vk—1/2
= S b (_ " ).
= 2 2hg 12

Entao,

—

2 1
|52 M (bon) |y .

(1) 1( @) (1)

< -

< max (=4 Mhé(bvh)>j +’ = (=2 Mhd(bvh))N’

< 2 max _b0U0+b1/2vl/2 +hjflbj+1/2vj+1/2+hjbj71/2vj71/2
1<Gj<N 2 2h;_1/0

< 2[bllpeellvnllrse
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€
|52 M (bon) |y
j—1
hj—1bj41/20541/2 + Rjbj_1/2v5-1/2
= 2 max > ;

< 2R[|bl| e llvnl s

donde se conclui (2.27).
Provemos agora que

15427 534 My, (8(bvn) — b3wn) [y < Cllonze-

Pelo Lema 2.3,

15525357 My, (8(bun) — b3wn) [y < C[ My, (8(bvn) — bdwn) || ze-

Das estimativas

(Mp, (6(bvn) — bavh))k—lﬂ

~ (brg1y2 — bi)vryrye + (b — br—1/2)0k 172
2hy_1/2

(bp—1/2 = br—1)vk—1/2 + (br—1 — bp_3/2)Vk_3/2
+
2hg_3/2

1
< §|\b||W1»oo(o,R) (Jvk—s/2| + 2lve—12] + [vkt1,2])

k=2,...,N—1,

1 3
(M (5(bwn) = b6vn)) 1, < Sl0llwreo,m) (5 lv1/2] + s 21

1 3
(Mp, (8(bvp) — b5”h))N,1/2 < §||bHW11°°(O,R) (|UN73/2| + §|UN71/2|>,

obtemos (2.29).
Por outro lado, novamente pelo Lema 2.3, resulta

@)/ 5 ~
152580 (Bn(cvn) o < CllBnevnllige < Cllello.mllvnllize-

A desigualdade (2.26) ¢é consequéncia imediata de (2.27),
(2.30).

(2.29)

(2.30)

(2.29) e
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Lema 2.6 A sucessdo (Agll)),\ il V([)/hl’oo — II E > € consistente com
AW W (0, R) — L>(0, R).

Demonstragao: Para todo ¢ € C§°(0, R) tem-se

1
(AL (R2)) ;o = (Ba(AD9)) ol = Ohima),
j=1,...,N.

O resultado de convergéncia tem por base o teorema de estabilidade que apre-
sentamos de seguida. Este teorema estabelece uma desigualdade de estabilidade
andloga a apresentada em [39], mas no caso das diferencas finitas centradas nas
células.

Teorema 2.7 Se o operador A definido por (2.1) € injectivo, entdo existe uma
constante positiva C independente de h tal que, para hy,q. suficientemente pequeno,

Cllvnllzze < Hz@ W Anvn| e Von €L (2.31)

Demonstragao: Suponhamos que (2.31) nao se verifica. Entéo existem uma

o
subsucessao A’ C A e uma subsucessao (vp)a € II Lg°, tais que

vnllrze =1, (2.32)
|28 Anonl oo =0 (heA). (2.33)

Provemos que wy, := 2(2)2 1)52 n = 0. De facto, para j = 1,..., N, vale a

representagao

(222)2511)52%)%1/2 - Zh’“ 1/22 (0un)g = (Bvn) 1]
=

= Z hi—172 [(60n);, — (6vn)]

j—1 j—1
= > (Werrj2 —ve1j2) = O huo1y2 (Bun)g
k=1 k=1
j—1
= VYj-1/2 —V1/2 — Z hk—1/2 (5Uh)0
k=1

= Uj-1/2 = %172 (0vn)y .-
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Por (2.19) e atendendo a que
1

1
(222)221)52%)N%71/2 = E(UN — N (6vn)g)Tj-1/2 = = (8UR) T 12,

R
j=1,...,N, vem
(wh)j—l/Q = 07 ]: 17"'7N~ (234)

Finalmente, como 2512)2](11)621111,% 62,30, entao
(wn)y = (wn)y = 0. (2.35)

Por outro lado, vale a igualdade

wp = =S5 A0, — v, + 528 ANy, (2.36)

Atendendo a (2.32) e ao Lema 2.5, deduzimos que (X\7%(VA{Yv;), 6 uma
"> ¢ portanto, pelo Teorema 2.2, existem A” C A’

sucessao limitada em II Wh1
e z € ([0, R], tais que

IR AWy, 2 em (Col0, R, I L°) (h e A”). (2.37)

Considerando o limite em (2.36), de (2.33), (2.34)—(2.37), segue-se a convergéncia
op — 2 em (Col0, R, IL L°) (b € A™). (2.38)

Pelos lemas 2.4 e 2.6 deduzimos que (222)221)1421)),\ é consistente com 22AM).
Atendendo a (2.37) e (2.38), obtemos

32240, = 0. (2.39)

Observamos que o operador $2AM est4 definido de W™ (0, R) em Wrt1:>°(0, R),
r = Ny e portanto
z=324AW7 e WH(0, R).

Pelo mesmo argumento estabelecemos que z € W2°°(0, R). Derivando duas vezes
a equagao (2.39) vem
—2"+ AWz =0,

Como A é injectivo concluimos que z = 0. Finalmente, afirmagao anterior conduz
contradicdao pretendida pois, atendendo a (2.32) e (2.38), tem-se ||z||(0,r) = 1.
[



2.4 Convergéncia 67

2.4 Convergéncia

A desigualdade de estabilidade (2.31) permite obter uma estimativa para
| Rpu—up|| L, onde u é a solugéio do problema (2.1) e up, a aproximagao numérica

1 . .
correspondente, estimando ||E ( )Ah(R;Lu up, H Loot Consideremos a seguinte
h

representagao para o erro de truncatura

E;?Eg”Ah(Rhu - uh) - —Tl + T2 + T3, (240)
em que
Ty =525V (6 Ryu — MyRg,u"") | (241)
T := S50 [0 (b6 R — Ra, )] (2.42)
Ty = x5l [R;L(CU) — MyRe, (CU)] , (2.43)

e estimemos separadamente cada uma das quantidades anteriores.

Estimativa para T;: Consideremos, em primeiro lugar, o termo (7%);_1 /2,

j = 1,...,N. Determinemos uma representacao conveniente para
I (523 u) e 225 (M, Re, (u)] .
Como
k
1
(ZE«L )52Rh“> Z (Ou),_y) = (0u)), — (6u)y ,
(=1

k=1,...,N — 1, entao

1

J

<222)221)52Rhu)j71/ 12 ((5u), — (Gu),)]
k=1
ou seja,
) i1 Trt1/2 i1
( n(Us2Rp u)] . kZ/x o (@)de — > hyag (Bu)y.  (244)

1 k—1/2 k=1
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Relativamente a (E;ll)M WRe, u” )k, usando a regra dos trapézios na aproximacao

do termo integral, vem

(ES)MhRG;LU’H)k
o) | W)Y (@) +u (wey)
= h h —
0( PR +£§ et 2
k " "
_ h
_ Z <h£_1u ($£)+u (xf 1)) i 70’&”(130)
2 4
=1
k

comm l/( ) + //( ) Ty
Se — hé-lu Xy U (Tyg—1 _/ u”(x)dx,
2 Te—1
em que, pelo Lema 1.4, para S, vale a estimativa

|Sel < Chi_y W | Lar,-y)- (2.45)

Finalmente, atendendo & igualdade

), - |
ho "

k
= U'(fl'lc) — U/(CUO) — Zu (.%'0) + Z Sy,
=1

Tk

k
h
v (z)dz + 52—:1 Se — ZOUN(%)

0

vem

j—1
(zf)zg”MhRGhu”)j_m =3 hyapotd (1)
k=1

j—1 k J—1
ho
/ o
“rkz::l(hkl/g ;Sg) - ;hk—l/Q (’U, (xo) + 1 U (xo)) . (2.46)

A estimativa para 77 obtém-se majorando

S(/;HI/Q o' (x)dxr — hk,l/gu'(a:k)> (2.47)

k=1 k—1/2

j—1

Z hi—1/2((6u)g — v (wo) — @u"(xo)).
4

k=1
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Para (2.47) vale a representacao

(/:Hm z)dz — hy_1/ou (%))

j—1

<.

k=1 k—1/2
T Jj—1 Ti Tj_1/2
— / u’(x)dx—f—Z/ u’(x)dx—i—/ o' (z)dz
T1/2 k=2"YTk—1 Tj—1
h = (xp—1) +u'(z
——Ou’ th,1 ko 1 D) ( k) —hjflu/(ijfl). (248)

A estimativa

Th w'(zp—1) + u'(xg
J R e A e I Py
Tk—1

obtém-se novamente pelo Lema 1.4. Para os restantes termos do segundo membro
de (2.48), tem-se

z1 , ho , h(z) "
u'(x)dr — 5 U (z1)] < §Hu (R0

1/2
¢ 2
Tj-1/2 h_ h2_
"2)de — 2 1 o ’ J=1y,. 1 L
L e e | <7 -
Portanto,
J—1 Tht1/2 , ,
Z(/ u'(z)dr — hy—1/2u (xk))}
k=1 Y Th-1/2

< > hpallu Ny + Boll e o) + Wil oo,y (2:49)

h
Com o objectivo de estimar (du), — u'(zo) — Zou”(xo) definimos a fungao

w(E) = ulzo +€2), €€ o,1]

Atendendo a que vale a representacao

(6u)y — v/ (z0) — %UH(IO) _ 2 (w(l) — w(0) — w'(0) - w”(0)> |
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e como a funcional

é limitada em W31(0,1) e se anula em g = 1, £ e &2, entdo, pelo Lema de
Bramble-Hilbert existe uma constante C' > 0 tal que

M)l < Cllg" N1 0,)-

Considerando na estimativa anterior g = w, resulta a estimativa pretendida
h
[ (Bu)o — (o) = "2 (20)| < Chollu” s apy < CHE " iy (250)
Conjugando (2.45), (2.49) e (2.50), obtemos finalmente

’ (Ef)zﬁﬁ (62Rpu — MhRGhu”)>j71/2‘

j—1 k
< O ey <hg”UmL°°(IO) + Zh’?—IHUNNHIJl(IZI))
k=1 =1
j—1
+ Z hl%—1||um||L1(Ik,1) + h%HUHHLN(lo) + h?—l ||U”|Loo(1j1)] .
k=2
(2.51)
A estimativa anterior foi estabelecida para j = 1,...,N. Consideremos agora

j = N + 1. Note-se que valem as representagoes

(=8 R) = (27208 Ruu) wap =172 ((Bu)y = (o)

() (55 )

N-1/2
N " "
u(xg) + v’ (zp_ h hy—
N ol R RS
(2)23(1)ZV[ //)
(Zh n Mulic, u N-1/2

N
h hy_
+hn_1/2 (u’(zN) —u'(zg) — zou”(a:o) - 11 1u”(xN)) + E Se,
=1

h
em que para (6u), — u'(zg) — Zou”(xo) vale a estimativa (2.50). Pelo Lema de
Bramble-Hilbert, tem-se

hn_1

(0u)y —u'(zn) + U"(IN)‘ < Chyoallu pagry o) < OOy lu" e (o)

In_—1
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e para Sy vale a estimativa (2.45). Assim, podemos obter uma estimativa para
|(222)E§11) (6°Rpu — MyRg,u")) | seguindo a dedugio de (2.51). Portanto,

N-1 k
[(T1)j-1/2l < C{Z hi—1/2 (h(2)|um”L°°(Io) +Zh3_1um’llu<u1>>

k=1 (=1

+ 3 Bl o) + Bl e o) + PGl [ 1,

+hiy_y UWHLOO(INl)] : (2.52)

j=1,...,N.

Estimativa para T5: Somando por partes, obtemos

(ES)Mh (b(6Rpu — RGhul))> P i he—1/2bk (0w — v/ (1))
J k=1
hjf !
5 “b; ((6u); — ' (2;))
+%50((5U)0 — /(z0)), (2.53)
j=1,...,N—-1 e

N-1
(20 M (0@ Ry = Re, ) ) = D e jabi(u)s — o (2)

k=1

L () — ()

+%b0 ((571)0 — ul(l’o)) .

Com o objectivo de estimar o primeiro termo do segundo membro de (2.53), con-
sideremos o desenvolvimento

Jj—1

Tr41/2
th 17206 ((6w)g — ' (2x)) Zbk/ o' (z) — o (zg) do
k=1 Th-1/2
j—1 Tr41/2 T
= Zbk/ [ x — xp)u’ (Tg) —|—/ o (t)(x —t) dt} dx
Tp—1/2 Tk

=1
_ Zlbk{(hQ hi_ 1>u// ) /THl/z/ " x—t)dtd.%‘}

k=1 Tp_1/2 Jak
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Como
j—1 2 2
h h
bk:(?k _ k8 I)U”(l’k)
k=1
=1 ;9 2
h 2
= k871 ((bu ) (@r—1) (bu”)(xk))— (bu”) (x1) + S (bu") (zj-1)
k=2
J=1 19 x 2
h k 2
= = [ ) @) e = R ) o)+ ) )
k=2 Th—1
Th41/2 g1 Th+1/2
j{:ka/ j/ M) (@ —t)dtde <> hi_y |bil [ ()| da,
Tp—1/2 T k=1 LTk—1/2
entao

th I/Qbk 6“ k_u mk ’<Zh 1/2|b Lk |||u HLI((mk 1/2:Tk+1/2))

" }Lg " h? " )
+Z L 0 s+ 2|00 )] + | ) )

Em relagao ao segundo termo do segundo membro de (2.53), observamos que

‘%((M)j - U/(ffj))‘ @’(M)j B ul(xj)’
< }U($3+1/2) u(z;) — %u'(mj)‘
hj—l /

Note-se que vale a representacao

w(i ) — ules) — () = w(1) — w(0) - w'(0),

com

A funcional
Ag) = g(1) — g(0) — ¢'(0)
é limitada em W?21(0,1) e anula-se para g = 1 e £&. Mais uma vez pelo Lema de
Bramble-Hilbert
|)\(9)’ <Cllg"lLro1y, g€ w2'(0,1),
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e considerando g = w, obtemos a estimativa
b
‘u(xj+1/2) —u(z;) — gju'(%‘)‘ < Chyllu"|pr1y) < Ch3|[W" || o (1)
De forma anéloga prova-se que
‘ hi_

u(xy) —u(rj_1/2) — JTlu'(ij)‘ < Chyjallu|| i,y < CR5_|u” || L (r,_y)-

Finalmente, considerando as estimativas obtidas, estabelecemos

N-1
‘(T2)J 1/2| <Cth 1/2<th 1/2|b($£)|||u HLI(Iz 1/2)
k=1
hi_y hi_1
— 1\/ " "
+§_j 0w g, 1>+f| bu) ()| 4+ =t (o) ()|

+|b($k)|( il N pee(ry) + hillu” || 1o Ik+1)) + h3|b($0)|||uﬂ\|mc(h)),
(2.54)

com Ip_1/3 = (Te_1/2,Tes1/2)-

Estimativa para T5: Note-se que vale a representagao

(Rh(cu))jfl/z — (MnRe, (cw);_y o = (cu)(zj_1/2) — (cu)(sch);— (cu)(xj)7

j=1,...,N. Pelo Lema 1.3 concluimos que

|(Bnew) = MiRa, (), | < himall(ew) s,
e portanto

J

(S8 Fn(en) = MaRa, (e)]) | < S hEallew) asqrn,
k=1

j=1,...,N. Logo, para T3 vale a estimativa
| (T3);_1p2] < th 1/22’% (el par, )

:E
-~ 1/2 th 1/2Zhe ) L,y (2.55)
(=1
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Conjugando (2.52), (2.54) e (2.55), concluimos que
12550 (An(Bo) = fa)| e = Oh2ea). (2.56)

Substituindo em (2.20) vj, por Rpu — up, obtemos uma estimativa para o erro.

Teorema 2.8 Suponhamos que o problema (2.1)-(2.2) tem uma tdnica solugdo
e que as funcoes coeficiente sdo suficientemente requlares: b € H'(0,R) e ¢ €
H?(0,R). Seja up, a solugdo de (2.8)-(2.4). Se u € H*(0, R), entdo

N—-1
|Rpu—uplpee < C Y hi(”“”ww(zk) F 10l oozl L2 (1,1 j00s 11 2)
k=0

+{|bu | (ry) + ch”HLl(Ik))- (2.57)

2.5 Normas de indice negativo e equivaléncia de
normas

Nesta seccao comegamos por definir, seguindo [60], o operador adjunto de
Hilbert de um operador definido num espaco de Hilbert geral. Seguidamente es-
tabelecemos um resultado de estabilidade usando uma norma de indice negativo
(Teorema 2.11). A equivaléncia entre a norma de indice negativo e uma norma que
é definida usando o operador adjunto de Hilbert, estabelecida no Teorema 2.12,
permite escrever o resultado de estabilidade relativamente a esta tltima norma.

Definicao 2.9 (Operador adjunto de Hilbert) Sejam FE um espago
de Hilbert e A um operador linear definido de D(A) C E em E, com D(A) denso
em E. Denotamos por D(A*) o conjunto de todos os elementos ¢ € E tais que
eriste w € E que verifica

(Av,0)g = (v,w)p Yv € D(A).
Seja A* a aplicagao de D(A*) C E em E definida por
A = w.
A A* chamamos operador adjunto de Hilbert de A.

Note-se que, como D(A) é denso em FE entdo w é determinado, de modo tnico,
por ¢ € D(A*).

O teorema seguinte, cuja prova pode ser consultado por exemplo em [34], tem
um papel central na demonstracao dos teoremas 2.11 e 2.12.
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Teorema 2.10 Seja A um operador linear, fechado, com D(A) denso em E.
O operador A € invertivel se e sé se o seu adjunto A* é invertivel e nesse caso

tem-se (A*)~1 = (A~1)*.

Consideremos um operador L : D(L) C E — E, com D(L) denso em FE,
injectivo. Definimos em E a norma de indice negativo induzida por L, ||.||-L,

||'UH7L — sup |<U7QP)E|

e (2.58)
0#£9€D(L) Lol e

veFR.

Apresentamos de seguida um resultado de estabilidade para um operador bi-
jectivo, usando a norma ||.||—r..

Teorema 2.11 Seja A um operador linear, fechado e bijectivo, definido de
D(A) C E em E, com D(A) denso em E, cujo adjunto A* tem dominio D(A*)
denso em E. Seja L um operador definido de D(L) C E em E, injectivo, tal que
D(L) = D(A*). Se existe C > 0 tal que

C|IL(A*)'w|g < ||w||g Yw € E, (2.59)

entao
Clvlle < [JAv|-r Vv € D(A). (2.60)

Demonstragao: Atendendo a que A é bijectivo tem-se que D(A™!) = E e
logo, pelo Teorema do gréfico fechado ([34]), conclui-se que A~! é limitado. Entao,
pelo Teorema 2.10, o operador (A*)~! tem dominio E. Para v € D(A) tem-se

A AU, A* 71w
||A'U||,L = sup m — u | ( (* zl )E|
ozoenr) ILelle  ozwer |L(A*)~'w|g
¢ sup [0zl

otweE ||W||E

Y

> Clvle.
|

No teorema que se segue estabelecemos a equivaléncia entre a norma de indice
negativo ||.||- 1 e uma norma que é definida usando o operador adjunto de Hilbert.

Teorema 2.12 Seja L um operador linear fechado e bijectivo, definido de
D(L) C E em E, com D(L) denso em E. Entao,

vl = [(L*) " v||g Vv € E. (2.61)



76 Capitulo 2. MDFCC e norma de Spijker

Demonstracgao: Seja v € E. Pela desigualdade de Schwarz temos

(0, v)el (L, (L7)'v)

E" *\—1
= < |(L*)"tvl|lg Ve e D(L),
| Lolle | Lolle

e portanto
lvll-r < (L")~ ol|&.

Tomando ¢ = L~Y(L*)" 1o, vem

(o)l _ (L) 0, D) ) |
IZE IELT(E) Tolls

= (L) vl

donde concluimos (2.61).

Corolario 2.13 Nas condi¢oes dos teoremas 2.11 e 2.12 tem-se

lollz < CI(L*) ™ Avllp Vv € D(A).

(2.62)

Apresentamos de seguida alguns exemplos de operadores que satisfazem as
condicgoes do Teorema 2.12, ou seja, operadores para os quais é possivel definir a

norma (2.58) e para os quais ¢ vélida a equivaléncia de normas (2.61).
Exemplo 2.14
1. O operador
L:{ve ' (0,1):v(1) =0} — L*0,1), Lv=1
€ bijectivo. O seu dual L* ¢é definido por
L*:{ve H(0,1):v(0) = 0} — L*(0,1), L*v=—2'

e tem inverso (L*)~1 : L?(0,1) — {v € H*(0,1) : v(0) = 0}, tal que

(L) 'w) (z) = — /090 w(z)dz, x€(0,1).

2. O operador

L:{ve H*0,1):v(1) =v'(1) =0} — L*(0,1), Lv=1v"

€ bijectivo. O dual L*,

L*: {v € H*(0,1) : v(0) = v/(0) = 0} — L*(0,1), L*v=1",
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tem inverso (L*)~1 : L*(0,1) — {v € H?(0,1) : v(0) = v'(0) = 0} definido
por

(L)) (x):/ox /Otw(z)dzdt, € (0,1).

3. O operador Ly, :V?/,f’2 —i/ﬁ,
(thh)j—l/Q = (52’()h)j_1/2 ] = ]., e ,N, (thh)o = (thh)N =0.

€ auto-adjunto (isto €, Ly e L} coincidem) e € bijectivo. O seu inverso
Lyt = (L)~ verifica

1

2 1
T (Z20wn) @512, (2:63)

((LZ)_lwh)jA/z = <2512)2§11)wh)

((L3) " twn) g = (L) twn) = 0.

Comparando o Corolario 2.13 com o Teorema 2.7 e tendo em conta o Exem-
plo 2.14(3.), parece natural que se obtenha um resultado de estabilidade para Ay,
relativamente & norma ||.||_z,, com L, = §%. O objectivo da subseccdo seguinte
é estabelecer uma desigualdade para a estabilidade do operador A; definido por
(2.3), no contexto do Teorema 2.11.

2.6 Estabilidade na norma em W, 22

Comecemos por provar que para A, definido por (2.3) vale (2.59), isto é, existe
C > 0 tal que

Cll0* (A7) onllzz < llonllzz  Yon € L. (2.64)
No Teorema 2.16 estabelecemos uma equivaléncia de normas que nos permite for-

mular a desigualdade anterior de uma forma mais conveniente. Na demonstracao
desse teorema é fundamental o seguinte lema.

Lema 2.15 Vale a desigualdade

°1,2
lonllzz < Rllonlly2 Yo W,



78 Capitulo 2. MDFCC e norma de Spijker

Demonstragao Seja vy, eWhl’g. Atendendo a que se tem

j—1
|Uj—1/2|2 > (Z \vk+1/2 - Uk—1/2>

k=0

2

N

j—1 2 i j—1 ,
<Z hi—1/2 |(5Uh)k|> <Y hi—ayz > |(6vn)]
k=0 k=0 k=0
entao

N
2
('Uh,vh)LfL < R2Zhj,1/2|(5vh)j’ .
=0
| |

O lema anterior permite concluir que |.|W}1.2 em I/?/hl’2 é uma norma equivalente
4 norma ||||W}}2
Teorema 2.16 As normas ||||W}22 e |||.H|Wf,z,
lonllyz2 := [16%0n]| 2 (2.65)
h h
~ . 22,2
sio equivalentes em W, '~.
Demonstragao: A desigualdade seguinte é obvia.
°.22
16%0mll2z < llonllyze  Von €122,
Provemos que existe C' > 0 tal que
2 22,2
||Uh||W§,2 <Clé Uh”L’z1 Yoy, ew, .

Atendendo a que se tem sucessivamente

N
Vjt1/2 — Vj—1/2 Vj—1/2 —Vj-3/2 \ _
—8%up,0p) 12 = — ( ks - )v-_
( )Lh ; hj—1/2 hj—1/2 j—1/2
N-1, / oy
j+1/2 —Vj—1/2 ,_ _
j=1 j—1/2
V1/2 —V-1/2 _ UN+1/2 —UN—-1/2 _
+ — UN_
@ 1/2 hN—1/2 N-1/2

2

N
= Zhj—1/2|(§vh)j|27 (2.66)
j=0
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pelo Lema 2.15, obtém-se

(521}h,1}h 2
lon| 2 < 1O om )iz | < R2||6%0p ) - (2.67)
" lvnllz2 "

Novamente de (2.66), vem
onliyae = 1(0%vn, vn)zz] < [16%0nl g llonll;
e portanto, usando (2.67), obtemos

|Uh‘Wi'2 < R"dzvhHLi' (2.68)

Podemos escrever a desigualdade (2.64) da forma equivalente

Ol (AR onlly22 < llonllzz Vo €L (2.69)

Antes de provarmos (2.69) apresentamos a forma explicita do operador adjunto
de Ah.
Consideremos o operador M

V1720 + 0517201

M), = , j=1,...,N—1,
(Mpvn), STy
% V1/2 % UN-1/2
(thh)o = T/a (Mpvp)y = T/

Lema 2.17 O operador adjunto de Ay, com D(Ap,) zl/ff,fz, tem dominio I/i)/hQ’2
€ da forma

Ap = —6% 4 AW (2.70)
com B
AV v, = =6 (bM;vp) + vy, (2.71)

o
Demonstragao: Sejam vy, w, €W). Somando por partes e tendo em conta
que v_y/3 = vyy1/2 = 0, facilmente se obtém as igualdades

N-—1
Wit1/2 — Wj—-1/2 ,_ _
(—0%wn, vn) 2 - Z %(%—1/2 —Vjt1/2)
j=1 i=1/2
Wi/g —W_1/2 _ WN+41/2 —WN-1/2 _
"‘V‘%Ul 9 — }2 / UN71/2
o N—-1/2

2
= (wp, —6%0n) 2
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e
v Dy 9ho + U3 /ohy
(M (00n), 00) = ho (bo gy 11//22110 -0 1/22111/2/130/2 Juwrs2
N-1 _ _ _ _
Vi_12hj 1+ U5 32052 Vj_12hj_ 1+ Uj11/20;
+ Y hj_1(bj_1-2 —b; w;_
jz_; i 1(J ! 2h;_3/5hj—1 J 2h; 1 shj—1 ) i=1/2
Un—1/2hN—1 +VNn_3/2hN_2 Un—1/2hN—1 )
hy_1(bn_ — _
i 1< v 2hy_3/2hN-1 N4hN71/2hN—1 WN-1/2

= (wn, —6(bMjvn)) 2

Os dois lemas seguintes sdo importantes na demonstragao de (2.69).

Lema 2.18 Seja AS)* :I/?/hl’2 Hz,f o operador definido por (2.71). Entao
existe Cf > 0 tal que

145 onllzz < Cillvnllye Von €W;,2. (2.72)

Demonstragao: Comecemos por encontrar uma estimativa para
||5(bM,’{vh)||2L%. Notemos que

= Vig12hy tvi_iphio1 ( Vjt1/2 >
s =b; (2722 — (6up). ),
J hjflhj—l/Z J hjfl ( h)J

Vi_1/9hi_1 +vi_3/9hi_ - Vi
I ISR <2 h " +(5vh)j_1>’

bi_

g hj—1hj—3/2 i1
p,lit1/2 g Yi=3/2 2 hi1ye = hj_s
b, J+ —b._ = b, =12 (§ ) b 5 ‘

J hJ, j—1 hjfl J hjfl (’Uh)J‘F i—1 hj71 (Uh)]—l

b — by
+ jhj_jl ,Uj—l/Qa
e portanto
16(6Mvn) 172 < Gﬂ\IbII%m(O’R)whliﬁ,z + [6l13y 1,00 0,y 032 (2.73)

Atendendo a que vale

HEvhH%i < ||CHL°°(O.,R)||Uh||L?L’
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concluimos (2.72) com
Ci = 6V2|bll7<(0.r) + b1 0,5y + llcll (0, R)-

Provemos seguidamente a validade de uma estimativa que constitui um passo
fundamental na demonstragao do resultado central desta seccao.

Lema 2.19 Existem C > 0 independente de h e uma subsucessao final A’ de
A para os quais o operador A} definido em (2.70) verifica

* °.1,2
[onllwr2 < CllAjonllzz - Von ew,?, (2.74)
com h e A

Demonstragao: Suponhamos que (2.74) néo se verifica. Entéo existem uma

subsucessao A" C A e (vp)am €11 I/f/h172 tais que
lonllyse = 1e [ Aonllez — 0 (he A™). (2.75)
Pelo Teorema 2.2, existem v € L2(0, R) e A” C A" tais que
vy, — v em (L*(0, R), 1T Z,?) (h e A").
Sejam w € H}(0, R) solugdao do problema variacional
(W', 2 ) r20.0) = (BAD 0, 2" ) 208y V2 € HY(0, R), (2.76)
e (wp)p €I I/Iofhl’2 tal que
wh — w em (HL(0,R), TTW;,"?) (h € A).

Provemos que |v, — wh|W;,z — 0 (h € A”). Atendendo a que vg = wy = 0 e
vy = wy = 0, vale representagao

N
lvp, — 'th|12}V1,2 = hj71/2|6(vh - wh)j|2
h ]:O
N-1
1)x* = —
= Z hi(—6%vy, + ALY V) j41/2(0n — Wh)j41/2
j=0

N
— Z hj_1/2(5wh — Egll)Agll)*’Uh)j ((5(17}1 — 'lf)h))j7
=0
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e portanto, tem-se a desigualdade

|Uh_wh‘$/viv2 < |l Akvnllpzllon — wnl 2z

N 1/2
+lon — waly 2 (Z hj—1/2](0wn — Egzl)Agl)*vh)ﬂ?)
7=0

Logo, pelo Lema 2.15, obtemos

N 1/2
lon = wnlywi2 < VRIAjonl 3 + (Z hj 12| (6w, — 2P ALY vh)j|2) .
=0

Mas, por hipétese ||Ajvpllpz — 0 (h € A”). Provemos entdo que

N
> hygal(@uwn = 2P A w52 = 0. (2.77)
§=0

A convergéncia anterior é consequéncia da estabilidade de Eg)Ag)* e da sua con-

sisténcia com LM AM* em (L?(0, R), T z,f) (Teorema C.1). De facto, atendendo
a que se tem

S TArE 2 3 7 Vjr1/2hy +vj10hio1
D hicapl0Mion) P = > hioiyalb; o |
— - j—1/2
J=0 j=1
ho = V1/2 9 = UN$1/2 9
+§|b07\ +hN+1/2\bNT\
< 2bll = o,mllvnll72
€
N J
D hicipl D heea(@n)i—1y2l® < R2||Evh||%i7 (2.78)
=0 k=1

obtemos a estabilidade pretendida. Verifiquemos agora a consisténcia. Para ¢ €
C*>[0, R] tem-se

hj,1

S _ I
|(thSD - b@)]‘ S ‘b]|( 2 ||SDI||L°°(3’JJ'71/2,£C]') + ?j||901||L°°($j,$j+1/2))’

|;hk,1(ap>k,1/2 _ /0 (@) (@) dz| — 0 (he A



2.6 Estabilidade na norma em W;Q’z 83

Portanto, Z;Ll)AS)*vh — XAW*y em (L?(0, R),1I 2,%) Atendendo a que wy, — w

em (H}(0, R), 11 I/f/hl’z) (h € A), por (2.76) resulta (2.77) e logo \vh—wh\wi,z — 0.
Daqui concluimos que

v, — w em (Hy (0, R),TI V([)/hl’Q) (he )

e que v = w. Logo v é solucio do problema (2.76). Assim, tem-se que v € H?(0, R)
e
(=" + A%y 2) =0 Vze HL(0,R).

Finalmente, atendendo a que o operador A é injectivo, tem-se que v = 0, o que
conduz & contradigdo desejada pois ||vh||W;,z =1
|

A estimativa (2.69) pretendida é consequéncia do lema seguinte.

Lema 2.20 Existem C > 0 independente de h e uma subsucessao final A’ de
A tais que

* ° .22
[onllwz2 < CllAzonllrz - Von €W, (2.79)
com h e N.
o o
Demonstragao: Sejam vy, GWh2’2 e fi = Ajv, €L7. Entdo v, é também
solucio de —d0%vp = fp = fr = Agl)*vh. Como, pelo Lema 2.18, o operador

A;ll)* W, L7 é limitado, entdo existe uma constante C; > 0 tal que

1AL vl 2

sup ——— < (),
opumerpr 1Vhllw2
e portanto
s 1
allz < Ifillez + 145 vl s

IN

15203 + Cillon =
Mas, pelo Teorema 2.16, existe C’ > 0 tal que
[on]lyy22 < C'\ fullzz < C'l|Agonllze + C'Cillonllyr.2,

e finalmente, pelo Lema 2.19, concluimos a demonstragao.
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Teorema 2.21 Ezistemm C' > 0 independente de h e uma subsucessao final A’
de A que verificam a desigualdade

162 (A7) " wallz < Cllwnllzz  Vewn €L, (2.80)
Demonstragao: Atendendo a que vale (2.79), obtém-se
1(A7) wnllyes < Cllunllys Von €12

e (2.80) conclui-se de imediato.

Pelos teoremas 2.11 e 2.21, obtemos o resultado de estabilidade para Ap,.

Teorema 2.22 FEzistem C > 0 independente de h e uma subsucessao final A’
de A tais que

|(Anvn, <Ph)L,2L

Yoy, €W 22 2.81
162¢nll L2 on €W (2:81)

lvnllpz < C sup
OenEW?

com heN.

Usando o Teorema 2.12 podemos escrever uma desigualdade para a estabilidade
equivalente a anterior usando normas do tipo das normas de Spijker.

Coroldrio 2.23 Seja L}, h € A, definido por (2.63). Ezistem C > 0 indepen-
dente de h e uma subsucessao final A de A tais que

lonllzz < CIER) T (An(wa))llzz  Yon €W

Conjugando o coroldrio anterior com a estimativa para
2) (1
Eﬁz )22 )Ah(Rhu - uh)

obtida na Seccao 2.4, podemos deduzir uma estimativa para o erro Rpu — uy
analoga & apresentada no Teorema 2.8. No entanto, o Teorema 2.22 pode ser usado
directamente na obtencao de uma estimativa para o erro sendo esta abordagem
generalizdvel & discretizacio de problemas definidos em dominios 2 C R2.

Consideremos o problema diferencial

Au = —(au') +bu' +cu=f em (0,R)CR (2.82)
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com condigdes de fronteira de Dirichlet (2.2), que é mais geral que o problema
(2.1)-(2.2), e 0 método de diferengas finitas

Ahuh = 7(5(0,(571;,,) + Mh(béuh) + Rh(cuh) = MhRth em Hh, (283)
com as condicoes de fronteira (2.4), em que

wj—1 + wj

j=1,...,N.
2 y J ) ’

(thh)j—1/2 =
Note-se que na definicao anterior de Mpwy, nao existe uma expressao particular
para os pontos y/3 € Tn_1/2, ao contrario da definicao de Mpwy, da Secgao 2.1.
Se admitirmos que as fungoes coeficiente do operador A sdo suficientemente
regulares (a € H3(0,R), b € H*(0,R) e ¢ € H%*(0,R)) e, em relagio ao termo
independente, assumirmos que f € C[0, R], entao vale o seguinte teorema de con-
vergéncia.

Teorema 2.24 Suponhamos que o problema (2.82)-(2.2) tem uma tnica so-
lugdo u € H*(0,R). Seja uj, a solucdo de (2.83)-(2.4). Entdo, para h € A, com
hmae Suficientemente pequeno, tem-se

HRhu - fu‘h”L?1 < Chgnax”u”H‘l(O,R)a (284)

com C' independente de h.

A estimativa (2.84) obtém-se de (2.81), substituindo vy, por Rpu — up. Omiti-
mos a sua demonstragao pois é andloga a do Teorema 3.20, que apresentamos no
capitulo seguinte.

2.7 Resultados numéricos

Com o objectivo de ilustrar o resultado de convergéncia apresentamos um exem-
plo de aplicacdo do método (2.83)-(2.4).

As figuras 2.1 e 2.2 correspondem a resultados relativos aos problemas (1.47) e
(1.50), respectivamente, formulados no Capitulo 1. Tal como anteriormente, con-
sideramos o comportamento da solugao numérica em 500 malhas geradas aleato-
riamente, com o nimero de pontos entre 500 e 3000. As linhas das figuras cor-
respondem as rectas dos minimos quadrados e tém declives 2.0755 e 2.0702, res-
pectivamente, para os problemas (1.47) e (1.50), o que confirma a estimativa do
Teorema 2.24.
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Figura 2.2: Problema (1.50): log(|[Rpu — up| 2) versus log(hmaa)-



Capitulo 3

Método de diferencas finitas

centradas nas células
929
e norma em WH

Neste capitulo estendemos o resultado de supraconvergéncia, apresentado no
capitulo anterior, & discretizagdo de uma equacao diferencial de segunda ordem,
com condigao de fronteira de Dirichlet, num dominio bidimensional, por um método
de diferengas finitas centradas nas células, em malhas ndo uniformes. A demons-
tragdo da estabilidade a partir de uma versao discreta da norma ||.||—2 revela-se
fundamental na deducao da convergéncia quadratica da solucao de diferencas fini-
tas. Terminamos o capitulo com a apresentacao de alguns resultados numéricos
que ilustram as estimativas supraconvergentes.

O estudo dos método de diferencas finitas centradas nas células para o caso
bidimensional, foi considerado, por exemplo, por Forsyth e Sammon, em [31], e
também por Weiser e Wheeler, em [74]. No entanto, nesses trabalhos os opera-
dores elipticos que definem os problemas sdo menos gerais do que os que aqui
consideramos sendo o tipo de abordagem especifica para esses operadores.

87
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3.1 Introducao

Consideremos o problema diferencial eliptico, de segunda ordem, com condigao
de fronteira de Dirichlet,

Au = —(auy )y — (cuy)y + dug +euy + fu=g em Q, (3.1)

u=1 em 0f, (3.2)

em que 2 é uma uniao de rectangulos. Assumimos que as fungoes coeficiente
satisfazem a(z,y) > a > 0, c(z,y) > ¢ > 0, Y(z,y) € Q, a,c € W>®(Q),
d,e, f € W22(Q).

Definimos seguidamente uma discretizacao do problema (3.1)—(3.2) por diferen-
cas finitas centradas na célula. Para o efeito introduzimos, em primeiro lugar, uma
malha nao uniforme G . Sejam R um rectangulo que contém Q, Gy := R; X Ro,
em que

Ry = {1',1 <rp<...<zny < {EN+1},

Ro={y_1<yo<...<ym <Ym+1},

com (r_1,TN41) X (Y—1,Ynm+1) = R.

Pretendemos obter aproximagoes da solugdo do problema (3.1)—(3.2), nos pon-
tos médios de cada célula contida em €. Assim, do conjunto Cy formado pelos
pontos que sao os centros dos rectangulos formados pela malha G,

CH = {(xj—l/vaffl/Q):j:O7"'7N+1)6207"'7M+1}?

estamos particularmente interessados no subconjunto g formado pelos pontos de
Cy que também pertencem a 2, Qg := C'y NS Consideramos ainda os pontos que
estéo na fronteira 0, 0y := CyNIQ, e definimos Q= Ny UIQ . Assumimos
que malha Gy verifica a seguinte restrigdo: a interseccdo de 92 com qualquer
rectangulo (;_1/2,2j11/2) X (Ye—1/2,Ye41/2)5 J € {0,..., N}, £ € {0,..., M}, é
vazia.

A Figura 3.1 ilustra os conjuntos definidos.

No caso em que 2 é um rectangulo admitimos, em analogia com o caso unidi-
mensional, a possibilidade de construcao de malhas em que z_; = xg, *ny+1 = TN,
Y-1="Y € Ym+1 = Ym-

Denotamos por Ry e Rg, os operadores de restricio a Qp e Gy N, res-
pectivamente. Relativamente aos espagamentos das malhas, mantemos notacao
até aqui usada.
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o [e] o o o [e)
o o o o o [e) L[]
o o o L]
(e} o o () [ ] L] L]
L] L] ° L]
[ ] [ ) () () (] L] L]

— :0Q  ,:pontos em Qpy ,:pontos em Cy\Qy

Figura 3.1: Dominio.

Consideramos os operadores de diferencas centradas d, e d,, que correspondem
aos operadores de diferencas centradas relativas as varidveis x e y, respectivamente,
analogos aos definidos no Capitulo 2.

Seja ug a solugao do método de diferencas finitas

AHUH:MHRGHQ em QH, (33)

uH:RH¢ em 8QH, (34)

onde Apy é o operador de diferencas

Apug = —0z(adzup) — 0y(coyup) + My (dozup) + My(edyum) + fug em Qg
(3.5)

com

Wi—16-1/2 + Wje—1/2

2 b
w,_ -1 tw;_
. j—1/2,4—1 j—1/2,¢
(Mywg)j—1/20-1/2 = 5 ;
Wji—1,6-1+Wj—1,+ Wje—1+ Wje

4 )

(meH)j—l/z,ZA/z

(Muwm)j-1/2,0-1/2

(j_1/2,Yr—1/2) € Qu. Em 0Qp consideramos estes operadores nulos.
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A obtengdo de estimativas para o erro, ug — Ryu, é consequéncia de um
resultado de estabilidade que generaliza o Teorema 2.22 ao caso bidimensional. Os
teoremas de compacidade discreta e os argumentos da Teoria da Convergéncia Dis-
creta que estabelecemos na préoxima subseccdo, sdo fundamentais na demonstracao
da desigualdade de estabilidade.

3.2 Aproximacao discreta de W,"*(Q)

Introduzimos, seguidamente, os espagos das fungoes de rede que sao versoes dis-
cretas dos espagos de Sobolev W 2 (©2). Com o objectivo de facilitar a aplicagao
de técnicas como a "soma por partes”, definimos as normas nesses espagos con-
siderando prolongamentos nulos a C das funcdes de rede definidas em Q.

Sejam V?/IT’Q(R), m = 0,1,2, os espagos de funcoes de rede definidas em Cpy,
nulas em

{(%’—1/279@—1/2) ]:0,N+1,€:07,M+1 V ‘]’:].7...7]\77 820,M+1}7

onde consideramos as normas

m 1/2
||UH||W;;~2(R) = <Z|UH|3H> )
r=0

com
N M
orl g = Z hj—1ke—1|vj_1/2,0-1/2/%,
j=1¢=1
N M
loulfy = Zzhj—l/Zké—ll(5IUH)j7g_1/2|2
j=0¢=1
N M
+ Z hj—1k£71/2| (5va)j_1/27g |27
j=1£=0
N M
2 — 2 2 2 2
|UH|2,H = Zzhjflkffla (5IUH)]’71/2,671/2| +|(5yUH)j—1/2,e—1/2|)

1

~

=1

<.
Il

N M
+2) 0D hymajekeryal Gayom) ;o %, (3.6)
=0
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em que d,, é o operador definido por

(5wUH)j,e+1/2 - (6wvH)j,£71/2

Ozyom);, = ke—1/2

Note-se que vale a representacao

(6yUH)j+1/2,é - (5y”H>j—1/2,e

Oeyri)je = hj—1/2

Seja Pcy, o operador que define o seguinte prolongamento da fungao de rede vy
definida em Qg & malha Cy,

PCHUH =vy em QH, PCH'UH =0 em OH\QH

Denotamos por W;In’2(Q), m = 0,1,2, o espaco das funcoes definidas em Qp,
nulas em 0y, com norma

” 1/2
||UH||m,H = <Z|PCHUH72~,H> ;o m=0,1,2.

r=0

Por vezes, quando for claro pelo contexto que nos referimos ao prolongamento,
[e]
.. . 0,2 . ~
omitiremos a escrita de Pg,, . Para o espaco Wy~ (£2) usaremos também a notagao

LA () e neste espago consideramos o produto interno

M

N
(v wa)g =YY hj1ki1(Poyvn)j-1/2,0-172(Pog @r)j—1/2.0-1/2-  (3.7)
J=1¢=1

Os resultados de compacidade que apresentamos seguidamente sao estabeleci-
dos no contexto das funcoes de rede nulas na fronteira e estendem os do capitulo
anterior ao caso bidimensional.

Sejam (vg)a € I zﬁ(ﬂ) e v € L?(Q2). Dizemos que
v — v em (L2(Q), I L2(Q)) (H € A), (3.8)
se, para cada € > 0, existe ¢ € C§°(2) tal que

[v=llrz@ <e lim sup{flon = Ruellon} <e (3.9)

Hmaz—
Sejam (vp)p € II I/(IJ/IL}Q(Q) e v € Wy*(Q). Dizemos que

vi — v em (WOH2(Q), T WA2(Q) (H € A), (3.10)
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se, para cada € > 0, existe ¢ € C§°(2) tal que
[v=¢llwiz@) e lim sup{[log — Rugllin} < e (3.11)

Note-se que, nas convergéncias discretas anteriores, poderiamos ter substituido
C5°(Q) por outro qualquer espaco desde que denso em L2(2) e W,7*(Q).

Para além dos conceitos anteriores, é também relevante ao estudo que apresen-
tamos o conceitos de convergéncia discreta fraca de sucessoes funcionais lineares

que concretizamos seguidamente. Sejam (L2 (Q))/ e ( zg(Q))l, respectivamente, os

o
espagos duais de L?(Q2) e L3 (). A sucessio de funcionais lineares (I7)s converge
fracamente para [, e denotamos por

Iy — 1, (3.12)

se, para v € L?(Q) e (vg)a € II 213((2) tais que vy — v em (L?(Q),II 2,3(9))
(H € A), se tem
lg(vg) — l(v) (H€A).
Atendendo a que o0s espagos envolvidos na aproximagao discreta

[e]
(L2(2),11 LA(£2)) sido espagos de Hilbert, este conceito de convergéncia discreta
fraca de funcionais lineares é equivalente & convergéncia discreta fraca de sucessoes
de fungoes de rede. Dizemos que (vg)a converge fracamente para v e escrevemos

v —vem (L2(Q), I L2(Q) (H € A),

se, para w € L*(Q) e (wy)p € 11 z}%(Q), tais que wy — w em (L*(Q),11 z}%(Q))
(H € A), se tem
(u)H”UH)H—)(’LU,U)O (HEA)

Uma definicdo andloga a (3.12) é considerada para funcionais lineares em
(Wol’2(Q))/ e (Vc[)/f}z(Q))/ que sio, respectivamente, os espacos duais de W,(12)
e Wy ().

Apresentamos seguidamente uma condigao suficiente para a compacidade dis-
creta.

Teorema 3.1 Seja (vy)a uma sucessao em 11 z}%(Q) limitada. Entdo existem
uma subsucessdo N’ de A e v € L*(Q), tais que

v —v em (LXQ),IIL2(Q) (HeA).

O teorema anterior foi demonstrado por Stummel em [67, Secgao 2.3, Teorema
1].
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O resultado de compacidade discreta, que apresentamos de seguida, constitui
um argumento fundamental no estudo da estabilidade do método. No caso unidi-
mensional, a obtencao do resultado de compacidade discreta foi feito recorrendo
ao correspondente resultado no caso continuo. Para isso consideraram-se fungoes
definidas em todo o dominio que nos pontos da malha espacial coincidem com as
fungoes de rede. A prova baseia-se no facto de as sucessoes de fungoes continuas
assim definidas serem limitadas, se as correspondentes sucessoes de funcoes de rede
o forem. No caso bidimensional, nao nos foi possivel encontrar prolongamentos
continuos das funcdes de rede com a propriedade mencionada. De qualquer forma,
a prova do resultado é aqui conseguida usando o Teorema de Compacidade de
Kolmogorov e os passos fundamentais seguem de perto os da demonstragao para o
caso continuo ([1], [77]). Na demonstragao do resultado de compacidade discreta
usamos o lema seguinte.

Lema 3.2 Seja (vig)a uma sucessao em 11 I/?/I_}Q(Q) limitada. Considere-se a
funcdo escada wy,

wr (T,y) = vjy1/2041/2, (2,9) € (5, 25401) X (Yo, yey1) C 8,

nula em R?\Q. Seja Q um conjunto que contém Q. Entdo, para todo T = (11, 72) €
R? tem-se

/Q |wi (z + 71,y +T2) — wH(x,y)|2 drdy < 6(|71| + |72| + himaz + kmaz)2|vH|%,H'
(3.13)

Demonstragao: Para cada 7 = (11, 72) € R? tem-se
e 1y ) = i o) ey
< 2/Q lwir (& + 11,y + 72) — wi (z,y + 72)|? dedy
+2/Q lwi (z,y + 7)) — wy(x, y)|? dedy.
Como

/ lwe (z + 71,y + 72) — wa (x,y + 72)|* dedy
Q

TN+71
< Zkéq/ |wr (2 + 71, Ye—1/2) —wH($,y£71/2)|2 dx,

To—T1
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pelo Lema 2.1, obtém-se

/|wH<x+n,y+72>wa<x,y+72>|2dwdy
Q

M N
2
< 307l + hinae)® Y k-1 Y hjoao] (5 (Peyom)) oy ol
=1 j=0
< 3(|T1| + hmax)2|UH|iH'

Analogamente, vem
/Q i,y + 1) — wir (2, y)[? drdy < 3(172] + o) lon3 1
Assim, conclui-se que
/Q lwir (& + 11,y + 72) — wr (z,y)|* dedy

< 6[(Im1l + hmae)? + (172l + knae)? lon

n
Teorema 3.3 A sucessdo de merqulhos (Jg)a,
T Wi(Q) =L2(Q) (H € A), (3.14)

é discretamente compacta.

o
Demonstragio: Seja (vg)a uma sucessdo em IT W > (Q) limitada. Entdo
existe M independente de H tal que

lve e < M.

Para (wg)a definida no lema anterior vale
/ |wH(33 +m,y+ 7]2) - wH(33,y)|2 dl"dy < 4(|Tl| + ‘7—2| + hmas + kmax)2M2~
Q

Atendendo a que sucessdo (wg)a é uniformemente limitada em I1L?(Q2), uma vez
que
lwr || 22) = lvilos < M,
entao, pelo Teorema de Compacidade de Kolmogorov, concluimos que a sucessao
(wpr)a é relativamente compacta em L2(f2). Logo, para uma sucessao A’ C A e
w € L2(1), tem-se
wy — wem L*(Q) (HeN).
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Provemos que
vg —wem (L*(Q),IILE) (HeAN).
Seja € > 0. Entdo existe ¢ € C§°(Q) tal que
|w = ¢llL2@) <e
Considerando a fungao escada ¥y definida por
Yu(x,y) = o(Ti41/2,Ye41/2),  (2,9) € (25, 25401) X (Yo, yes1) C Q,
nula fora desses conjuntos, temos
lYr —¢llL2@) — 0 (HE€A)
e portanto
lve = Rugllo,n = |lwa — Yallrz) — lw = ¢llr29)-
|
O lema seguinte acrescenta informacao acerca dos mergulhos estabelecidos no

teorema anterior. O resultado correspondente para espagos de fungoes continuas
é bem conhecido e encontra-se por exemplo em [2, Teorema 3.12].

Lema 3.4 Se (vg)y € 1T I/f/1}2(ﬂ) é limitada e converge fracamente para v
em (L2(Q), T L2(Q)) entio v € Wh(Q).

o
Demonstragao: Seja (vg)a uma sucessao em II Whl,’Q(Q), limitada, tal que

v —vem (L2(Q), I L2(Q) (H € A). (3.15)

Consideremos a sucessao (wg ) definida no Lema 3.2. Na demonstragao do teo-
rema anterior, verificamos que (wg)a tem limite w € L?(§)), para alguma sub-
sucessdo A’ C A. Consideremos a sucessao (Wg)as definida por

wy:=wy em £, wyg:=0 em ]RZ\Q,
e o prolongamento a R? da funcao w
Wwi=w em Q, w:=0 em R*\Q.
Note-se que wy — w em L*(R?) (H € A'). Para ¢ € C°(R?) e para todo
n = (m,n2) € R? n+#0, tem-se

/Rz |(Wm (2 +n1,y+n2) — dr(z,y))e(z,y)| dedy

5 B 2 1/2
< (AQ}wH(x+n17y+n2)—wH(x,y)| dxdy) llll 22 (m2)
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Atendendo a (3.13), resulta

g |(@r(z +mn1,y+n2) — Dr(2,y))e(@,y)| dedy < C(In| + Hmao) |01l L2R2).-

Tomando na desigualdade anterior o limite quando H,,4, — 0, vem

] |(Wr (@ + 1,y +m2) — 0 (2,9))e(x,y)| dedy < Cllllel L2 2y,
R

e portanto

/ lo(x —n1,y —n2) — o(z,y)]
R2 ||

w(z,y)| dedy < Cll@] 2 me).-
Considerando n = £(1,0) e tomando o limite € — 0, concluimos que

| Vout gy, dady < Cllglzaceo

para todo ¢ € C§°(R?). De forma anéloga, considerando n = £(0, 1), obtemos

| lea vyl dudy < Cliglzze

para todo ¢ € C§°(R?). Logo, w € Wl’zng). Atendendo a que w é a restricao de
waQew=0em R2\Q, entdo w € W, (Q).

Provemos finalmente que v = w. Sejam r € L*(Q) e (rg)a € I 213(9), tais
que rg — r em (L?(Q),11 zﬁ(Q)) (H € A), e a fungao escada

su(®,y) =ra(Ti12,Yer1/2),  (@,y) € (x5,2541) X (Yo, Yer1) C Q,
nula em ]RQ\Q. Tem-se
(ve,rH)H = (WH,SH)0 — (W,7)0  (H € A).

Entao,
v —wem (LA(Q),IT L2(Q)) (H € A).

Atendendo a (3.15) concluimos que v = w.
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3.3 Estabilidade

Seja Apg o operador de Laplace discreto

Aoy = 62vg + 5§UH, VH Gﬁ/}ﬁ’z(g)‘

Vamos estabelecer o resultado de estabilidade relativamente & norma de indice
negativo

VEH, W
VQn, wi) | (3.16)

vEll-ay = sup )
lvell-ax 1Amwnlon

o -
0#wi WG 2(Q)
Provemos um teorema de equivaléncias de normas que nos permite considerar uma
norma equivalente a ||.||—a,,, substituindo, em (3.16), [|Agwg o,z por |wel2,#-
Para o efeito, introduzimos a norma

o
ol = 1Amvals e vr €W (Q).

Os dois lemas que apresentamos seguidamente sao fundamentais na prova desse
resultado.

Lema 3.5 Seja I/f/ﬁ,z(Q) Entao
|UH|?H = (—Apgvg,vH)m. (3.17)
Demonstragao: Atendendo a que se tem sucessivamente

(=62vm,vm)n

N M
= - Z Z ko1 ((%UH)M_UQ — (5x’UH)j_1,€_1/2) Vj_1/2,6-1/2

J=1=1
N-1 M

= - Z Z kﬁ—l(achH)j7é_1/2 (Uj—1/2,0-1/2 — Vj41/2,0-1/2)
j=1 £=1

M

ke—101/2.0-1/2 (%UH)O,,Z,I/Q - Z ke 1UN_1/2,0-1/2 (57;'UH)N’571/2
=1

M=

+

Il
-

hJ’—l/Qkf*1|(‘5ﬂﬁvlq)]',é—1/2|27 (3.18)

Il
M=
NE

(e}

(=1

<.

e que vale uma igualdade anéloga a (3.18) relativamente & varidvel y, concluimos

(3.17).
|
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Lema 3.6 Seja I/?/EZ(Q) Entao existe C independente de H tal que

lvello,sxr < Clomli,m, (3.19)

lvelli,a < Cloule,n- (3.20)

Demonstragao: Como

|'Uj71/2,471/2|2

Jj—1 2
< <Z [Vit1/2,0-172 — Ui—1/2,e—1/2|)
i=0
|7fz+1/2e 1/2 — Vi—1/2,0— 1/2|
< hi_
< Z 1/22 e
z 2
< (xN+1/2_5571/2)2hi71/2’(6sz)i7£_1/2| ;
i=0

7 =0,...,N, entao
N M
(vmvr) < (@ng12 = T-172)* YD hj_1y2ke1](8 (Ozvrr) . 1/2|
=0 =1

Logo existe C' > 0 tal que vale (3.19).
A desigualdade (3.20) obtém-se imediatamente pelo Lema 3.5, uma vez que

v llo.

waliy = (—Agva,va)m < (|02vallom + 116
C(llsz svmllo.m)vela < 2Clvg

IN

O teorema que se segue estabelece uma equivaléncia de normas. Tal como no
resultado de compacidade, procuramos estender aos espagos discretos propriedades
conhecidas para espagos de fungoes continuas. Como modelo de demonstracao
usdmos o Corolério 9.1.23 de [40], onde é provada a regularidade H? para a equagio
de Poisson num dominio convexo e condi¢ao de fronteira de Dirichlet nula.

o
sdo equivalentes em Wa>(Q).

Demonstragio: Seja vy €W~ (). Comecemos por mostrar a igualdade

I1Arvaon = [vil2,m-. (3.21)
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Como

||AHUHH(2)H

Z hj- 1k5—1(| (5-31}1{)3’—1/2,2—1/2 |2 + | (5 ”H) —1/2,6—1/2 |2

+ (5§”H5§5H + 592617H5§UH)3-—1/2,£—1/2) )

entao, para concluirmos o pretendido, basta que provemos a igualdade

Zzh _1ke—q (62 UH52UH+6 UH0 UH) —1/2,0-1/2

N M
= 2> > hiappkeyol (Onyvn)jel (3.22)
j=0 £=0
Para o efeito mostremos que
N M
._ 9
M = ZZhJ the—1 ((5 UH) —1/2,0-1/2 (5yUH)j—1/272_1/2
j=1¢=1
N M
= DD himyskegel Gayon), I (3.23)

I
=)
~
I
o

J

Somando por partes obtemos

=1

M:

{( (5 UH jl—1/2 (5;’()}1)].71’@,1/2)

~
Il

1

<.

((5y77H)j_1/2,e - (61117H)j—1/2,€—1):|

I
hE
WE

((5zUH)j,e—1/2 - (5zUH)j_1,z—1/2

<

Il
-
o~

I
o

- (5xUH)j7g+1/2 + (5xUH)j_1,e+1/2) (5 UH)] 1/2,¢

'Plﬂz

((5IUH)]',71/2 - (5zUH>j71,71/2) (6yVH) ;1 /90

=1

n
M=

((5xUH)j,M+1/2 - (5xUH)j—1,M+1/2) (5?/17H)j71/2)M )
1

<.
I
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ou seja,

g

N
M = Z |:((6wvH)j’€71/2 - (5wvH)j,e+1/2)
7=0 £=0
((6y77H)j_1/27g - (6y5H)j+1/2,€)]
M

+Z((51UH)0,2+1/2 - (5:6'UH)0,@—1/2) (5@177H)71/2,e
£=0

M
- Z<(5wUH)N,e+1/2 - (690’UH)N,271/2) <5y17H)N+1/2,13

o~
Il
o

'F‘ﬂz

((5xUH)j,_1/2 - (5xUH)j_1,_1/2) (691_}H)j71/2,0

<
Il
i

_|_

™=

((59:UH)J;M+1/2 - (6IUH)J‘71,M+1/2) (5y77H)j—1/2,M )

<.
Il
—

Atendendo a que vy é nula em 0y, obtém-se ainda

N M
M = > > hjipkieiye| Guyon),, )
=0 £=0

o que conclui a demonstracao de (3.23). De igual modo se prova

N M
Z Z hj_1ke—q (551711)3'71/2,@71/2 (5511H)j_1/2,€_1/2
j=16=1
N M
= D> hyajekeyel (Gayon);, | (3.24)
§=0 £=0

Conjugando (3.23) e (3.24), obtemos (3.22), o que conclui a demonstragdo de
(3.21). Para finalizar a demonstra¢ao notamos que de (3.22) vem ainda

lvelle.z < |lvell2,m,

e, pelo Lema 3.6, resulta imediatamente a existéncia de C' > 0 tal que

vell2,zr < Cllvr |2,
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Na demonstracao dos trés dltimos resultados omitimos o simbolo P, que
denota o prolongamento de vy a Cy. Nao nos pareceu importante inclui-lo uma
vez que

Po, Agvg = AH(PCHUH> Yoy €W112(72(Q>-

Lema 3.8 Sejam (vy)a uma sucessao em 11 I/?/I},Q(Q) limitada e a € C(Q).
Entao (Mx(ozéva))A e (My(aéva))A sao limitadas em 11 Eﬁ(ﬂ)

Demonstragao: Note-se que para (z;_1/2,Y¢—1/2) € Qg vale

(adsvm);_, 12T (adzvn) j0—1/2
(Mz(aész))j_uz,é—UQ - — 2 . '

Atendendo a que se tem

hj-1l (aéIUH)jfl,Zfl/2 + (aémvH)j,Z%N'Q

< 4hj_3/2| (Oééx,UH)j—l,ﬁ—l/QF + 4hj_1/2| (a(SIUH)j,E—l/QF?

entao
M (abpvm) 1§ g < 2lallf ) llvallf o

Analogamente, prova-se que
1My (adyom)I5 1 < 2l Foe (g l0m17 11

Mostremos que A, definido por (3.5), tem uma propriedade andloga a (B.6),
que pode ser interpretada como uma versao discreta de coercividade.

Lema 3.9 Para H € A, tem-se

(fﬁm(a(;va) - 5y(c5va),vH)H > CP”UHH%,H Yoy GIX/&’Q(Q),

(Agvm,vm)y > Collvaliy — Cxlloulgy  You ey (Q), (3.25)

onde Cp >0, Cg >0 e Ck denotam constantes independentes de H .
Demonstragao: Pelo Lema 3.6, existe C' > 0 independente de H tal que

lrll? o = lvrlld o + v} o < Clonl?
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o
para todo vy EI/VI}[’2 (©). Como a é limitada inferiormente por a, entéao
N M

2
a hj—1/2k5*1|(51”H)j,e—1/2|
j=0¢

I
-

M-
WE

~
I
o
~
Il
-

hj_12ke—1a(z;,yo—1/2)] (5xUH)j)E71/2 |2

2
L

M=

ke—va(zy, yo—1/2) (5sz)j)g,1/2 (Uj41/2,0-1/2 — Vj—1/2,0-1/2)
1

M

+ Z ke—1a(zo,ye—1/2) (617}H)0,5_1/2771/2,£—1/2
=1
M

> kera(@n, ye-1)2) (02v8) 41 j2N—1/2,0-1/25
=1

~
Il

1

<.
Il

e portanto, obtém-se

N M ,
a hj—1/2k5—1|(611’1{)3‘,4}—1/2}
3=0 =1
N M
< - Z Z ko1 ((aéw’UH)j’zil/z - (a5wUH)j71’471/2) Vj_1/2,6-1/2
J=16=1

Analogamente, prova-se que

M

N
QZ Z hj—lkffl/ﬂ (6va)j71/2,€71’2 < (_511(651/”}1)7 UH)H'
i=1 ¢=0

Logo, existe C'p > 0 tal que
(—5$(a5IvH) — 5y(66va),vH)H > CPHUHHiH Yoy EWI},’Q(Q).
Por outro lado, pelo Lema 3.8, existe C' > 0 tal que
[M(dogver) + My(edyvm)lloa < Cllvmlm,

e portanto, pelo Lema 3.6 e pela desigualdade de Hélder, concluimos que existe
C'1, independente de H tal que

‘(Mw(d(sw’l}[{) + My(eéyvy) + f’UH, ’UH)H’ S CLHUH”LHHUH”O,H-
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Finalmente, atendendo a que para todo € > 0 existe C, tal que

lorllv,ullvellon < elvallf g+ Cellvallg

C C

se fixarmos € = %, concluimos que vale (3.25) com Cg = TP e Cg =CLC..
L

n

Estabelecemos o resultado de estabilidade de Ay utilizando o Teorema 2.11.
Para o efeito, comecamos por apresentar a forma explicita do adjunto de Ag. Seja
A%, definido por

At o= AP 4 AW (3.26)
com
Ag)*vH = —0y (abzvm) — 0y (cOyvy) em Qp,
e
Aoy = =6, (AMIvg) =6, (eMivg) + for em Qg
onde

Vj_1/2,0-1/2N5-1 + Vjp1/2,0-1/2N;

(M;UH)J',@—1/2 = ) (3.27)

2h;_1/0

Vj_1/2,0—1/2ke—1 +Vj_1/2,041/2Ke

(M;uH)j_l/M = , (3.28)

2ke_1/2

e A vy = A 0y =0 em 00

Lema 3.10 O operador A% V?/}?Q(Q) HEIZJ(Q) definido por (3.26) é o opera-
dor adjunto de Ap I/ffgﬂ(Q) —>E£I(Q) definido por (3.5).

Demonstragao: Sejam vy, wy 61/?/132(9) Vamos mostrar, em primeiro lu-
gar, que o operador Ag)* é auto-adjunto.  Consideremos as parcelas de
(6,6(@693111{), wH)H que tém o factor w;4 1,2 ¢41/2, para algum j, com ¢ fixo. Supo-
nhamos, sem perda de generalidade, que o conjunto de pontos do tipo (.,y¢11/2)

que pertencem a 2 é

{($p4+1/27 ye+1/2)» (ffm+3/2, ye+1/2)7 cees ($p2+N4—1/27 ye+1/2)}'
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A soma das referidas parcelas satisfazem

pe+Ne—1
Z ke (5m(aér)vH)j+1/27e+1/2wj+1/27f+1/2
J=pe
pet+Ne—2

= Z hj—1/2ke (aava)j,£+1/2 (575@H)j,€+1/2
J=pet1

H(adovt) ,, iy o Wpetr/2er/z + (a000H) ) L n, o4y o Wpet Ne—1/2,041/2;
e atendendo a que vy e wy sdo nulas em 02y, vem ainda

pet+Ne—1
> hik (510(51'UH)j+1/27€+1/2wj+1/2,£+1/2
J=pe¢
pet+Ne—1
= Z hjké”j+1/27é+1/2(5r(a5$wH))j+1/27e+1/2'

J=pe

Consideremos em ((5Ia§mvH,wH) a ultima igualdade. Obtemos

H
(5I(a5wvH), wH)H = (vH,éx(a(SwwH))H.

De igual modo, prova-se que

(0y(cdyvn), wr) ;= (va, 0y (cOywar)) -

Relativamente a (Mx (déva),wH) note-se que

H

pe+Ne—1
Z hjké(Ma:(déa:UH))j+1/272+1/2w]’+1/2,£+1/2

J=pe
pet+Ng—1

Vit1/2041/2 — Vj—1/2,0+41/2
= > hjkf(dﬂﬂ/z ey 2/h o
j—1/2

J=pe

Vj43/2,041/2 — Uj+1/2,£+1/2) _

+dji1,041/2 Wjt1/2,041/2-
j+1,64+1/ 2h 1) j+1/2,641/
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Reagrupando as parcelas do segundo membro da igualdade anterior, obtemos

pet+Ne—1
Z hjkf(M:E(d5$”H))j+1/2,e+1/2wj+1/2,€+1/2
J=pe
Wpy11/2,641/2 Wpy11/2,641/2
= ke{h (d b1 e S 127)
Pe pe b+ / 2hp271/2 pe+1,4+ / the+1/2
wm+3/2,é+1/2
_hpe+1dpz+1,€+1/2 2h Upe+1/2,6+1/2
pe+1/2
pel? Wjt1/2,641/2 Wj41/2,041/2
+ > ke{hj(da‘,umij%_’ - j+1¢+1/27]2h,’ )
Pl j—1/2 j+1/2

Wj—1/2,0+1/2

W;j43/2,04+1/2
—LLEANE hj—ldj,é+1/22h7}”j+1/27€+1/2
j—1/2

—hjt1d11,041/2
J J+1,6+ / 2hj+1/2

Wpyt Ng—1/2,641/2

[ A
+Ke | Rp,+N,—1 pe+Ne—1,0+1/2 2hp(+N@—3/2

wpg+N@—l/2,E+1/2)
2hp, 4N, —1/2
Wp,+Ny—3/2,6+1/2

—dp, 1Ny 0412

Fhpet Ne—2dp,+ Ny —1,0+1/2 }Upz-l-Nz—l/Q,f-Fl/??

2hpe+Ne*3/2
e concluimos que

(Mm(déwvg),wH)H = (’UH7 —51 (JM;U)H))H
Analogamente, obtém-se

(My(eéva),wH)H = (UH, —0dy (éM;wH))H.

Mostremos que se verificam as condigoes do Teorema 2.11. Para o efeito prove-
mos que para Ay vale (2.59), isto é, existe C' > 0 tal que

lo.rr < ClAfvnllon  You eWF?(Q).

los

Pelo Teorema 3.7, a condigao anterior é equivalente a existéncia de C' > 0 tal que
o

lvillo,o < CllAGvmllon You €Wi?(Q). (3.29)

Os dois lemas que estabelecemos seguidamente sao fundamentais na demonstragao
de (3.29).
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Lema 3.11 Sejam (vg)a e v tais que

v — v em (WH2(Q), T WH2(Q) (H € A)
e seja o € C(Q). Entdo
My (adgvm) — avg (3.30)
My (adyvp) — avy (3.31)
em (L2(Q),11 [2(Q)) (H € A).
Demonstragao: Sejam € um numero real positivo qualquer e C tal que

|al| () < C. Entéo, existe ¢ € C*°(12) tal que

. 1
flv — ‘PHWLZ(SZ) <e, ngl_)OSUP{HUH - RHSDHLH} < EE-

Atendendo & definicao das normas ||.|jo,x € ||.||1,1, ¢ facil deduzir que

| M (adzvpr) — Mr(a‘stHQP)HO,H = ||M, (aéz(vH - RHSO))”O,H
< 2lallpe@llve — Ruelli,n-

Por outro lado, para H,,,, suficientemente pequeno,
1M, (a8, Rirg) = Rar(ago)llo.nr < 5.
Entéo, para H € A, com H,,,, suficientemente pequeno, obtemos
[ M (abzvm) — Ru(aws)llon < e,

donde concluimos (3.30).
A convergéncia (3.31) prova-se de forma anéloga.

Lema 3.12 Sejam (vi)a uma sucessao em I1 V?/I}Q(Q) limitada e o € C(Q).
Entio existe v e Wy () tal que

v — v em (L*(Q),ILLA(Q) (H € A),
para alguma subsucessio ' C A e tém-se as sequintes convergéncias fracas

M (ad,om) = av, e My(ad,un) — av,

em (L2(Q), T L2(Q)) (H € A').
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Demonstragao: Como (vg)a ¢ limitada em II I/ffﬁﬁ(Q) entao, pelo Lema 3.8,

(My(adzvpr)), € limitada em 2;;‘(9) Logo, pelo Teorema 3.1, temos que

(M, (abvir)), — w em (L2(9), T LA(Q)) (H € A"),

para alguma subsucessao A” C A e para algum w € L?(£2). Assim, para qualquer
¢ € C5° (),
(Rup, My(adzvn))n — (p,w)o  (H € A”). (3.32)

Por outro lado, pelos Teorema 3.3 e Lema 3.4, existem v € Wy2(2) e A’ C A”,

tais que
vy — vem (L*(Q),I LF(Q) (HeN).

Provemos que, em (3.32), w = auv,.

Comecemos por mostrar que

50 (aM;Ryg) — (ap)s em (LA(Q), I L3(Q)) (HeN),  (3.33)

com (M;RHSD)jj—l/Q definido por (3.27). Pelo Lema 3.11, para qualquer ¢ €
C§°(Q), temos a convergéncia

(_6x(aM;RH§0)7RH¢)H = (RHQOvMI(O‘éwRHw))H
— (¢, atbz)o,
ou seja,
(=0:(aMzRu @), Rut) i — (—(0)z, ¥),- (3.34)

Mas, pelo Teorema 3.1, existe z € L?(f2) tal que
8. (aM?Ryrg) — z em (L3(Q),I1 L2(Q)) (H € A),
e portanto,

(=0:(aM;Ru @), Ryt ,; — (—2,%)o. (3.35)

De (3.34) e (3.35) obtém-se (3.33).
Por outro lado,

(R, My(adzvn)) = (=0u(aM;Rue),vm)
- (7(0‘90)% v)o = (907 avz)Oa

e atendendo a (3.32), vem finalmente

M, (advy) — avy em (L2(Q), I L2(Q)) (H € A).
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A prova da convergéncia
M, (ad,v5) — av, em (LA(Q), I L2(Q)) (H € A)

é analoga a apresentada.

Teorema 3.13 Ezxistem uma constante positiva C independente de H e uma
subsucessao final A’ de A para os quais o operador A%, definido por (3.26) verifica

lvallg < CllAyvallon Yvr €Wy (), (3.36)
com H e A

Demonstragao: Suponhamos que (3.36) nao se verifica. Entao, para alguma
subsucessao A’ C A, existem elementos vy, H € A”, tais que

lomllia =1e||[Agvullon — 0 (H€A”). (3.37)
Pelos Teorema 3.3 e Lema 3.4, existem A” e v € W, *(Q) tais que

vy — v em (L2(Q), 1T LA (Q) (H € A”).
Seja w € W, *(Q) a solugdo do problema variacional

(aws, z2)0 + (cwy, 2y)o = ((dv)s + (ev)y + fv,2), Vze€ Wi2(Q).  (3.38)
Consideremos uma sucessao (wg)p € 11 V?/}}Q(Q) tal que
wy — w em (WH3(Q), T WA(Q) (H € A).
Seja zg = vy — wy. Provemos que
lzr |1, — 0. (3.39)
Comecemos por notar que pelo Lema 3.9, existe C' > 0 tal que

N M
hj_1ke—1
sl <CY D> = —

j=1+4=1
X (a(xj—17y€—1/2)| (6xZH)j717271/2 2+ a(z;, Ye-172)| (51‘21'1)]‘,(71/2 2

+C(xj71/27y571)| (éyZH)j_1/27z_1 |2 + C(xjfl/27y€)| (6yZH)j_1/2,z |2)7
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e portanto
N M )
2 2)* _
lzulig < C(;;hj—lké—l (AH UH)j_1/27£_1/2Zj71/2,€71/2
N M
+Zzhjfl/Qkﬁfla(xjvyffl/Q) (5sz)j,l*1/2 (6932H)j’z,1/2
§j=0¢=1
N M
ZZ j—1ke— 1/2C Lj— 1/2,y4) (5 U’H)J 1/21(5 ZH)] 1/2@)
ou seja,

M
Zh —1ke—1 AHUH)j 1/2,6—1/2 %j—1/2,6—1/2
1e=1

™

|ZH|%H < C

~
I

hj—1y2ke—1a(x;,ye—1/2) (Sawr); o1 /2 (0aZH); o—1 )2

+
1M
M= 1=

hj—lkﬁfl/Qc(xjfl/Za y@) (6ywH)j_1/27g (6y2H)j_1/27g

+
-

~
Il
N
&~
Il
<

] =
M:

+ hj1ke_1vj_1/20-1/2 (AH H)jl/zel/z) (3.40)

<
Il

-

~

—

Por hipétese ||A3vullo.z — 0 e portanto, o primeiro termo do segundo membro
de (3.40) converge para zero, pois

N M

SO bkl (A5om)Za) ;1 o012 | < IATvallo,mllzelo,a — 0.
G=1 =1

Consideremos seguidamente os outros termos do segundo membro de (3.40). Seja
z = v — w. Pretendemos mostrar que

N M
a(wm,zn) = Y hi_ipkeaa(@g,ye1/2) Gawn); oy o (6eZH); 412
=0 =1
= (My(Sowr), Ma(abozir)) y — (aws, za)o (H € A”),  (3.41)

—1ke_ 1/QC - 1/2ay€) (JywH)j71/27Z (53/2H)j71/2,2

c(wy,zg) = Z

j=12¢

N M
= (My(6ywn), My(cdyzr))y — (cwy,zy)0 (HeA'). (3.42)

o
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Como 5
wi — w em (WE2(Q),TTWA(Q) (H € A),

entao, pelo Lema 3.11,
M, (5,wr) — wy em (L3(Q),11 L3(Q)) (H € A).

Para além disso, atendendo a que (vg)a e (wg)a, H € A”, sdo sucessoes em
T W, %(Q) limitadas entdo (zz)a, H € A”, é uma sucessio em I W ;5°(Q)
limitada e pelo Lema 3.12, temos

(M (adpz1)), — aze em (L2(Q), I L2(Q)) (H € A),

para alguma subsucessdo A’ de A”. Daqui resulta imediatamente (3.41). A prova
de (3.42) é anéloga.

Consideremos agora o tltimo termo do segundo membro de (3.40). Note-se
que vale a representacao

N M
1) 1
Zzhjqkzqvjq/zzq/z (AEq)Zﬁr)j_l/u_l/2 = (UHaASq)ZH)H7

j=1¢=1
e, pelo Lema 3.12, obtém-se

(i, AV 2z g — (v,AM2),  (H € A").
Finalmente, atendendo a que w é solugao de (3.38), concluimos que

a(wg, zm) + c(wy, zg) + (UH,ASL})ZH)H —0 (HeA").

Provdmos assim (3.39). Portanto,

vi = 2 +wir — wem (L2(Q), I LE(Q)) (H € A'), (3.43)
e v =w. Entao w é solu¢ao do problema variacional homogéneo
(Aw,2)o =0 Yz e Wy?().

Atendendo a que A é um operador injectivo, entdo w = 0. A conclusdo anterior
contraria ||vg|l1,g =1 e (3.43).
[ ]

Provemos agora um resultado de estabilidade para Ag)*. A demonstracao do
Lema 3.14 é inspirada no Teorema 9.1.3 de [40] para o caso continuo. No entanto,
notamos que tal como no caso do teorema de compacidade discreta anteriormente
estabelecido, nao existem prolongamentos continuos das fungoes de rede que nos
permitam deduzir os resultados de regularidade em espacos discretos directamente
a partir dos correspondentes resultados relativos a espacos de fungoes continuas.
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Lema 3.14 Ezxiste uma constante positiva C, independente de H, tal que

lorller < CUAD villom + llvrllm)  Yor eW23(Q), (3.44)

com H € A.

Demonstragao: Seja vy EWI?[Q(Q) Note-se, em primeiro lugar, que

(5m(a6sz))j_1/27g_1/2 = a(ﬂfj—l/z, yé—1/2)(5925UH)j—1/2,€—1/2

a\ZTj— s Ye— —a\Tj—1,Yr—
N (@j—1/2 1/2)4 1 (2, 1/2)((%1)]{)]_71’[71/2
J

a(rj,Ye—1/2) — a(Tj_1/2,Ye—1/2)

+ L (5wUH)j,271/2-
j—1

Por outro lado, somando por partes, verificamos que

N M
(5y(céva)75§,vH)H = ZZ[( (co vH] 12,0 (céva)jH/M)

§=0 ¢=0

X ((5117H)j,e—1/2 - (5I1—)H)j,€+1/2):|

e portanto

(5 (coyvm), 52'0H)

N M
Jj 7y[) (Jj‘,l 27yl) _
ZZ}LJ 1ko_ 1/2 J h izt (5y'UH)j—1/2,é(5;cyUH)j,€
j=0 (=0 i1
N M
c(x o) — (x5, ye) _
30N hkeyjp T h =0y ) j41/2,0(0ayUrr) ot
=0 £=0

N M
+ZZ J— 1/2ke—1/20(55j»yé)|(5szH)j,E|2-
0 =0

Jj=

Concluimos, deste modo, que vale representacao

(A2 v, 6205) , = ~BD vy — By,
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com
N M
BMvy = ZZ i1ke1(030m)-1/2.0-1/2
=
(33 2,Ye—1/2) — a(Tj-1,Ye—1/2)
[ Y Y — L (6xvm)j-1,6-1/2
hi_1
a(wj,ye—1/2) — a(Tj_1/2,Ye—1/2)
+ h (6xUH)j,f71/2:|
7—1
Al C(xj,yz)_c(ﬂfjfl/z,yz) _
D ko1 W (6yvr)j—1/2,0(0uyVm)
P j—1
j=0 £=0
X C(J?j+1/27ye)—0($j;ye) _
0N ke " (6yvr)jy1/2,6(0ayVm)j e
j=0 ¢=0 J
€
N M
Bg(CZ)UH = ZZ j—1keqa(z;_ 1/2>Yo— 1/2)\(592¢UH)j—1/2,e—1/2|2
j=14=1

N M
+ZZ j— 1/2/%71/20(353',yé)|(5nyH)j,f|2-
0 £=0

Jj=

Sejam Bg(jl) e B@(,Q) os operadores definidos de forma semelhante a Bg(gl) e Bg(f),
respectivamente, trocando a por ¢, x por y e mudando os indices de modo natural.
Tem-se a igualdade

(Ag)*’l}[{, (521}]{ + (551}]{) = —Bl(ql)’UH — Bg)'UH, (345)

H

em que By := B + B{" ¢ B := BY) + B
Atendendo a que a e ¢ sdo fungoes positivas limitadas inferiormente, existe uma
constante C'g > 0 tal que
CE|UH|2 g < B(Q)

Por outro lado, ||al|w1. € |lc||[w1.~ sdo limitadas e portanto existe uma constante
Cr, > 0 tal que
BS)UH < Crlvah,ulvele,H.

Conjugando (3.45) e as duas ultimas desigualdades, obtemos
2 (2)* 2 2 1
C(E|’UH|2,H S |(AH UH75$UH+6y’UH)H|+|BH ’UH‘

< A2 vy lo.mlvrlen + Crolval.alve s,
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e portanto vale (3.44) com C' = max{1/Cg,C/Cg}.
[

Como consequéncia do lema anterior obtemos o seguinte resultado de estabili-
dade para Aj;.

Teorema 3.15 FExiste uma constante positiva C independente de H tal que

e o, < CllAGvullon You €WF?(Q), (3.46)
com H € N, para alguma subsucessdo final A’ de A.

Demonstragao: Seja vy EI/?/EQ(Q) Como Ag)*z I/f/hl,2(Q) HZ}%(Q) é limi-
tada, entao existe uma constante Cr, > 0 tal que

o+ AR

AT vrllo,ir < || Afpvm virllo,rr < |A5vmllo.s + Crllvm 1o

Pelo Lema 3.14, existe C’ > 0 tal que

(1A villo.sr + lJvrllrm)
C/”A?{UH”O,H + (Cl + C/CL)H’UH

e ll2,z

<
<

1,H-

Finalmente, o Teorema 3.13 permite concluir o pretendido.
|

Com o objectivo de estabelecer o resultado de estabilidade observamos que
(3.46) é equivalente a

(A7) " wn e < Clwallon Ywr €Li(9).
Logo, pelo Teorema 2.11 concluimos o seguinte resultado.
Teorema 3.16 Existem C > 0 e uma subsucessao final A’ de A tais que

(Agve, wr) |

Yo eW23(Q), (3.47)
we|

|lvelloag < C sup
O#wr EWZ 2 (Q)

2,H

com H e N'.

Note-se que a desigualdade de estabilidade (3.47) pode ser reescrita em relacao
a uma norma de {ndice negativo. De facto tem-se que (3.47) é equivalente a

lvillo.sr < ClAnvr|-a, Yom eWF*(Q).
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3.4 Convergéncia

Seja u a solugdo do problema diferencial (3.1)-(3.2) e ugy a solugdo do pro-
blema de diferencas (3.3)-(3.4). Obtemos seguidamente uma estimativa para o erro
|Raw — wglo,m, a partir do Teorema 3.16, estimando

(AH(RHu—uH) —MH(RGHQ),UH)H. (3.48)

Nos lemas 3.17-3.19 que se seguem, apresentamos uma coleccao de resultados
fundamentais para estabelecer uma estimativa para (3.48).

Com o objectivo de simplificar a notacao, quando pretendemos indicar um
somatério sobre os indices do conjunto {(j,€) : (2412, Ye+1/2) € Qu} escrevemos

>

Qp
Lema 3.17 Seja u € H*(Q2). Entdo valem as estimativas

|(=0z(adou),ver) ;, — (MuRey (aus)e,vir) |

2 2\2 2 1/2
< Clallws= @ (002 + B2l sy ) 0l
Qp

(3.49)

|(*5y(65yu)» UH)H - (MHRGH (cuy)y, UH)H‘

2 2\2 2 1/2
< Clellwseqe) (D02 + k)2 1ulss oy oy pyxoeenry) N0l
Qp

(3.50)
para todo vy EIX/;Z(Q)

Demonstragao: Seja vy EI/?/ 132((2) Consideremos, em primeiro lugar,
apenas as parcelas de (5ma51u, vH)H e (MHRGH (aum)m,vH)H que tém o factor
Uj41/2,041/2, para algum j, com £ fixo. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que o conjunto de pontos do tipo (., ys41/2) que pertencem a Qp é

{(l"pz+1/2, ye+1/2)7 (50m+3/2, yz+1/2)7 ) (xpe-i-Ng—l/Qv ye+1/2)}~

Sejam S1 e S; as somas das referidas parcelas de (0yadu,vp)
e (MHRGH(a/uw)w7UH)H; respectivamente,

H

pet+Ne—1
S1 = Z hjkl (5maazu)j+1/27g+1/2@j+1/27€+1/2

J=pe
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pe+Ne—1
Sy = Z hjk@(MHRGH(auw)w)j+1/2’e+1/2{}j+1/2,€+1/2~

J=pe
Note-se que se tem sucessivamente

pet+Ne—1

S1 = Z k@((afswu)jﬂ,ul/z_ (aéwu)j}ZJrl/Q)@j+1/2’5+1/2
J=ps¢
pe+Ne
= - Z hj*1/2kf(a6wu)j,e+1/2(5I5H)j,e+1/2
J=ps
pe+Ng T2
= - Z ké/ a5, Yo+ 1/2)Ua (T, Yot1/2) dx(‘smT’H)MH/?
j=pe T
Considerando
pe+Ng key1 Tj41/2
1 _
s S ([ e e dedy) (Gaon),
J=pe ke Ti-1/2
pelo Lema 1.4, obtém-se
PetNe  nypiq Tjy1/2
_ (1) =
St o= 57— Z/ / Ej,ﬁ(éwvH)j,eH/z’
J=pe Ye Tj—1/2

com

Tjt+1/2
Uz () dx‘

|Ejel < Ckf‘a(xj,.)/

Ti_1/2 W2 ((ye,ye+1))

Para S5 vale a representacgao

pe+Ne—1
1 _
Sy = Sé)—i- Z Fiivji1/2.041)2,
J=ps
com
PetNe—=1 ypry pwjpa
1 _
s 3 [T [T e dedy e
J=pe¢ e Zj
e

Ye+1 Tj41
Fj,( = (MHRGH (auw)m)j+1/2,£+l/2 - / / (auw)w(xv y) dzx dy
Ye xj
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Estimemos F;, usando o Lema de Bramble-Hilbert (Lema A.6). Para a funcéo w
definida por

w(&n) = (auz)a(x; + &Ry ye +nke),  (§,m) € (0,1) x (0,1)

vale a igualdade

P, = hjké<w(0,0)+w(1,0)1w(0,1)+w(1,1) _/01 /Olw(&n)dfdn)-

Observamos que a funcional

Mg) = 9(0’0>+g(1’0)zg(0’1)+g(1’1) —/0 /O 9(€,m) € dn,

com g € W2L((0,1) x (0,1)), é limitada e anula-se para g =1, g =&, g =1, e
portanto existe uma constante positiva C' tal que
IAg)| < Clglw21(0,1)x(0,1))-

Tomando, na estimativa anterior, g = w e atendendo a que Fj, = hjkA(w),
concluimos que

1Brel < C (1 1@us)azll a0 % e
eyl (@) eny o o, + Rl (0t ayol |
247 z)zzy || LY ((z;,2541) X (ye,Yer1)) ¢ z )zyy |L ((z5,254+1) X (Ye,ye+1))

Estimemos, finalmente Sil) - Sél). Note-se que para Sél) se tem sucessivamente

) petNe=1 gy i
Sy = Z / ((aur)(%ﬂ,y) - (aux)(xjvy)) dyviqi/2,041/2
J=ps ye
petNe  nypiy
= - Z / hj— 1/2(0%)(%’73/)dy(5x17H)j7z+1/2
J=ps¢
Z)e-‘rN/z

Ye41 $J+1/2
/ / (aug)(z;,y) dx dy(égg@H)j’gH/z.
Ye xT

j—1/2

Portanto, vale a representagéo

S s = (Ty + Ty) 2+ Ty + T,

com
pe+Ne Yet1 hj_l zj

o= - Z / [ 5 (uw(mjflvy)_‘_ua:(xjay))_/ ux(may)dx:|
j=pe+17 Yt Tj—1

X (a(mjfh Y)(02VH)j—1,041/2 + a(z;, y)(aac@H)j,ZJrl/Q) dy,
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PetNe g,y b
o= - Y / {121(ux(wj7y)—uz(wjhy))

J=pe+17 Yt
Tj—1/2 Zj
[ et [T wea
Tj—1 Tj—1/2

X (a(ﬂﬂj, Y) (0208 ) j 04172 — alzj—1, y)((;x@H)j—LZ-&-lm) dy,

Ty — [ [l _ [ d dy(6,7
5= Ua(Tp,, Y) Ug (T, y)dx | a(p,,y) dyY(0aVr ) p, 041725
Y. x

[4 2 pp—1/2
e
Ye+1irp Tpy+Np+1/2
+ N,
Ty = _/ {%ur(fﬁpﬁd\’py)_/ uz(x,y)dx}a(xpﬁ*pr) dy
Ye Tpy+Ny
X (02VH )py+ Ny 041 /2-

Atendendo a que cada parcela de T traduz o erro da regra dos trapézios, pelo
Lema 1.4, obtém-se a estimativa

pet+Ng

2
|T1| < C Z hj—lHuwzcxHLl((wj,a:j+1)><(ye7ye+1))||a||L°°((xj,1j+1)><(ye;ytz+1))
J=pe+1

X <|(5177H)j71,é+1/2| + \(5x17H)j,e+1/2|)~

Em T5, o factor a(xj,y)(6zz7H)j7g+1/2 —a(x;-1,Y)(020m);—1,041/2 Permite que se
obtenha uma estimativa da mesma ordem de T;. De facto, notamos que

a(xj,y)(0:0m) 04172 — A(Tj-1,9)(02VH)j1,041/2
= a(xj—l/Qay)((am'l_)H)j,€+l/2 - (5z'l_)H)j—1,£+1/2)
+(a(l‘jf1/279) - a(xj—lay)) (02VH)j—1,041/2
+(a(37j7 Yy) —a(zj_1/2, y)) (020H)j041/2

= hj—la(xj—l/my)(5217H)j—1/2,e+1/2

hi_q ~ _
+ ]2 (az(m,y)(%vH)jﬂ,eﬂ/z +az(7727y)(6sz)j,€+l/2)a
para algum 71 € [2j_1,7;_1/2], M2 € [T;_1/2,7;], e concluimos assim que
pe+Ne
2
|T2| < C Z hjflHum||L1((Ij:zj+1)><(yz,ye+1))Ha”WL‘”((Ij,1j+1)><(ye,yz+1))
J=pe+1

(1020312041720 +100m1) s 2] + 10aTm)s0121)-
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Note-se que T3 e Ty satisfazem

Yet1 py 1 B
|T5] S/ 5 lae (o ey, -1 jwn 01000 9] Y1 (0T )y 412
Ye

8

X[(02VH ) pg+ Np 0+1/2]-

e hPHer
|T4| < ||UM('7y)HLl((a:p,ZJrN[,zp2+N£+1/2))|a(mpe+szy)ldy
ye

No entanto as estimativas anteriores nao apresentam a ordem desejada. Mas,
atendendo a igualdade

J
(02VH )ppi1/2 = — Z hi(620m )it1/2,041/2 + (0aVH) j11,0+1/2,

1=pe
j:p€7"'7p[+N€_1’ vem
pet+Ne—1 pefNe—1 J
OINCE RO Sl 10 S ACE AN
j=pe J=pe¢ 1=pe
pe+Ne—1
+ Z hj (6200 ) j1,041/25
J=pe
e portanto
pet+Ne—1
Gt peesrel < D hl(020m) 51 2.041/2]
J=pe
1 pet+Ne—1
4 Z hj1(020m) j41,041/2]-

xT N, — % :
pe+Neg e i—p,

Assim, obtém-se

Rpe—1
T3] < pg tzall 21 (2, -1 220y ) % e ) 1@y ML ((eryes))

pet+Ne—1 pet+Ne—1

(0 mal@2em)seameraal + - > hilatn)renpol)-

: N, — T :
J=pe pet Ve P j=p,

Em relacao a Ty, prova-se analogamente que

pe+Ne—1
|(020H ) pps N er1/2] < Z il (030m) j41/2,641/2]
J=DPe
1 pe+Ne—1
b > Wl(6tr) 1041 2],

X N, — T y
pe+Ny 2 —
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e logo

+N
|T4| < p138 ‘ ||uwwHLl((:EpZ+NZ,wp£+N[+1/z)><(ytz,yz+1))Ha'(xpz-‘er ')”L“’((yz’yul))

pet+Ne—1 pet+Ne—1

_ 1 _
x ( > mil030m) 210l F ———— D hj‘((stH)j+l7Z+1/2|>~
J=pe TpetNe = Tpe J=pe
Consideremos  agora  todas as  parcelas de (5ma6$u, v H) g €

(MHRGH (augg)gg,vH)H, ou seja, somemos em ordem a . Pela desigualdade de
Schwarz e usando uma estimativa anédloga a (1.20), obtemos (3.49).

A estimativa (3.50) deduz-se analogamente.

]
Lema 3.18 Se u € H3(Q), entdo valem as estimativas
(M, (dd,u),vp) ,y — (Mg Rey (dug), v 4|
1/2
S CHdHWZ,OO(Q) (Z(h?+kg)QHUMIHQL"’((%@,-H)X(yg,yg+1))) HUH”LH
Qp
(3.51)
e
My 68,10, ) 5 — (MR (). 01) o
1/2
é CHeHW?vO"(Q) (Z(h§ +k?)2HuyyyH%Z((Ij,xj+1)><(ye,ye+1))) ”vHHl,H
Qu
(3.52)

para todo v EI/?/hl,Q(Q)

Demonstragao: Tal como na demonstracao do lema anterior, comecemos
por considerar as parcelas de (Mz(d(;g:u),vH)H e (MHRGH (dux),vH)H que tém
o factor ¥;41/2,¢41/2, Para algum j, com £ fixo. Obtemos, respectivamente, para
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(Mx(déwu),vH)H e (MHRGH (dugg),vH)H7 as somas
pet+Ne—1
Z kéhj (M;c(d(SzU))j+1/27€+1/2’l_}j+1/275+1/2
J=ps
pe+Ne—1
= Z kf[zh +(d0zu) z+1/2,é+1/2
J=pe 1=Pe
- Z hi (Mo (dbyw) +1/2,z+1/2}1_’j+1/27€+1/2
i=py
pet+Ne  j—1
= - Z ke Z hi (M, (dd,u) +1/27g+1/2(17j+1/2,€+1/2 —Uj_1/2,041/2)
j=pe  i=pe
pe+Ng
- Z k- 1/2Zh «(ddzu) z+1/2,f+1/2(695171[1’)33”1/27
J=ps¢ i=ps
e
pe+Ne—1
Z kehi (Mu Ry, (dux))j+1/2}f+1/25j+1/2,é+1/2
J=pe
pe+Nyg
= = Z keh;— I/QZh duw z+1/22+1/2(6 UH)j, £+1/2
J=ps 1=pe
Pe+Ne— 1
+ Z s ké( )je41/2 + (Ey)j+1,z+1/2)17j+1/2,e+1/2»
J=pe
em que

dug)je+ (dug)je
(Ey)j,e+1/2 = ( )] 2( )] = _ (duw)j,€+1/2~

Pelo Lema 1.3, obtemos a estimativa

pet+Ne—1 B
> Ejkd(Ey)j,é—i-l/Q + (Ey)j+1,e41/2l[0541/2,041 /2]
J=pe
pet+Ne—1 .
< Z ?jk? (”((dul)zl) (l‘j, ')HLl(Iz) + ”((duw)ww)(xj-i-lv ')HLl(Iz))
J=pe

X"l}j+1/27g+1/2‘. (353)
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Por outro lado, note-se que

i—1
Z hi [(Mf(défu))i+1/2,é+1/2 - (Mw(dur))i+1/2,e+1/2}
1=pe
i—1
= Z hi71/2di,£+1/2((6:1:u)i,£+1/2 — Ug (4, y£+1/2))
i=pe+1
hiz g 5
+ 2 M+1/2(( o) 041/ —Um(ffj,yul/z))

h
+%dpg,€+1/2 ((5Iu)m,€+1/2 - uz(xpgv y€+1/2))'
A igualdade anterior é semelhante a (2.53). Considerando a estimativa (3.53) e
argumentos andlogos aos usados para estimar (2.53), obtemos (3.51). A estimativa

(3.52) deduz-se analogamente.
[

Lema 3.19 Se w € H?(2), entdo vale a estimativa

[(Ruw,ve), — (MaRayw,ve) 4|

2 2\2 2 1/2
< (X2 + kD20l sy ennry) Norllois (354)
Qn

para todo vy GEIQJ(Q)

Demonstragao: A estimativa pretendida obtém-se facilmente considerando a
representagao

(M Reuw) ;1 npinje = Wist/zerrjz T (Ba)jrijze + (Bo)jrjzen
+(Ey)j+1/2,041/2;
onde
Wi+ Wir1,e  Wit1/2.0
E.); = L I
( )j+1/2,€ 4 2

 Wjigiy2.60 + Wig1/2,041
(Ey)j+1/2,é+1/2 = B — Wj41/2,641/2-

Pelo Lema 1.3, concluimos (3.54).
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Considerando na estimativa (3.54) w = fu, obtemos

|(fu7UH)H - (MHRGH(fu)’UH)H‘

1/2
< COlflwae @) B (D 1ilrz oy oy ey eensyy) 0
Qn

0,H>

(3.55)

para todo vy Gzﬁ(Q)

O teorema de convergéncia seguinte é consequéncia imediata do Teorema 3.16
e das estimativas (3.49), (3.50), (3.51), (3.52) e (3.55).

Teorema 3.20 Seja Q uma unido de rectangulos. Se a solug¢do u de (3.1)-
(3.2) pertence a H*(Q) entdo, para H € A, com H,,q, suficientemente pequeno, o
problema (3.83)—(3.4) tem uma dnica solugdo uy que satisfaz

1/2
2 2\2 2
O (D000 + k21l o5 o)
Qn

IN

|IRaw — wp o g

IN

CHiaat”uHH‘*(Q)»

em que C depende das fungoes coeficiente de A mas € independente de H.

3.5 Resultados numéricos

Nesta seccao apresentamos um exemplo de aplicagao do método estudado neste
capitulo com o objectivo de ilustrar o resultado de convergéncia que estabelecemos.
Consideremos o problema

—Au=f em Q=(0,1)x(0,1),
u=0 em O

em que f é tal que o problema anterior tem solugao

u(@,y) = lo(e = Dyly - DI*.

A Figura 2.2 ilustra o comportamento do erro da solu¢do numeérica pelo método
(3.3), em 500 malhas formadas por N — 1 x M — 1 pontos em Q, com N e M a
variar de 10 a 110. A linha representada na figura corresponde a recta dos minimos
quadrados da nuvem de pontos e tem declive 2.1721. Este valor vai de encontro
ao esperado pelo Teorema 3.20.
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-15

-3k

-4k

-55 I I I I I I
-1.6 -1.4 -12 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Figura 3.2: Problema (3.5): log(||Rru — ugllo,m) versus log(hmaz)-






Capitulo 4

Problemas parabdlicos

Neste capitulo consideramos problemas de evolugao cujos estados estacionarios
sao representados pelas equacoes estudadas nos capitulos anteriores. Utilizando
os resultados de convergéncia ai obtidos estabelecemos resultados de supracon-
vergéncia para semi-discretizagoes definidas numa rede espacial fixa.

Uma abordagem amplamente usada para o calculo de solugoes numéricas de
problemas com condicdo inicial e fronteira tem por base o chamado método das
linhas. Este método é a conjugacao de duas fases distintas: discretizacao espacial
e integracao temporal. Da discretizacao espacial resulta um sistema diferencial
ordinario cuja solucao representa a aproximacao semi-discreta da solugao do pro-
blema inicial. A determinacdo de uma aproximagao totalmente discreta para a
solucao é feita na segunda fase, sendo usado, para o efeito, um método numérico
para problemas diferenciais ordinarios. O estudo das propriedades das aproxima-
¢oes obtidas utilizando o método anterior pode ser feito estudando, separadamente,
as propriedades da aproximagao semi-discreta e da aproximacao obtida por inte-
gracdo temporal. O método das linhas é estudado por exemplo em [15], [26], [32],
[69], [72] e mais recentemente em [4], [19] e [70].

O objectivo deste capitulo é o estudo das propriedades de convergéncia de
uma aproximacao semi-discreta para a solugao do seguinte problema de derivadas
parciais parabdlico,

% +Au = g em (0,7]x 8,
u = 0 em [0,7T]x 09, (41)
uw(0,.) = wuy em €,

125
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em que A representa, como habitualmente, um operador diferencial eliptico de
segunda ordem.

Na discretizagao espacial do operador diferencial A consideramos métodos de
diferencas finitas ou métodos de elementos finitos que foram estudados ao longo
deste trabalho. Os resultados aqui apresentados sao estabelecidos com condigoes
menos restritivas que os obtidos por exemplo em [15] ou [19].

Este capitulo tem duas partes. Na primeira parte, Secgao 4.1, apresentamos um
estudo das propriedades de convergéncia da aproximagao semi-discreta da solugao
do problema (4.1). O resultado de convergéncia surge como consequéncia das
estimativas de erro associadas a discretizagao do problema estacionario

*

Av = ¢g* em QQ,

v = 0 em 09, (4.2)

e das propriedades da forma sesquilinear associada a um problema discreto in-
duzido pela formulagao variacional deste problema. Em primeiro lugar, considera-
mos a discretizagao do operador diferencial A utilizando operadores de diferencas
finitas centradas nos vértices. Na obtencao de estimativas para o erro da aproxima-
¢ao semi-discreta assim construida sao fundamentais as estimativas estabelecidas
no Teorema 1.10. Seguidamente usamos operadores de diferencas finitas centradas
nas células na discretizacao do operador diferencial A. Neste caso, no estudo da
convergéncia é fundamental a estimativa apresentada no Teorema 3.20.

Na Secgao 4.2 apresentamos resultados numéricos que ilustram os resultados
de convergéncia. Na obtencgao das solugoes numéricas combinamos a aproximagao
semi-discreta com o método de Crank-Nicolson.

4.1 Convergéncia

Por simplicidade de exposicao e uniformidade face aos resultados apresentados
no Capitulo 3, apresentamos o estudo apenas para o caso em que o dominio §2 é
uma uniao de rectangulos.

Seja A o operador eliptico definido por (1.51) e seja up(t) a aproximacao se-
mi-discreta para a solu¢ao do problema (4.1) e que é solugao do problema

d
%’UJH(t)—FAHuH(t) = gH(t) em QH, tE(O,T},

ug(t) = 0 em 90y, tel0,T), (4.3)

ug(0) = wy em Qp,
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onde Ap é o operador definido por (1.54) e
1
9 ()ej ) = o [ oltny)dedy, (14)
! Dol J,.,
Para cada t > 0, a solugao do problema de diferencas semi-discreto (4.3) é solugao

do problema variacional semi-discreto

(8UH

W(t),vH)H +aH(uH(t),UH) = (gH(t),’UH)H Yoy EV;/H, (45)

ur(0) = Rpuo,

onde ag(.,.) é a forma sesquilinear definida por (1.59) e (.,.) g é o produto interno
definido por (1.62). Estabelecemos seguidamente um resultado de convergéncia
relativamente & norma ||.|g que é induzida pelo produto interno (.,.)r. Note-se,
em primeiro lugar, que valem os seguintes lemas.

Lema 4.1 Para H € A, com H,,,, suficientemente pequeno, tem-se
o
ap(wi,wi) > Cpl|Prwn | o) — Cxl|Prwnlliz) Ywr €Wa, (4.6
onde Cg > 0 e Ck denotam constantes que dependem dos coeficientes de A mas
nao da triangulacao Ty .
A prova deste lema baseia-se no facto de af(.,.) ser coerciva (Teorema 8.2.8 de
[40]). Conjugando os lemas 1-4 de [30], concluimos que

|CLH(’UH,’U)H) — a(PHvH,PHwH)| — 0 (H S A),
VH,WH EI/(IJ/H, donde, resulta imediatamente (4.6).
Lema 4.2 As normas ||.|g e || Pu .||2() sdo equivalentes em Wi

o
Demonstragao: Sejam vg €Wpg € va1, Va2 € va,3 0s valores de vy nos
vértices de A € Ty. Entao vale a seguinte igualdade

/ | Pyog|? dedy = 2/A / [(Prrvs)((&,m))? dedn,
A Ay

onde A, :={(&,n) : &,n > 0,§+n < 1} é o tridngulo unitério e & é uma aplicagdo
linear tal que ®(A,) = A. Pelo Teorema 8.8.2 de [40],

A
u(\vmﬁ + [va2? + [va3

2
12 )

IN

/ |Prrog | dedy
A

14]
3

IN

(loaal® +vazl® + vasl).
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Como cada vértice interior (z;,y,) pertence no minimo a 4 tridngulos (sendo a
soma das suas dreas 2|[J; ¢|) e no méximo a 8 tridngulos (sendo a soma das suas
areas 4|J; ¢|), entdo, somando sobre todos os tridngulos obtemos

1 4
ol < I Paonl3e) < 5lonl

Pretendemos estabelecer uma estimativa para o erro Ryu(t,.) — upg(t), onde
u(t,.) e up(t) sdo solugoes de (4.1) e (4.3), respectivamente, com t € (0,T]. Para

0] u
o efeito assumimos que 8—? e 5z existem em [0, 7] x Q e sdo integraveis em {2 e

que u(t,.), %(t7 ) € H3(Q).

Definimos, para cada t € [0,T], a solu¢do ug, do problema auxiliar

ag(ung, wu) = (9 (t), wn)n  Ywn EWn, (4.7)

em que
9H s Ye) - ‘D,‘7g| j’lg , T, Y ot , Ly Y Y.

Note-se que vale a representacao
’LLH(t) — RH’LL(t, ) = eH(t) + HH(t),
com
ea(t) =up(t) —um: e Ou(t):=ums— Ruult,.). (4.8)

Estimemos, separadamente, 0 (t) e eg(t). Como ja foi referido, recorremos aos
resultados de convergéncia do Capitulo 1 para estabelecer as estimativas pretendi-
das. Pelo Teorema 1.10, existe uma constante positiva C' > 0, independente de H,
tal que para H € A, com H,,,, suficientemente pequeno

1/2
105 @)z < CllPa0u ()] m @) < C ( > 1A|(diamA)* ||U(t,-)|?{sm)> :
AETy

Por outro lado, tendo em conta as definigoes de e (t) e 0y (¢), para cada t € [0, 7],
obtém-se

0 0
( ;f (t)va)H = —ap(un(t),wn)+ (gH(t)7wH)H - (%ﬂUH)H
aU[-Lt au

= —anfen(®) ) ~ (P i)+ (50) 0 w0m)
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para todo wy €W g, onde

ou 1 8u

Concluimos deste modo que, para cada t € [O,T ], er(t) é solugdo do problema
variacional semi-discreto

(%(t) wp) y + an(en(t), wn)
— (6gf(t),wH)H—(RH%(t,.)—(%)H(t,.),wH)H Vwy €W .

(4.9)

Tomemos, em (4.9), wy = e (t). Pelos lemas 4.1 e 4.2, existem constantes Cg > 0
e Ck, independentes de H, tais que

(C%H (t),en(t) g + CrllPuen )i ) — Cxllen ()i

e
< (1% 0l + 1B et~ (D) (1l em (). (410)

Note-se que

66H 1d
Ct)en®) = X0 Il g e 1 m5,w0) = 5 llen Ol
(z,y0)€Qp
Como |leg(t)||g pode nao ser diferencidvel (pode acontecer ey (t) = 0), adi-
cionamos a constante €2, obtendo
1d , 1d y
5 llen Il = 52 (llen @l + ),
e portanto
Oeq 1/2 d 1/2
(S e ®)y = (len@lf+¢) "2 (lea®llfy +€) 7. (@11)

1/2
Atendendo a que |ley (t)||g < (HeH(t)H%I + 62> , de (4.10), resulta

1d
2dt

(lem@r+e?) Crcllerlar < 1 2Ol +1 B o, )~ (2) 0,

(4.12)
Conjugando (4.12) e o Lema de Gronwall, obtém-se

(el + )" < expiCiet) | (lem @)1+ )"

+ [ expl=Caen) (1520 + R (7. = (51 7 ) |
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Considerando € — 0 resulta

ler (t)[[a < exp(Ckt) [HeH(O)IIH

+ [ esp(=Cuen) (15Ol + 1Ry ) = (G ()]

00y _ Oupy  Ou ou Ooums - .
Note-se que o L) = 5t pr (t,.), e que 5 (t,.) e Eral respectiva-
mente, solugoes de (4.2) e (4.7), se

. Og 0%u
E( 7') - ﬁ( ) )

‘ 1 0 0?

* . 99 gu

gu () (), ye) == B Jo,, o 3¢ (h2Y) = 5 (b a,y)dedy

Novamente pelo Teorema 1.10, existe uma constante positiva C' > 0, independente
de H, tal que para H € A, com H,,,, suficientemente pequeno, se tem

90 1/2
| H( Ol < C( Y [Al(diamA) || ( a')”%{S(A)) :

AETy

O resultado de convergéncia para a solugao da aproximagao semi-discreta (4.5)
é estabelecido no seguinte teorema.

Teorema 4.3 Suponha-se que as malhas Qp satisfazem a condi¢io (Geo) e
que o problema (4.2) homogéneo tem uma unica solu¢io. Entdo, para H € A,
com Hpa. suficientemente pequeno, as solugées u(t,.) e ug(t) de (4.1) e (4.5),
respectivamente, com A definido por (1.51) e Ay definido por (1.54), satisfazem

lun (t) = Reult, )|u < C ( > (dmmA)‘*Hu(t,.)nzsm))uz

AeTy
+exp(Cit) (( S (diama) uf0. )
AeTy
t ou 1/2
+f exp(—cKﬂ((A;H(dwmA) 197 Mrscoy)
HIRn D) (Z)Hv,.m)dr)], (1.13)

ou

desde que u(t,.), E(t’ ) € H3(Q).
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Vejamos seguidamente que no Teorema 4.3 é estabelecida uma estimativa de
segunda ordem para o erro se forem usados certos tipos de malhas que sao na
pratica frequentemente usadas.

Se w é uma fungdo com derivadas de segunda ordem limitadas em {2 entao

1
‘m - w(z,y) dx dy — w(z;,ye) do dy
, 5,0
ow

1 ow
< ‘m - a—x(l‘j,yg)(l‘—l’j)‘f'Fy(xjyyl)(y_ye)dmdy
; i e

1 (z—2)®  (W—w)* | (z—2;)(y—ye)

T ||w||w2. (7. + + dx dy/|,

Il el JO,, 2 2 2

ou seja,
‘ ! w(z,y) de dy (zj,y )da:dy’
) — W Ty, Ye
el JO, !
10w 10w
< 1 (%yz)’lhj —hjal+ Z‘fay (xjvye)‘lke — ko1

1
Flwllwzer,,) (24 (1h3 = hjhj—1 4 B3| + |k7 — keke—y + k74 ])

1

16

|hj — hj_1||k‘g — kg_1|>. (4.14)

Logo, pelo Teorema 4.3, o erro |lug(t) — Ryu(t,.)|| é de primeira ordem. Con-

. . . e, U . ~
siderando, na desigualdade anterior, w substituido por — e assumindo que Qg

é uniforme em ambas as direcgdes z e y, de (4.13) concluimos que a solugao de
(4.5) é uma aproximacao de segunda ordem. A mesma ordem pode ser obtida
para malhas ndo uniformes Qp que sdo imagens de malhas uniformes. De facto,
para uma malha em que (z;,y¢) := (¢(&;),%(8e)) € Qu, onde {&;} e {B¢} definem
uma malha uniforme de espagamento h e ¢ e ¥ sao funcdes que tém derivadas de
segunda ordem limitadas, tem-se, pela férmula de Taylor, que |h; — hj_1| < Ch?
e |ke —ke_1| < Ch2. Assim, de (4.13) e (4.14), podemos concluir que a solugao de
(4.5) é, neste caso, uma aproximagao de segunda ordem. Outro processo para a
construgao de malhas nao uniformes usa o principio da equidistribuigao, jé referido
na Subseccdo 1.1.7. Consideremos uma funcdo M definida em (0,7] x €2, limitada
inferiormente por alguma constante positiva, tal para cada instante ¢t € (0,7],
M (¢, z,y) é um indicador da variagdo espacial da solu¢ao do problema (4.1). Seja
{(zj,9¢),7 =0,...,N,¢ = 1,..., M} uma malha obtida por equidistribui¢do da
fungao monitor M, isto é, xg =yo =0, a2y =ypy =1e

[ [ e ayte= g [ MG dyae. @
t,z,y)dy :c:—/ t,x,y)dydx. .15
T Y NM Q

14
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Suponha-se que M é suficientemente regular. Atendendo a (4.15) obtém-se

Yot1

1

Ye

Ye+1 1
hi_ Mt & dydr=—— | M(t dyd
j—1 . (agj lay) Yy ax NM/Q (,-’L’,y) yax,
em que &1 € (zj_1,%;), § € (xj,z;11). Consequentemente, pela férmula de
Taylor, deduzimos que

Yo4+1 Yo+
(hj _hjfl) M(tagjflay)dy:hj Mm(tagay)(gj _fjfl)dyv

Ye Ye
em que £ =1 +a(; —&_1), com a € (0,1). De igual modo, se prova que

Tj+1 Tj+1
(ke — ke—1) M(t,z,me—1)dx = ky My (t,z,n)(ne — ne—1) da,

Tj Tj

em que ) = ne—1+a(ne—ne-1), @ € (0,1), -1 € (Ye—1,4¢), N € (Yo, Yeq1)- Assim,
novamente de (4.13) e (4.14) resulta que a solucéo de (4.5) é uma aproximacao de
segunda ordem.

No Teorema 4.4 estabelecemos uma estimativa para a norma ||.|| g1 (o) do erro,
no caso em que A é o operador de Laplace.

Teorema 4.4 Seja u(t,.) a solugdo de (4.1) em que A € o operador de Laplace.
Nas condicoes do Teorema 4.8 e para Hpq. suficientemente pequeno, a soluc¢do
ug (t) de (4.5) satisfaz

‘ 1/2
Pruan(®) — PuRarat. Moy < C| (5 1l diama) fuft, e
AETy

(3 Iaaiama ) u0. )y

AeTy

Altdiama)t [ 125 oo, d

+ Y |Al(diamA) Iz (7 Wisa) dr

AETy 0

¢ ou ou /2
ou 3
desde que u(t,.), —(t,.) € H>(Q).

at
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Demonstragao: Sejam e (t) e 0y (t) definidos por (4.8), considerando em
(4.2) e (4.7), respectivamente, o operador de Laplace e a forma sesquilinear discreta
correspondente. Pretendemos obter uma estimativa para

lur (t) = Ruu(t, )@ < llea @)@ + 105 (O] m(0)-

Pelo Teorema 1.10, existe C' > 0 independente de H tal que, para H € A, com
H,,.. suficientemente pequeno,

1/2
) ou
| PrOu ()| 1) < C ( > |A|(diamA)* ||at(t7-)||irs(m> -

AETy
Com o fim de estimar |Pgeg(t)|g1(), consideremos em (4.9)
0
wg = %(t). As normas ||.||g e ||[Py .||L2(q) sdo equivalentes em Vc[)/H e por-

tanto existem constantes Cy e Cy positivas tais que

Col|Prwr|12(0) < llwellg < CillPrwrl12() Ywn €EWH.
De modo anélogo a (4.11), obtemos

Oe Oe 1d
st (en(t), " (1) = (VPuen (), VP =gt (0) = 5 5 IV Pren(d)]Ea )

Da igualdade anterior e (4.9) resulta

86}1 1 d
=5, (t ) + 5 g Pren(t )i o)
00y Oey ou ou Oey
< Al Ollel— Ol +I1Rr 5 ¢,) - (E)H(tv-)HHHW(t)HH
e portanto
8eH
02||PH (¢ M2y + 2dt|PH6H( )i @
89H (9 ou
< @ (|| SO + 1P (R 5 (1) = (50) wt ) ey

86}1
+CFE? || Py — - ot 1720,

qualquer que seja a constante £. Tomando & tal que €2 < C3/C?%, obtemos

|Pren(t)|m@o) < (|PH€H(0)|%11(Q)

ou ou

L[t 00y ) ) 1/2
+@/o ||PHW(Ta M2 + HPH(RHa(Ta )= (E)H(T’ '))HL2(Q) dT) :
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Concluimos a demonstragao usando o Teorema 1.10.

Consideramos agora a discretizacao do operador diferencial A por diferencas
finitas centradas nas células. No que se segue usamos a notagao introduzida no
Capitulo 2.

Seja, em (4.5), Ay definido por (3.5) e gp(t) := Mpg(t,.). Definimos, tal como
anteriormente, para cada t € [0, 7], a solugdo ug,; do problema auxiliar

ag(ums,wr) = (95 (), wn)g Ywg EWn,

mas, neste caso,
. ou
gir (1) 1= M (g(t,.) = 57 (t.)-

Pretendemos estimar
RHU(t, ) — uH(t) = eH(t) + HH(t),

em que ey (t) e g (t) sdo definidos por (4.8).
Atendendo ao Teorema 3.20, para H € A, com H,,,, suficientemente pequeno,
vale a estimativa

10 ()]lrr < CHollult, ) s(e-

Estimemos agora ey (t), para cada t € [0,7]. Como eg(t) é solugdo do problema
semi-discreto

(agif(t)va)H—FaH(eH(t),wH)
B _(ag;f(t)’wH)H a (RH%(t"> B MH(%(t"))7wH)H Vwg EV?/H,

entao, pelo Lema 3.9, obtém-se

1/2 00y ou ou
(lew@l3+¢2) =Crcllen ®)llm < 1555 O+ R 5 (6) = Mir (0 (2) gl
ot ot ot
onde Crp > 0 e Ck sa@o constantes independentes de H e ¢ é uma constante
arbitraria. Aplicando o Lema de Gronwall a desigualdade anterior e considerando
€ — 0, vem finalmente

ler (t)[[a < exp(Ckt) [II@H(O)IIH

+ [ es(=Cuer) (152l + 1R ) = M (G (7)) ) ).
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00

Pelo Teorema 3.20 podemos estabelecer estimativas para ||eg (0)]|z € || W(T)”H
0 0
Por outro lado, a estimativa para |\RH8—;L(T, D) - MH(a—?(T, )) ||z obtém-se pelo

Lema 3.19. Provamos desta forma o resultado seguinte.

Teorema 4.5 Seja Q uma unido de rectingulos. Para cada t € (0,T], sejam
u(t,.) a solugao de (4.1), com A definido por (3.1), ug(t) a solugdo de (4.5) com
Apg definido por (3.5) e gu(t) := Mpgg(t,.). Entao, existe C > 0 tal que para
H € A, com Hp,q, suficientemente pequeno, se tem

lur(t) = Reu(t, )|a < C [anaxIIU(t, e

¢ ou
+6Xp(CKt) (H72na:r||u(05 ')HH‘I(Q) +/ eXp(ic’KT)HTZnax”a(Ta ')||H4(Q)d7-> )
0

desde que u(t,.), %(t, ) € HY(Q).

4.2 Resultados numéricos

Nesta secgao apresentamos aplicagdes do método (4.3), com o objectivo de
ilustrar o resultado de convergéncia que obtivemos na seccao anterior.

Seja u?, a solugao numérica obtida pela combinacao dos métodos Crank-
-Nicolson e (4.5), no instante t,, para ponto (z;,y¢) € Qp. Denotamos por u}; a
fungao de rede definida por u(z;,y.) := u?l. Tendo em conta as propriedades
de convergéncia do método de Crank-Nicolson, o erro

u(t7l7xj7ye) - u?,@ = u(tnaxjvyf) - 'U:H(tn)(l’],y[) + uH(t”)(:Ejaye) - u_?,[v

onde ug(t,) é solucdo da semi-discretizagao (4.3) no instante ¢ = ¢, é dominado
pelo termo de discretizagao espacial

u(tna xju yﬁ) - ’U’H(tn)(x]’ y@)

Nos resultados numéricos que apresentamos seguidamente, calculamos
|IRaw(tn,.) — ullg em vez de || Ryu(ty,.) — up(tn)|| a-

Consideremos o problema (4.1), onde A é o operador de Laplace, definido
no rectangulo Q = (0,1) x (0,1), com ¢ e up tais que o problema tem solugio
u(t,x,y) = tsin(rzx) sin(my).
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Figura 4.1: log(|Rpu(1,.) — ul?| g versus log(hmaz)-

A Figura 4.1 ilustra o comportamento do erro da solugao numérica em 500
malhas geradas aleatoriamente, sendo essas malhas formadas por N — 1 x M — 1
pontos em 2, com N e M a variar de 10 a 110. Para a integracao em ordem
ao tempo, usamos o método Crank-Nicolson com passo uniforme A; = 0.025. A
linha, que corresponde a recta dos minimos quadrados, tem declive 2.2602.



Apéndice A

Espacos de Sobolev

Nesta secgdo descrevemos os espacos de Sobolev e apresentamos resultados
frequentemente usados na teoria dos elementos finitos que desempenham um papel
fundamental neste trabalho.

Existe uma vasta literatura onde se encontra informagao detalhada sobre os
espacos referidos. Relativamente & notacao que usamos e a formulacao dos teore-
mas A.1-A.4, seguimos de perto [1].

Sejam © um dominio de R™, n € N. Denotamos por LP(2) a classe de todas
as fungoes de mensuraveis a Lebesgue, v, definidas em 2, tais que

1/p
lvllLe) = (/ |v(:p)|pdx) <oo, 1<p<oo,
Q
lv]| Lo () := ess Sug [v(x)] < o0, p=o0.
re
O espago de Sobolev W™P(Q), m € Ny e 1 < p < o0, é definido da seguinte

forma
Wm™P(Q) :={v e LP(Q) : D% € LP(Q), |a| < m},

onde D%v representa a derivada no sentido das distribui¢ées. Aqui, o = (a1, ..., )
n olal
, o ~ . B o
é um n-uplo de inteiros nao negativos, |a| = E aj e DY = ——rp.
Ox{"...0xn"

j=1
norma em WP () é definida por

m 1/p
lollwmsca = (Zivi’;wm) R

i=1
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onde 1/
p
o= (5 15elrn)
la]=m
€
[ollwr.(@) = max folwie@),  [vlwio @) = max | D]|z=(0)-

Wm™2(Q) é um espaco de Hilbert com produto interno

(0, W0) 1= Z /QDO‘U(:E)DO‘w(x)dx.

la|<m

Vamos agora definir o espago de Sobolev W*P(Q2), onde s é um indice real
positivo. Para 0 < ¢ < 1, sejam

[v(x) = v(y)|P )”P
V| wen(q) = ———=—dxdy , 1 <p<oo,
ol @) (/Q o o — gt

v(z) —v(y)|
V| (q) = €sssup —————.
ol ) ze T —yl°
O espago W*P(Q), s = [s]+0,0 <o < 1,e 1 < p < 00, é definido como o conjunto
de fungdes v € W2(Q) com a norma

1/p
lellwes) = (101 + 1olreny) s

onde
1/p

v wen (o) = Z | Dl s=[s].p(Q)

ler|=[s]

O espago de Sobolev W#2°(Q) define-se analogamente introduzindo as alteragoes
naturais relativamente as normas.

Seja C™(2), m € Ny, o espaco vectorial das fungdes ¢ continuas em {2 tais
que as suas derivadas de ordem |a| < m, D%y, sdo continuas em €. Escrevemos
C(2) para denotar C°(Q). Seja C™°(Q) := NX_,C™(Q). Os subespacos Co(2) e
C5° () sao formados por todas as fungoes em C(2) e C°(2), respectivamente,
que tém suporte compacto em €.

Denotamos por Wg(€2) o fecho de C°(Q) em W*2(Q). Para os espacos
W#2(Q) e W?(Q) usamos, respectivamente, a representacio H*(Q) e Hg ().
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Teorema A.1 Os espacos Co(2) e C§°(Q) sao densos em LP(Q),
1<p<oo.

Sejam m € Ne 1 < p < oo. Seja p’ o expoente conjugado de p (p' = oo se
p=1lep =p/(p—1)sel<p< ). Denotamos por W’mﬂ’/(Q) o espaco dual
de Wén’p(Q) e por ||.||—m, & respectiva norma. Se p = p’ = 2, representamos o
espago W~="2(Q) por H~™(Q) e a respectiva norma por ||.||_,.

Os teoremas de mergulho tém um papel fundamental na teoria dos espacos
de Sobolev. Note-se que muitos autores usam a designagao “imersao” em vez de
“mergulho”.

Teorema A.2 Seja Q2 um dominio com a propriedade do cone em R™. Sejam
s>0el<p<mn. Os sequintes mergulhos verificam-se

a) WeP(Q) — L"(R2) sen > sp, p<r <np/(n— sp);
b) W#P(Q) — L"(Q) sen=sp, p <1 < 00;
c) WP(Q) — C(Q) sen < sp.

Teorema A.3 Sejam 0 <t <s<o00,0<p<g<ooes—n/p>t—n/q.
Entao verifica-se o mergulho

WP (Q) — W9(Q).

Teorema A.4 (Rellich-Kondrachov) Sejam  um dominio em R™, Q¢ um
subdominio de Q limitado e QF a interseccdo de Qo com um plano de dimensdo k
em R™. Sejam j,m inteiros com j >0, m>1, el <p<oo.

a) Se Q tem a propriedade do cone e mp < n entdo os seguintes mergulhos sdo
compactos

WItmP(Q) — Wh(Qk) se O<n—-mp<k<ne
1 S(Z< kp/(n_mp)>
WItmP(Q) — Wi(Qk) se n=mp,1<k<nel<q<oo.

b) Se § tem a propriedade do cone e mp > n entdo os sequintes mergulhos sdo
compactos

WIHmP(Q) — C7(Q),
WItmP(Q) — WH(Qk)  se 1<q< oo.
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O teorema seguinte, cuja demonstracao se encontra, por exemplo, em [76], é
um resultado compacidade em espagos LP ().

Teorema A.5 (Critério de compacidade de Kolmogorov) Seja ©Q um
subconjunto aberto e limitado de R™, n > 1, e seja M C LP(Q), 1 < p < oo.
Entao M € relativamente compacto se e so se

a) M ¢€ limitado em LP(R2),

b) lim0 lo(x +n) — @(x)P de = 0, verifica-se uniformemente para p € M.
n—0Jq

O Lema de Bramble-Hilbert tem um papel fundamental na obtencao de estima-
tivas para funcionais lineares em espagos de Sobolev. Este lema estd amplamente
divulgado na literatura e a titulo de exemplo referimos [10]-[12] e [17]. O artigo
de Dupon e Scott, [23], é uma referéncia cldssica para a demonstracao do Lema
de Bramble-Hilbert no espago W*#P?(£2), com s um real positivo.

Lema A.6 (Bramble-Hilbert) Sejam Q um subconjunto aberto de R™ com
fronteira de Lipschitz continua, s um nimero real positivo e Ps o conjunto dos
polindmios (com n varidveis) de grau menor que s. Entdo existe uma constante

C=C(Q,s,p) tal que

i - () < o SP(Q).
Anf, v = Pllwsr) < Clolwen@) Yo e WP(Q)

Note-se que se f é uma funcional linear limitada no espago W*P () tal que
f(P)=0 VPeP,,

entao, pelo lema anterior,

[f ()] < ClIf|

spolvlwer@) Yo e WP (Q),

onde |.[[5, o € a norma no espago dual de W*P(2).

Lema A.7 (Gronwall) Sejam g ev fungoes continuas em [0,T], com g difer-
encidvel em (0,T), e h € L*(0,T) uma funcdo ndo negativa, tais que

o(t) < g(t) + /0 hWr)(r) dr Vi € [0,T).
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FEntao

v(t) < exp(H(t)) (g(O) Jr/o g (1) exp(—H(1)) d7'> vt € [0,T],

com H(t) = /0 h(r) dr.

A demonstracao deste lema pode ser consultada, por exemplo, em [77].






Apeéndice B

Operadores elipticos

Nesta secgao fazemos o resumo das principais defini¢des relacionadas com ope-

radores elipticos que sao usadas ao longo do trabalho.

Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de R™, n € N. Consideremos o

operador diferencial de ordem 2m, m € N,

A= > N (-1)PIDPags(x) D

laf<m |B]<m

(B.1)

A classificacdo do operador diferencial anterior, depende apenas das proprie-
dades dos coeficientes das derivadas de ordem mais elevadas, isto é, das derivadas
de ordem 2m. Os termos de ordem 2m constituem a parte principal de operador,

que denotamos por A(Z™)

AR = ()™ Z DPa5(x)De.

lo]=[B]=m

A é eliptico em x € () se

> aap@)* T £0 VO #L R

lo|=[B]=m

Aqui, €18 é uma abreviatura para o polinémio &
A é uniformemente eliptico se existe € > 0 tal que

‘Re( 3 aa,@(x)ga””)‘ > e|e?™ VreQ VeEeR™

lor]=[B]=m
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Seguindo [56], introduzimos agora o conceito de sistema uniformemente e forte-
mente eliptico em (.
Consideremos o sistema de equagoes diferenciais

liju]‘:fi iZl,...,N,

em que
[sil Isjl
Lj=Y_ > (=)Dl (2)D7,
lp|=0o|=0
u=(uy,...,un) e f=(f,...,fn). O sistema diz-se uniformemente fortemente

eliptico se as fungoes coeficiente af;” sao uniformemente limitadas e se existe uma
constante positiva Cj tal que, para cada & € R™ e cada vector de ntimeros com-
plexos n = (n1,...,mn), a desigualdade

i=1

N N
> Re(€%a;y ™ (x)€m:m;) > Co Y [nil?]€ 21! (B.3)
i,

é valida para qualquer z € €.

Vamos agora apresentar os conceitos de elipticidade e coercividade de uma
forma sesquilinear. Sejam V e H espagos de Hilbert tais que V.C H C V' em
que estes mergulhos sdo continuos e densos e seja a(.,.) : V. x V — C uma forma
sesquilinear. Dizemos que a(.,.) é V-eliptica se

la(v, w)| < Ciljollv|wlly Vv,w eV, (B4)

la(v,0)| > Cplol} YoeV, (B.5)

onde C; e Cg sao constantes positivas independentes de v e w.
Dizemos que af., .) é V-coerciva se satisfaz (B.4) e se existem constantes Cg > 0
e C'k tais que
la(v,0)| = Cpllv]l = Ckllv|} Yo e V. (B.6)

A (B.6) chamamos desigualdade de Garding.



Apéndice C

Convergéncia discreta

Nestas seccao apresentamos conceitos gerais de Teoria de Convergéncia Dis-
creta. Sobre este assunto destacamos os trabalhos de Grigorieff ([37]), Reinhardt
([59]) e Stummel ([67], [68]).

Sejam X um conjunto e (X,) _, uma sucessio de conjuntos tais que X e
X,, ¢ € I, sdo nao vazios. A aplicacao lim com imagens em X e cujo dominio é o
conjunto de sucessoes (u,),cs de elementos u, € X,, ¢ € I, diz-se uma convergéncia
discreta se as seguintes propriedades se verificam:

(L1) se a sucessao (u,),cr converge discretamente para u, entdo cada subsucessao
(u,),er converge discretamente para u;

(L2) se sucessdo (u,),e; nao converge discretamente para u, entdo existe sub-
sucessao (u,),er;r tal que nenhuma das suas subsucessoes (u, ),y converge
discretamente para u.

A imagem u € X da aplicagdo lim em (u,),c; chamamos limite discreto de (u,),e;-
Como objectivo de simplificar a notagdo escrevemos u, — u (¢ € I), para repre-
sentar lim(u,),c; = u.

Se a aplicagao lim é uma convergéncia discreta e sobrejectiva entao o par
(X, [ler XL) diz-se uma aproximacao discreta em relagao a lim.

Definimos seguidamente convergéncia discreta, estabilidade e consisténcia de
uma sucessao de operadores e apresentamos um teorema que relaciona estes con-
ceitos.
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146 Convergéncia discreta

Considerem-se os operadores A : X — Y e A, : X, — Y,, . € I. Parasimplificar
a notacao usamos o simbolo lim para denotar quer a convergéncia discreta de
[I,c; X. em X, quer a convergéncia discreta de [[,.; Y, em Y.

Dizemos que a sucessao (4,),_, converge discretamente para A e escrevemos
A —A (el

se para todo u € X e toda a sucess@o discretamente convergente (u,),cr, u, € X,,
se tem

u —-u = Au,—Au (L€I).

A sucessao (AI‘)LEI
que (A,u,).er e (A,),er convergem discretamente, vale

é estdvel se, para quaisquer sucessoes (u,),cr € (v,),es tais

lim(uL)LEI = hm(UL)LEI - lim(ALuL>L€I = hm(ALvL)LEI'

A sucessao de operadores (AL)LGI diz-se consistente com A se para todo u € X
existe uma sucessio (u,),er, u, € X,, tal que

u, —wu e Au, — Au (L€I).

Teorema C.1 A estabilidade de (AL)LEI e a consisténcia com A sao necessd-

rias e suficientes para a sobrejectividade de lim : [],.; X, — X e a convergéncia
discreta A, - A (L€ I).

Apresentamos seguidamente outro conceito fundamental.
A sucessao (AL)LEI
(Au,).er e (Aw,).er tais que (u,).er e (v,),er convergem discretamente, vale

diz-se inversamente estavel se para quaisquer sucessoes

lim(ALUL)LEI = lim(ALvL)LEI - hm(ub)bel = hm(’UL)LEI'

Note-se que muitas vezes se usa apenas o termo “estavel” para o conceito “inver-
samente estavel”.
O teorema seguinte estabelece condigoes suficientes para a relacao de con-
vergéncia
Au, - Ay = wu,—u (el). (C.1)

Teorema C.2 Seja (AL)LGI uma sucessao inversamente estavel. Entao a con-
sisténcia de (AL)LEI com A € uma condi¢do necessdria e suficiente para a sobre-
jectividade de lim : [, .; X, — X, a injectividade de A e a relagio de convergéncia

inversa (C.1).
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Introduzimos finalmente o conceito de compacidade discreta.

Sejam Z, C X,, ¢ € I, conjuntos nao vazios. O subespaco [[,.; Z, de [,o; X,
diz-se discretamente compacto se para toda a subsucessoes I’ de I e toda a sucessao
de elementos u, € Z,, + € I, existem u € X e uma subsucessao I"” de I’ tais que
u, — u (¢ € I'"). Em particular, a sucessdo (u,),c; de elementos u, € X,, ¢ € I,
diz-se discretamente compacta se [] . {u,} ¢ discretamente compacto, isto ¢, se
para toda a sucessao I’ de I, existem u € X e uma subsucessao I” C I’ tais que
u, —u (Lel”).

Sejam X, Y, X, e Y,, v € I, espacos normados, tais que (X, ILc: XL) é uma
aproximagao discreta, e (u,),er, u, € X,, é limitada. A sucessdo de operadores
(K.)er, K, : X, — Y, diz-se discretamente compacta se (K,u,),cr é discretamente
compacta.
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