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Integrais impróprios: critérios de comparação

• 1o critério de comparação Sejam f e g duas funções cont́ınuas e não negativas num intervalo I de
extremos a e b (a, b ∈ IR, a < b). Se existe M > 0 tal que

f(x) ≤ Mg(x)

para qualquer x ∈ I, então
∫ b

a
g(x) dx é convergente =⇒

∫ b

a
f(x) dx é convergente,

∫ b

a
f(x) dx = +∞ =⇒

∫ b

a
g(x) dx = +∞.

• 2o critério de comparação Sejam f e g duas funções cont́ınuas e não negativas num intervalo I,
semi-aberto, de extremos a e b (a, b ∈ IR, a < b) e

d =





−∞ se f e g são cont́ınuas em ]−∞, b]
a+ se f e g são cont́ınuas em ]a, b]
b− se f e g são cont́ınuas em [a, b[
+∞ se f e g são cont́ınuas em [a, +∞[,

então

lim
x→d

f(x)
g(x)

= λ ∈]0, +∞[=⇒





∫ b

a
f(x) dx é convergente ⇐⇒

∫ b

a
g(x) dx é convergente,

∫ b

a
f(x) dx = +∞⇐⇒

∫ b

a
g(x) dx = +∞,

lim
x→d

f(x)
g(x)

= 0 =⇒





∫ b

a
g(x) dx é convergente =⇒

∫ b

a
f(x) dx é convergente,

∫ b

a
f(x) dx = +∞ =⇒

∫ b

a
g(x) dx = +∞,

lim
x→d

f(x)
g(x)

= +∞ =⇒





∫ b

a
f(x) dx é convergente =⇒

∫ b

a
g(x) dx é convergente,

∫ b

a
g(x) dx = +∞ =⇒

∫ b

a
f(x) dx = +∞.



• Se f é uma função cont́ınua com um número finito de pontos de descontinuidade num intervalo de
extremos a e b, com a, b ∈ IR, então

∫ b

a
|f(x)| dx convergente =⇒

∫ b

a
f(x) dx convergente.

• Se a, b, α ∈ IR então

α < 1 =⇒
∫ b

a

1
(b− x)α

=
(b− a)1−α

1− α
,

α ≥ 1 =⇒
∫ b

a

1
(b− x)α

= +∞.

α < 1 =⇒
∫ b

a

1
(x− a)α

=
(b− a)1−α

1− α
,

α ≥ 1 =⇒
∫ b

a

1
(x− a)α

= +∞.

• Se α ∈ IR então

α > 1 =⇒
∫ +∞

1

1
xα

=
1

α− 1
,

α ≤ 1 =⇒
∫ +∞

1

1
xα

= +∞.

α > 1 =⇒
∫ −1

−∞
1

(−x)α
=

1
α− 1

,

α ≤ 1 =⇒
∫ −1

−∞
1

(−x)α
= +∞.


