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1. Considere o seguinte modelo para o crescimento de um tumor

dN(t)
dt

= −aN(t− τ) + b[N(t)]d, t > 0, N(0) = N0 > 1,

onde N(t) representa o número de células do tumor no instante t, τ > 0, 0 < d < 1, b � a > 0.

(a) Discretize a equação diferencial usando o método de Euler expĺıcito.

(b) Considere o passo temporal com valor igual ao atraso τ . Mostre que o método pode ser escrito
da forma

Ni+1 = g(Ni, Xi), Xi+1 = Ni.

(c) Estude a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do sistema obtido na aĺınea anterior.

2. Considere o problema de condição inicial

u′ = f(t, u), t ∈ (0, T )
u(0) = u0,

onde f : IR2 → IR é cont́ınua e lipschitziana na variável u.

(a) Seja ui a solução aproximada obtida pelo método dos trapézios

ui+1 = ui +
h

2
(f(ti, ui) + f(ti+1, ui+1)).

Supondo f(t, u) = λu e |λh
2 | < 1, mostre que ui = u0

(
1 + λh

2

1− λh
2

)i

e, consequentemente, que

lim
h→0

ui = u0e
λ(ti−t0).

(b) Considere o método de Runge-Kutta expĺıcito dado pelo quadro de Butcher
c A

bT .

Mostre que a região de estabilidade absoluta é {h̄ ∈ C : |R(h̄)| ≤ 1}, com

R(h̄) = det(I − h̄A + h̄ebT ),

onde e = (1, . . . , 1) e I é a matriz identidade.

(c) Determine o intervalo de estabilidade absoluta do método de Runge-Kutta

ui+1 = ui + hf

(
ti +

1
2
h, ui +

1
2
hf(ti, ui)

)
.


